3 Script zur Vorlesung: Algebra 1 (WiSe2020-2021)

Prof. Dr. Salma Kuhlmann

In diesem Skript werden wir Primideale und Mazimalideale niher untersuchen. Danach werden
wir Produktringe einfihren. In diesem Zusammenhang werden wir den Chinesischer Reste-Satz
aussagen und beweisen. Damit wird § 2 beendet. In § 3 fiihren wir Bruchringe ein.

Proposition 3.1.
M < R ist maximal genau dann, wenn R/M ein Korper ist.

Beweis:
M ist maximal, genau dann, wenn M ¢ R und es keine Ideale A gibt mit
MgAgR
d.h. genau dann, wenn R/M nur M /M ={0} und R/M als Ideale hat. Nun Proposition 2.6(2)
anwenden. O

Beispiel 3.2.
nZ < 7 ist maximal genau dann, wenn Z/nZ = 7Z,, ein Korper ist, genau dann, wenn n = p eine
Primzahl ist (Lineare Algebra I, 3. Vorlesung).

Definition 3.3.
P < R ist ein Primideal, wenn

(1) P echt ist,i.e. Pg R.
(2) Fiir alle a,b,e€ R: Aus ab e P folgt a € P oder be P.

Beispiel 3.4.
{0} # pZ < Z ist Primideal genau dann, wenn p eine Primzahl ist.

Proposition 3.5.
P < R ist Primideal genau dann, wenn R/P ein Integritéitsbereich ist.

Beweis:

Per Definition von R/P gilt fiir a,b € R : ab = @b, und @ = 0 genau dann, wenn a € P . Dies
bedeutet wiederum: P Primideal genau dann, wenn [ab = @b = 0 = @ = 0 oder b = 0] genau
dann, wenn R/P integer ist. O

Aus Proposition 3.1 und 3.5 folgt nun:

Korollar 3.6.
Jedes maximale Ideal ist Primideal.
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Definition 3.7.
(1) Seien R,S Ringe. Wir definieren Ringoperationen auf R x S (koordinatenweise).

(7“1,31) + (7“2752) = (7"1+7“2>51+S2) ..
(r.s1) % (rasy) = (F179, 5152) fiir alle 71,79 € R und sy, 89 € .S

R xS heifit Ringprodukt.

(2) Seien A, B <« R, setze: A+ B:={a+bjac A,be B}. A, B sind teilerfremd, wenn A+ B = R

Konvention: In der Bezeichnung 7 fiir ein Element aus R/I, werden wir zur Erleichterung der
Notation das Symbol ~ unterbinden, wann immer der Kontext klar ist.

Satz 3.8. (Chinesischer Reste-Satz)
Seien R ein kommutativer Ring mit 1 und Ay, ..., A; < R. Die Abbildung

p: R - 5, (R/A)
r o (r+Ay,...,r+A)

k
ist ein Ringhomomorphismus mit ker ¢ = () 4;.
i=1

Wenn A;, A; teilerfremd sind fiir alle ¢ # 7, dann ist ¢ surjektiv. In diesem Fall gilt also:

mﬁm:gmm»

Beweis:

Ohne Einschrankung k& = 2 (UA). Priife, fiir 71,79 € R ob @(r; +13) z o(r1) + @(r2). Wir
berechnen: o(ri+1s) = ((r1+72) + A1, (11 + 1) + Ap)

((ri+ A+ (r2+ Ap), (11 + Az) + (12 + Ag))
(Tl+A1,T1+A2)+(7’2+A1,7‘2+A2)
@(r1) +p(rs) -

Analog berechnet man ¢(r;73) (UA). Also ist ¢ ein Ringhomomorphismus. Wir berechnen:

{reR;o(r)=0}
{reR;o(r)=(A1,A2)}
{reR;reA; und r e Ay}.

ker ¢

Sei nun A; + A = R. Es existieren also x € Ay und y € Ay mit x +y = 1.
Es folgt: x = 1€ Ay und y — 1€ Ay, und somit ¢(z) = (0,1) und ¢(y) = (1,0).

Sei nun (r; + Ay,7m9 + Ag) € R/A; x R] Ay beliebig. Setze r := rox + 11y und berechne:

@(rox +11Y)

p(r2)e(@) +o(r)e(y)

(7"2 + Al,TQ + AQ)(O, 1) + (T’l + Al,rl + AQ)(l,O)
(O,TQ +A2) + (Tl + Al,O)

(7“1 +A1,T‘2+A2).

o(r)

Also ist ¢ surjektiv.
Die letzte Aussage folgt aus Isomorphiesatz. O
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§ 3 Bruchringe

Definition 3.9.
Seien R ein kommutativer Ring mit 1 und D ¢ R. D ist multiplikativ, falls 1 € D und st € D
fiir alle s,t € D.

Beispiel 3.10.
(i) D =R~
(i1) D = R\P mit P < R Prim.

Konstruktion:
Sei D c R eine multiplikative Untermenge, ohne Nullteiler, und so dass 0 ¢ D . (*)

Definiere eine Relation ~ auf R x D:

(r,d) ~(r',d") < rd =dr".

~ ist Aquivalenzrelation, wir zeigen z.B. die Transitivitét:

(r,d) ~ (s,e) re — sd = 0| xf

wd (s.e) ~ (L) |7 sf - te = 0 xa CEPSid)e=0

Auflerdem ist e ist kein Nullteiler und e # 0. Also muss rf —td = 0 sein und damit rf = td. Also
(ryd) ~ (&, f) -

Notation: )
Schreibe 7 := [(r,d)] (die Aquivalenzklasse von (r,d)) und setze D™'R := die Menge der
Aquivalenzklassen.

Wir Versehen D~!R mit den folgenden Verkniipfungen:

T 1) Tldg + T‘le A ) ISP
= und =

A dy T ddy di dy dydy

Im Skript 4 werden wir zeigen dass DR ein Ring ist, und werden seine Figenschaften weiter
untersuchen.



