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Kapitel 2

KORPERERWEITERUNGEN

In diesem Kapitel werden wir besondere Korpererweiterungen kennenlernen. Wir werden al-
gebraische Korpererweiterungen untersuchen, wo wir Nullstellen fiir Polynome finden. Insbe-
sondere werden wir den Zerfillungskorper und den algebraischen Abschluss konstruieren. Wir
werden die Vielfachheit einer Nullstelle, die wir schon in LA II gelernt haben, genauer betrach-

ten, um separable Korpererweiterungen zu untersuchen. Im letztem Kapitel 4 werden wir dann
Galois Erweiterungen behandeln, nachdem wir im Kapitel 3 zwischendurch die dafiir notwen-

dige Gruppentheorie studieren.

In diesem Skript werden wir im Abschnitt 12 algebraische, insbesondere endliche Korpererweiterungen
studieren. Wir fangen an mit Erinnerungen (Definition 9.1, Bemerkung 9.2) aus LA I Skript 4.

Definition 9.1.

1. Die Charakteristik eines Korpers F', bezeichnet Char(F'), ist die kleinste n € N mit n-1 = 0.
Falls ein solches n nicht existiert, dann setzen wir Char(F’) = 0.

2. Der Primkorper eines Korpers F' ist der kleinste Teilkorper von F.

Bemerkung 9.2. Fiir die Charakteristik gilt: entweder Char(F') = p fiir eine Primzahl p, oder
Char(F') = 0. Wenn Char(F") = p, dann ist der Primkérper F,, wenn Char(F) =0, dann ist der
Primkorper Q. UA.

§ 12 Algebraische Korpererweiterung

Definition 9.3.
Ein Korper K der ein Teilkérper F' enthélt heifit Korpererweiterung von F', bezeichnet mit
K/F. Wir nennen F den Grundkdrper.

Bemerkung 9.4. Ist K/F eine Korpererweiterung, dann ist K ein F' -Vektorraum, wobei die
Skalarmultiplikation F'x K — K die auf K definierte Multiplikation ist. UA.

Definition 9.5. Der Grad (oder deg) einer Korpererweiterung K|F, bezeichnet mit [K : F],
ist die Dimension von K als F-Vektorraum. Die Korpererweiterung heifit endlich falls [K : F']
endlich ist; sonst heiit die Korpererweiterung unendlich und wir schreiben [K : F'] = oo .
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Beispiel 9.6.

1. Sei F =F, und K =F,(z) := Quot (F,[z]). Dann ist [K : F'] = co . UA.

2. [C:R] =2 : Jedes Element aus C ldsst sich als Linearkombination von 1 und 7 darstellen
und, wenn a+bi =0 dann a? + 0% = (a+bi)(a—bi) = 0; also a = b = 0. Somit bilden 1,7 eine
Basis von C als R-Vektorraum.

3. [R: Q] = . Siehe UB.

Satz 9.7.
Seien F ein Korper und p(x) € F[x] ein irreduzibles Polynom. Dann existiert eine Kérpererweiterung
von F' wo p(x) eine Nullstelle besitzt.

Beweis:

Betrachte den Faktorring K := F[z]/ < p(x) >. Da p(x) irreduzibel ist und F[z] ein Hauptideal-
ring ist, ist das von p(x) erzeugte Ideal ein maximales Ideal (Proposition 5.12 und Proposition
6.3). Daher ist K ein Korper (Proposition 3.1).

Sei ¢ : F[z] - K die kanonische Projektion a(z) = a(z). Die Einschrinkung ¢|F von ¢ auf
F ist ein Koérperhomomorphismus und daher ist sie injektiv (s. Korollar 2.7). Es folgt, dass
F isomorph ist zu seinem Bild ¢(F') ¢ K. Nun kénnen wir F' mit dem Teilkorper ¢(F') von
K identifizieren. Somit ist F' ein Teilkorper von K, und die Einschrinkung ¢|F' ist nun die
Identitatsabbildung Id. !

Sei ¢(z) = T das Bild von z in K. Es gilt p(Z) = p(x) (weil ¢ ein Homomorphismus ist mit

@(a) = a fir alle a € F). Aber p(z) e< p(z) >, also 0 = p(x) = p(T). Dann ist T € K eine Nullstelle
des Polynoms p(x) . O

Satz 9.8.
Sei p(x) € F[x] irreduzibel; deg p(z) = n,n € N. Setze K := F[z]/ < p(x) >. Es gilt [K: F] = n.

Beweis:
Setze T := . Wir behaupten O := {1,0,0% ...,6""1} ist eine F-Basis fiir K.
e Sei a(x) € F[x]. Schreibe a(x) = g(x)p(x) + r(z) mit r(x) =0 oder degr(x) < n.
Also a(z)+ < p(z) >=r(z)+ < p(x) >,
d. h.  a(x) r(x)
[
d. h. a(®) = r(T)

n-1 [
Schreibe r(z) =) aiz’,a; € F, ie. a(z) =r(f), also K5 a(z) € span O.
i=0

e O ist linear unabhéngig iiber F: Seien by, ...,b,_1 € F' mit 3 b;0" = 0.

Setze b(x) := Y bat. Es ist: 0 = b(0) = b(z). Also b(x) €< p(x) > und degb(z) < degp(x)
und damit muss b(x) =0 das Nullpolynom sein, i.e. b; =0 fiir alle i =0,...,n - 1. ]

Bemerkung 9.9.
K={a(#); a(x) € F[z],a(x) =0 oder dega(x)<n}, versehen mit den Verkniipfungen:
a(f) +b(0) = (a+b)(0) fiir alle a(x),b(z) € F[x] und a(0)b(0) = r(0) ; wobei r(x) € F[z] der
Rest ist in E.A.: a(z)b(z) = q(x)p(z) + r(z) ,degr(z) <n.
Dies ist subtil: was bedeutet F' mit seinem Bild in ¢(F) € K zu identifizieren? Fiir a € F kénnen wir einfach

jedes Element ¢(a) als a umbenennen. Dies kénnen wir machen weil ¢|F injektiv ist: fiir alle a,a’ € F : gilt:
p(a) = ¢(a") genau dann, wenn a = a'.
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Definition 9.10.
(1) Sei K/F eine Korpererweiterung, und S ¢ K. Notation: Setze F(S) = der kleinste

Teilkorper von K, der F'US enthélt, d.h. F(S):=N{L | L ¢ K Teilkérper ; L 2 FUS}.
F(S) heifit der Korper der von S iiber F erzeugt ist.

(2) Notation: Wenn S = {ay, ..., a,} endlich ist, schreiben wir L = F'(aq,..., ;). In diesem
Fall sagen wir: L ist endlich erzeugt iiber F.

(3) Wenn S = {a} heiBt L = F'(a) eine einfache Erweiterung und a heifit ein primitives
Element fiir die Korpererweiterung L/F.

Satz 9.11.
Sei K/F eine Korpererweiterung, p(z) € F[z] irreduzibel, o € K eine Nullstelle von p(z). Es
ist: Flz]/ <p(z) >~ F(a).

Beweis: Setze K:= F[x]/ < p(x) > . Betrachte die Abbildung
P K - Fla)c K
a(x)+<p(x)> ~» ala)

e Das heifit |F' = Id|F (i.e. ¢(a) = a fiir alle a € F) und ¢(a(7)) = a(«) fir alle a(z) € F[z].
Insbesondere ist ¢(7) = a.

e ¢ ist wohldefiniert: a(z) = b(x) mod < p(z) >« a(x) -b(x) =p(z)q(x).
Also a(a) = b(«) =0 und damit a(«) = b(«).

e © #0, also ¢ ist ein injektiver Ringhomomorphismus und damit definiert ¢ einen Isomor-
phismus ¢ : F[z]/ < p(z) >~ im(p). Nun ist im(¢) € F(a) € K ein Teilkérper von K und
enthilt F'U{«} . Somit ist F'(a) Sim(p). Also im(y) = F (). O

Aus Satz 9.11 und Bemerkung 9.9 folgt

Korollar 9.12.
Sei K/F eine Korpererweiterung, p(x) € F[x] irreduzibel, degp = n und « € K eine Nullstelle
von p(z). Es ist F(a) = {a(a) ; a(z) € F[z];a(x) =0 oderdega(z) <n}.

Korollar 9.13.

Sei K/F eine Korpererweiterung, p(z) € F[x] irreduzibel, und «a, 8 € K Nullstellen von p(z).
Esist F(a) ~ F(5).

Beweis: Aus Satz 9.11 folgt: F(«) ~ Flx]/ < p(z) >~ F(5). O
Allgemeiner gilt:

Satz 9.14.

Seien K/F und K'/F' Kérpererweiterungen, und ¢ : F = F’ ein Isomorphismus. Sei p(z) =
Y a;xt € Flx] irreduzibel, und setze p'(x) = ¥ ¢(a;)z!. Dann ist p/(z) € F'[z] irreduzibel.
Sei @« € K mit p(a) = 0 und § € K’ mit p'(f) = 0. Dann 148t sich ¢ zu einer Isomorphie
' F(a) » F'(B) fortsetzen (i.e. ¢'|F = @), so dass ¢'(«a) = .

Beweis: ,
F(a) - F'(B)
Wir betrachten also folgenden Ansatz und Fragestellung: l|7 - |

SN F

¥
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(1) p'(z) ist irreduzibel, weil eine Faktorisierung p’(z) = a’(z)b'(x) mit dega/(x) > 1, deg b’ (z) >
1,a'(x),b'(x) € F'[z] eine Faktorisierung (durch Anwendung von ¢~! auf Koeffizien-
ten) p(z) = a”(x)b"(z) von p(x) in F[z] induziert, mit deg(a”(z)) > 1,deg(d"(x)) >
L;a"(x),b"(x) € F[z].

(2) Flx] ~ F'[xz] und < p(x) >~< p'(z) > (durch Anwendung von ¢ auf Koeffizienten). Also
F(a) = Flz]/ <p(x) >= F'[z]] <p'(x) >= F (). =



