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In diesem Skript werden wir Abschnitt 13 beenden; unser Endresultat ist Korollar 12.6 wo wir
die Ezxistenz und Eindeutigkeit fiir algebraische Abschluss etablieren.

In Satz 11.14 haben wir die Existenz vom Zerfallungskorper gezeigt, nun zeigen wir die Ein-
deutigkeit:

Satz 12.1.

Seien F und F’ Kérper und ¢ : ' = F’ eine Isomorphie, f(z) € F[z] mit degf > 1 und
o(f) = f'(z) € F'[x] das Bild von f (nach Anwendung von ¢ auf die f-Koeffiziente). Seien F
Zerfallungskorper fiir f iiber F' und E' ist Zerfallungskorper fiir f/ iiber F".

Dann 148t sich ¢ fortsetzen:

Fl

Beweis:

Sei deg f := n. Beweis per Induktion nach n. Es ist klar dass wenn f iiber F' als Produkt von
linearen Faktoren zerfillt, dann zerféllt ebenfalls f* tiber F" als Produkt von linearen Faktoren
(UA). In diesem Fall £ = F und E’ = F’ und wir setzen o = ¢.

Sei also p(x) ein irreduzibler Faktor von f(x) in F[z] mit degp > 2 und p’ = p(p) der entspre-
chende irreduzibler Faktor von f/(x) in F'[x] (s. Satz 9.14). Sei « € E eine Nullstelle fiir p(z)
und € E' eine Nullstelle fiir p'(z). Setze F := F(a) und FY := F'(/3).

Aus Satz 9.14. folgt, dass ein oy existiert, so dass

BR——— F
.
F—F

Nun haben wir also den folgenden Ansatz:
o1 - Fl —N> Fll

und f(x) = (z-«)fi(z) iiber Fi, mit deg f; <n—1. Bemerke dass E ein Zerfillungskorper von
f1 iiber F} ist: E' 2 F} und E enthélt alle Nullstellen von f; ; und fiir L mit £ 2 L 2 F} , ist es
unmoglich, dass L alle Nullstellen von f; enthélt (sonst enthélt L auch o und alle Nullstellen von
f1, also alle Nullstellen von f - Widerspricht Minimalitédt von E als ein Zerfallungskorper von f
tiber F'). Analog ist f'(x) = (x— /) f{(x) iiber F|, deg f{ <n—-1und E’ ist ein Zerféllungskorper
von f{ iiber F}. Also haben wir nun den Ansatz fi, F}, o0, mit deg f; <n —1 fiir die Induktion.
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Die Induktionsannahme liefert ein o, so dass

E - E’

J

F 1 Fi
Also

E - E’

Fy 1 Fi

) p— F

Korollar 12.2.
Ein Zerfallungskorper von f € F[x] iiber F ist bis Isomorphie auf F' eindeutig.

Beweis:
Seien K und K’ Zerfallungskoérper von f iiber F'. Wegen Satz 12.1 gilt:

K—= K’
U
mit o|F = Id FLF

Definition 12.3.

a) F/F ist ein algebraischer Abschluss von F', falls
F[F is lgeb her Abschl F, fall
(a) F/F algebraisch ist;

(b) jedes f(z) € F[z] mit deg f > 1 zerfillt vollsténdig als Produkt von linearen Faktoren

iber F.

(b) K heifit algebraisch abgeschlossen, falls jedes f e K[z] mit deg f > 1 eine Nullstelle in K

hat.

Bemerkung 12.4.

K ist algebraisch abgeschlossen < jedes f € K[z] mit deg f > 1 zerféllt vollsténdig in linearen

Faktoren iiber K < K = K.

Proposition 12.5. B
Sei F' ein algebraischer Abschluss von F'. Dann ist F' algebraisch abgeschlossen.
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Beweis:

Sei f(z) € F(x) deg f> 1, aist Nullstelle von f(z) (in irgend einer Korpererweiterung K /F | s.
Satz 9.7). Dann ist F'(a)/F algebraisch und F'/F algebraisch. Also ist auch F'(a)/F algebraisch
(s. Satz 11.5) und damit ist auch «/F algebraisch.

Sei Mg, das Minimalpolynom von o/ F, dann zerfillt mg, p in F[z] und hat (z—a) als linearen
Faktor. Es folgt a € F. ]

Sei F' ein beliebiger Korper. Wir zeigen nun:
Hauptsatz
Es gibt eine algebraische abgeschlossene Korpererweiterung von F'.

Beweis:
Setze F' = Ky. Wir definieren per Induktion nach n € Ny eine ansteigende Folge

Koyc-cK;CKj,C

von der Korpererweiterung, so dass jedes Polynom f e K;_i[z] mit degf > 1 eine Nullstel-
le in K; hat. Dann setzen wir K := UK. Dann ist K/F eine Korpererweiterung,und wenn
f(z) € K[z] (deg f > 1), dann existiert ein j mit f(x) € K;[x] und f hat eine Nullstelle in
K1 € K. Also ist K algebraisch abgeschlossen.

Und nun zur Induktion:
Fiir f(z) € F[x](deg f 2 1) sei z; eine neue Variable. Betrachte F[--,zy,--] (Polynomring in
der Variablen z ¢ ; siche UB) und das Ideal I :=<{f(z¢); f e F[z]} >.

Behauptung:
I ist echt. Sonst ist

1= glf1(l'f1) + e +gnfn(xfn)(*)

mit g; € F[---,xy,-]. Schreibe x; := xy, fiir ¢ = 1,...,n und seien ,41,...,2,, alle anderen
Variablen, die unter den g;’s noch vorkommen. Also ist

L=gi(z1,...,2m) fi(z1) + -+ gu(T1, .o, T) fr(@0) (%)

eine polynomiale Gleichung.

Sei F'|F eine Korpererweiterung mit a; € F’, Nullstelle fiir f;(z). Durch Einsetzen von «; fiir
z;mit ¢=1,...,n und O fiir z; mit j =n-1,...,m in (%) muss es immer noch eine Gleichung
ergeben, die nun im Korper F' gelten muss, das heifit 1 =0 in £’ - Widerspruch.

I ist echt. Per ZL, sei M maximal. M < F[---,x¢,---] und I € M. Setze Ky := F[---,z,-]/ M.
Ki/Ky und f e Ko[z] hat eine Nullstelle in K7, weil f(Zy) = f(zy) =0 (da f(zy) € I).
Wiederhole mit K;/K;_; und setze K = K wie schon erwihnt. O

Korollar 12.6.

Existenz:: Sei K algebraisch abgeschlossen und F' ¢ K. Dann ist der relative algebraische Ab-
schluss von F' in K ein algebraischer Abschluss von F'.

Eindeutigkeit: (siche UB)

Ein algebraischer Abschluss von F' ist bis auf Isomorphie eindeutig.

Beweis:

Per Definition ist F'/F algebraisch. Sei f(x) € F[z] (deg f > 1), da K algebraisch abgeschlossen
ist, K[z]> f(x) zerfillt vollstindig in lineare Faktoren (z —a) in K[x]. Aber « ist algebraisch
tiber F'und a € K, also o € F'. Also zerfdllt f(x) in F[z]. O



