Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Universitat Konstanz
Dr. Lothar Sebastian Krapp, Fachbereich Mathematik und Statistik
Sarah-Tanja Hess, Patrick Michalski, Moritz Schick Wintersemester 2020,/2021

Ubungen zur Vorlesung Algebra I
Blatt 8

Abgabe von: Mein Name 112737402
Tutor(in): Mein Lieblingstutor

Allgemeiner Hinweis: Fiir die Bearbeitung werden alle Resultate bis einschliellich Vorle-
sung 15 vorausgesetzt. Es diirfen jedoch alle Resultate verwendet werden, die bis zur Abgabefrist
im Online-Skript behandelt wurden. Freiwillige Zusatzaufgaben sind mit einem * gekennzeichnet.
Alle Aussagen sind stets zu beweisen.

Aufgabe 8.1 (Separabilitét) [4 Punkte]

Bestimmen Sie ob folgende Polynome separabel sind:

(i) 2% — 62+ 9 in Q[z],

)
(ii) 290 + 230 4+ 1 in Falz],
(iii) @° 4tz +t in F5(t)[x],

(iv) o* + 623 — 2222 + 7x — 15015 in Q[z].

Losung;:

Aufgabe 8.2 (Separabilitit iiber perfekten Korpern) [2 + 2 Punkte]
Sei F' ein perfekter Korper. Zeigen Sie:

(i) Jedes irreduzible Polynom f € F[z] ist separabel.

(ii) Ein Polynom f € F[z] mit deg f > 1 ist genau dann separabel, wenn die Primfaktorisierung
von f in F|x] die folgende Gestalt hat:

k
f = CHpia
i=1

wobei ¢ € F* und p; € F[z] normiert und irreduzibel sowie p; # p; fiir alle 4,5 € {1,...,k}.

Losung:



Aufgabe 8.3 (Beweisschritte aus Skript 12) [2 + 2 Punkte]
Sei F' ein Korper.

(a) Sei I eine beliebige Menge und J = {ji, ..., ji} eine endliche Teilmenge von I. Wir definieren

Flzj | j € J] als den Polynomring F[z;,,...,zj,], also den Polynomring iiber F' in den
Variablen z;,, ..., z;,. Weiterhin sei
Flz;|iell:== |J Flz;|jeJ.
JCI endlich

Finden Sie geeignete Operationen + und - auf F[z; | ¢ € I], sodass (Fz; | i € I],+,-) ein
Ring ist, der F[z; | j € J] fiir jedes endliche J C I als Teilring hat.

(Im Hauptsatz von Skript 12 ist der Polynomring F[--- ,xf,---| durch Flx; | i € 1| fir die
Menge I = F[z] gegeben.)

(b) Seien K und L zwei algebraische Abschliisse von F. Zeigen Sie, dass es einen Ringisomor-
phismus o: K — L gibt, fiir den o(F) = F gilt.

Losung;:

Aufgabe 8.4* (Algebraische Zahlen) [4 Punkte]

Es bezeichne @ den Korper der algebraischen Zahlen und @T den Korper der reellen algebraischen
Zahlen. Zeigen Sie:

() [Q:Q=[Q": Q=X
(i) 1Ql = |Q"| = Ro.
(iii) [C\Ql=[R\Q'|=2%.
(Hierbei bezeichnet No die Kardinalitit von N und 280 die Kardinalitit von R.)

Losung:

Abgabe: Bis Dienstag, 12. Januar 2021, 15:15 Uhr, direkt an die Tutorin / den Tutor. Wir
bitten die allgemeinen Hinweise zur Abgabe von Losungen (siehe Homepage) zu beachten.



