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Kapitel 2

KORPERERWEITERUNGEN

In diesem Kapitel werden wir besondere Korpererweiterungen kennenlernen. Wir werden al-
gebraische Korpererweiterungen untersuchen, wo wir Nullstellen fiir Polynome finden. Insbe-
sondere werden wir den Zerfillungskorper und den algebraischen Abschluss konstruieren. Wir
werden die Vielfachheit einer Nullstelle, die wir schon in LA II gelernt haben, genauer betrach-

ten, um separable Korpererweiterungen zu untersuchen. Im letztem Kapitel 4 werden wir dann
Galois Erweiterungen behandeln, nachdem wir im Kapitel 3 zwischendurch die dafiir notwen-

dige Gruppentheorie studieren.

In diesem Skript werden wir im Abschnitt 12 algebraische, insbesondere endliche Korpererweiterungen
studieren. Wir fangen an mit Erinnerungen (Definition 9.1, Bemerkung 9.2) aus LA I Skript 4.

Definition 9.1.

1. Die Charakteristik eines Korpers F', bezeichnet Char(F), ist die kleinste n € N mit n-1 = 0.
Falls ein solches n nicht existiert, dann setzen wir Char(F’) = 0.

2. Der Primkorper eines Korpers F' ist der kleinste Teilkorper von F.

Bemerkung 9.2. Fiir die Charakteristik gilt: entweder Char(F') = p fiir eine Primzahl p, oder
Char(F') = 0. Wenn Char(F") = p, dann ist der Primkérper F,, wenn Char(F) =0, dann ist der
Primkorper Q. UA.

§ 12 Algebraische Korpererweiterung

Definition 9.3.
Ein Korper K der ein Teilkérper F' enthélt heifit Korpererweiterung von F', bezeichnet mit
K/F. Wir nennen F den Grundkdrper.

Bemerkung 9.4. Ist K/F eine Korpererweiterung, dann ist K ein F' -Vektorraum, wobei die
Skalarmultiplikation F'x K — K die auf K definierte Multiplikation ist. UA.

Definition 9.5. Der Grad (oder deg) einer Korpererweiterung K|F, bezeichnet mit [K : F],
ist die Dimension von K als F-Vektorraum. Die Korpererweiterung heifit endlich falls [K : F']
endlich ist; sonst heiit die Kérpererweiterung unendlich und wir schreiben [K : F'] = oo .
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Beispiel 9.6.

1. Sei F =F, und K =F,(z) := Quot (F,[z]). Dann ist [K : F'] = co . UA.

2. [C:R] =2 : Jedes Element aus C ldsst sich als Linearkombination von 1 und 7 darstellen
und, wenn a +bi =0 dann a? + 0% = (a+bi)(a—bi) = 0; also a = b = 0. Somit bilden 1,7 eine
Basis von C als R-Vektorraum.

3. [R: Q] = . Siehe UB.

Satz 9.7.
Seien F ein Korper und p(x) € F[x] ein irreduzibles Polynom. Dann existiert eine Kérpererweiterung
von F' wo p(x) eine Nullstelle besitzt.

Beweis:

Betrachte den Faktorring K := F[z]/ < p(z) >. Da p(x) irreduzibel ist und F[z] ein Hauptideal-
ring ist, ist das von p(x) erzeugte Ideal ein maximales Ideal (Proposition 5.12 und Proposition
6.3). Daher ist K ein Korper (Proposition 3.1).

Sei ¢ : F[z] - K die kanonische Projektion a(z) = a(x). Die Einschrinkung ¢|F von ¢ auf
F ist ein Koérperhomomorphismus und daher ist sie injektiv (s. Korollar 2.7). Es folgt, dass
F isomorph ist zu seinem Bild ¢(F') ¢ K. Nun kénnen wir F' mit dem Teilkorper ¢(F') von
K identifizieren. Somit ist F' ein Teilkorper von K, und die Einschrinkung ¢|F' ist nun die
Identitatsabbildung Id. !

Sei ¢(z) = T das Bild von z in K. Es gilt p(Z) = p(x) (weil ¢ ein Homomorphismus ist mit

¢(a) = a fir alle a € F). Aber p(z) e< p(x) >, also 0 = p(x) = p(T). Dann ist T € K eine Nullstelle
des Polynoms p(x) . O

Satz 9.8.
Sei p(x) € F[x] irreduzibel; deg p(z) = n,n € N. Setze K:= F[z]/ < p(x) >. Es gilt [K: F] = n.

Beweis:
Setze T := . Wir behaupten O := {1,0,0% ..., 671} ist eine F-Basis fiir K.
e Sei a(x) € F[x]. Schreibe a(x) = g(x)p(x) + r(z) mit r(x) =0 oder degr(x) < n.
Also a(z)+ < p(z) >=r(z)+ < p(x) >,
d. h.  a(x) r(x)
[
d. h. a(®) = r(7)

n-1 [
Schreibe r(z) =Y ai’,a; € F, ie. a(z) =r(f), also K5 a(z) € span O.
i=0

e O ist linear unabhéngig iiber F: Seien by, ...,b,_1 € F' mit 3 b;0" = 0.

Setze b(x) := Y bat. Es ist: 0 = b(0) = b(z). Also b(x) €< p(x) > und degb(zx) < degp(x)
und damit muss b(x) =0 das Nullpolynom sein, i.e. b; =0 fir alle i =0,...,n - 1. ]

Bemerkung 9.9.
K={a(#); a(x) € F[z],a(x) =0 oder dega(x)<n}, versehen mit den Verkniipfungen:
a(f) +b(0) = (a+b)(0) fiir alle a(x),b(z) € F[x] und a(0)b(0) = r(0) ; wobei r(x) € F[z] der
Rest ist in E.A.: a(z)b(z) = q(x)p(z) + r(z) ,degr(z) <n.
Dies ist subtil: was bedeutet F' mit seinem Bild in ¢(F) € K zu identifizieren? Fiir a € F kénnen wir einfach

jedes Element ¢(a) als a umbenennen. Dies kénnen wir machen weil ¢|F injektiv ist: fiir alle a,a’ € F : gilt:
p(a) = ¢(a") genau dann, wenn a = a'.
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Definition 9.10.
(1) Sei K/F eine Korpererweiterung, und S ¢ K. Notation: Setze F(S) = der kleinste

Teilkorper von K, der F'US enthélt, d.h. F(S):=N{L | L ¢ K Teilkérper ; L 2 FUUS}.
F(S) heifit der Korper der von S iiber F erzeugt ist.

(2) Notation: Wenn S = {ay, ..., a,} endlich ist, schreiben wir L = F'(aq,..., ;). In diesem
Fall sagen wir: L ist endlich erzeugt iiber F.

(3) Wenn S = {a} heiBt L = F'(a) eine einfache Erweiterung und a heifit ein primitives
Element fiir die Korpererweiterung L/F.

Satz 9.11.
Sei K/F eine Korpererweiterung, p(z) € F[z] irreduzibel, o € K eine Nullstelle von p(z). Es
ist: Flz]/ <p(z) >~ F(a).

Beweis: Setze K := F[x]/ < p(x) > . Betrachte die Abbildung
P K - Fla)c K
a(x)+<p(x)> » ala)

e Das heifit |F' = Id|F (i.e. ¢(a) = a fiir alle a € F) und ¢(a(7)) = a(«) fir alle a(z) € F[z].
Insbesondere ist ¢(7) = a.

e ¢ ist wohldefiniert: a(z) = b(x) mod < p(z) >« a(x)-b(x) = p(z)q(x).
Also a(a) = b(«) =0 und damit a(«) = b(«).

e © #0, also ¢ ist ein injektiver Ringhomomorphismus und damit definiert ¢ einen Isomor-
phismus ¢ : F[z]/ < p(z) >~ im(p). Nun ist im(p) € F(a) € K ein Teilkérper von K und
enthdlt F'U{«} . Somit ist F'(a) Sim(p). Also im(y) = F (). O

Aus Satz 9.11 und Bemerkung 9.9 folgt

Korollar 9.12.
Sei K/F eine Korpererweiterung, p(x) € F[x] irreduzibel, degp = n und « € K eine Nullstelle
von p(z). Es ist F(a) = {a(a) ; a(z) € F[z];a(x) =0 oderdega(z) <n}.

Korollar 9.13.

Sei K/F eine Korpererweiterung, p(z) € F[x] irreduzibel, und «, 5 € K Nullstellen von p(z).
Esist F(a) ~ F(5).

Beweis: Aus Satz 9.11 folgt: F(«) ~ Flx]/ < p(z) >~ F(5). O
Allgemeiner gilt:

Satz 9.14.

Seien K/F und K'/F' Kérpererweiterungen, und ¢ : F = F’ ein Isomorphismus. Sei p(z) =
Y a;xt € Flx] irreduzibel, und setze p'(x) = ¥ ¢(a;)z!. Dann ist p/(z) € F'[z] irreduzibel.
Sei @« € K mit p(a) = 0 und § € K’ mit p'(f) = 0. Dann 148t sich ¢ zu einer Isomorphie
' F(a) — F'(B) fortsetzen (i.e. ¢'|F = @), so dass ¢'(«a) = 3.

Beweis: ,
F(a) - F'(B)
Wir betrachten also folgenden Ansatz und Fragestellung: l|7 - |

SN F

¥
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(1) p'(z) ist irreduzibel, weil eine Faktorisierung p’(z) = a’(z)b'(x) mit dega/(x) > 1, deg b’ (z) >
1,a'(x),b'(x) € F'[z] eine Faktorisierung (durch Anwendung von ¢=! auf Koeffizien-
ten) p(z) = a”(x)b"(z) von p(z) in F[z] induziert, mit deg(a”(z)) > 1,deg(d"(x)) >
L;a"(x),b"(x) € F[z].

(2) Flx] ~ F'[xz] und < p(x) >~< p'(z) > (durch Anwendung von ¢ auf Koeffizienten). Also
F(a) = Flz]/ <p(x) >= F'[z][ <p'(x) >= F (). =
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In diesem Skript fiihren wir algebraische Erweiterungen ein, und untersuchen wir genau den
Zusammenhang zwischen algebraische, endliche, und endlich erzeugte Erweiterungen.

Sei K/ F stets eine Korpererweiterung,.

Definition 10.1.
(1) a € K ist algebraisch iber F' (alg/F), wenn es ein Polynom 0 # f(x) € F[x] gibt mit
f(a) =0.

(2) Wenn « nicht algebraisch iiber F' ist, dann heifit o transzendent iiber F.

(3) Die Korpererweiterung K /F heifit algebraisch, falls fiir alle o € K: « ist algebraisch
iber F.

Beispiel 10.2.
Betrachte die Erweiterung F'(z)/F. Hier ist z € F'(x) transzendent iiber I, weil f(z) = 0 <
f =0 das Nullpolynom ist. UA.

Proposition 10.3.
Sei a € K alg /F. Dann gibt ein eindeutiges normiertes irreduzibles Polynom m, r(z) € F[z],
so dass:

(i) mqr(a)=0.
(i) Ist f(a) =0 fiir ein f e F[z], dann teilt m, r(z) das Polynom f(z) in F[x].

Beweis:

e Setze m(x) = m, p(x) := normiertes Polynom vom minimalem deg, so dass m(«a) = 0.
Sei f(z) € F[x], schreibe f(x) = g(x)m(z) + r(z),degr(x) < degm(x) oder r(z) = 0.
Wir sehen 0 = f(a) < r(«) = 0. Die Minimalitét vom degm(zx) impliziert r(z) = 0, also
m(z)|f ().

e Ist m/(x) normiert vom minimalem deg mit m/(«) = 0, dann gilt wie oben m/(«a)|m(«a),
aber auch m(«a)|m’(a), m(«), m’(«) normiert = m’(z) = m(x). o

Definition 10.4.
Ma,r(2) heiBt das Minimal-Polynom von « iiber F'. Wir schreiben m(x), wenn klar.

Bemerkung 10.5.
Im Skript 14. LA II (Definition 14.2) hatten wir das Minimal-Polynom von einem Operator 7" :
Das Min.Pol.(T) in F[z] ist der eindeutige normierte Erzeuger vom Annihilator-Ideal von T’

Ar:={f e Flz]|f(T) = 0}.

Wir konnen analog m, () definieren, UA.
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Proposition 10.6.
Sei o € K algebraisch tiber F. Es ist [F(«) : F'] = degmg, r(2).

Beweis:
Satz 9.11 impliziert F(«) ~ F[x]/ < mar(z) >, aus Satz 9.8 folgt [F(«) : F'] = degmg r(x). O

Terminologie:
dega/F = degmg p(z) = deg F'(a) [ F.

Der Beweis dieser Bemerkung ist eine UA:

Bemerkung 10.7.
(1) L2K2F,ael, alg [F -« alg /K und es gilt

(2) Mo x(z) teilt my p(z) in K[x], insbesondere
(3) degmq k(x) <degmea r(x). Es gilt ferner

(4) ma,x(z) =maer(z) genau dann, wenn m, q(x) irreduzibel bleibt in K[z].
Wir haben aus (3):

(5) [K(a): K]<[F(a): F]

®{a

-7
Grag {
L8

IV

}k Grag

Wir zeigen nun die Umkehrung von Proposition 10.6.

Proposition 10.8.
Sei € K, so dass [F(«): F] < co. Dann ist « algebraisch iiber F.

Beweis:
Sei [F(«) : F] = n, dann sind F(«) 3 1,a,a?,...,a" linear abhingig iiber F. Also existie-
ren b; € F nicht alle gleich 0, so dass ) b’ = 0. Setze f(x) := Y ba' € F[z];# 0. Dann gilt

1=0

f(a) =0y alg /F. O

Beispiel 10.9.
Die Erweiterung F'(z)/F ist endlich erzeugt (eigentlich ist sie eine einfache Erweiterung), aber
[F(x): F] = oo weil € F(x) transzendent ist {iber F'. Wir sehen also: K/F endlich erzeugt
# K [F endlich.

Korollar 10.10.
K |/F ist endlich = K/F algebraisch.
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Beweis:
Sei a e K. Esist [F(a): F]<[K : F] < 00, also ist « algebraisch iiber F. O
Satz 10.11.

FcKcL Esgilt [L:F]=[L:K][K:F]. (Also insbesondere ist L/F unendlich genau dann,
wenn L/K oder K/F unendlich sind.)

Beweis:
Zunéchst nehmen wir an: [L: K| =m mit {«,...,q,,} Basis fir L/K; [K: F]=
mit {f1,...,5,} Basis fir K/F. Ein Element \ aus L ist also aus der Form \ = Zaiai

mit a; € K. l (+)

Schreibe a; = waﬁ] mit bl] e I (**)
J

~ Einsetzen von (##) in (%) ergibt A =" b;;c5;. (% * %)

4.
Also ist span p{a;0; |i=1,...,m,j=1,...,n} = L. Wir zeigen, dass diese Menge auch F-linear
unabhéngig ist.
Sel also Zbijaiﬁj =0 fiir b;; € F. )
irj

Setze a; := Zbuﬁj € K und schreibe (1), also Zaz&l = 0. Nun ist «; linear unabhéngig iiber
K=a=0 fur alle 7, also Z b;;j3; = 0 fiir alle 1.

Nun ist §; linear unabhanglg iiber F' = b;; = 0 fiir alle j. O

Wir haben gezeigt: [L: F] =00 = [L: K] =00 oder [K: F]=

Sei nun [K : F'] unendlich, dann ist auch [L : F'] unendlich, weil K ein F-Unterraum von L ist.
Sei nun [L : K] = oo, dann ist a fortiori [L : F] = oo (Ay,..., A, sind K linear unabhéngig
- A1,...,As sind F-linear unabhéngig).

Korollar 10.12.
Seien L/K und K/F Korpererweiterungen so dass L/F endlich ist. Es gilt [K : F']|[L: F].

Wir haben bisher gezeigt, dass a algebraisch iiber F' ist < [F(«) : F'] < oo. Wir sind nun in
der Lage dieses fiir F'(aq,...,a,) zu verallgmeinern.

Satz 10.13.
K|/F ist endlich < K/F ist endlich erzeugt von alg /F-Elementen.

Beweis:

“=” Setze [K : F] =n. Sei {ay,...,a,} die F-Basis von K. Jedes «; ist algebraisch iiber F.
AuBlerdem ist K =span p{aq,...,a,} € F(ag,...,a,) € K
und damit ist K = F(aq,...,q,).

“«” Wir bemerken vorab dass fiir o, f € K gilt allgemein: F(«, 3) = F((a)(8) (folgt unmittel-
bar aus der Definition 9.10, UA). Sei K = F'(ay,...,qx). Sei a; algebraisch iiber F' und
degozi =MNy. Setze F' = F(] und F1 = F(](Oél). E+1 = Fi(OéHl), so K = Fk,l(Oék).
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Es ist:
Fz’(%’u)

F(ozm)/ Fk—l(Oék::) =ji

Fiy —1
F

Also [-Fi+1 : E] < Myl Also (Satz 1011) [K : F] = [Fk : Fk—l]"'[Fl : Fo] <Ny ng und
damit ist K/F endlich. O
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In diesem Skript werden wir zundchst wichtige Begriffe (Zerfillungskérper, normale Erweite-
rung, Kompositum) einfiihren und untersuchen. In Abschnitt 13 werden wir die Voraussetzungen
erstellen, um dann algebraische Abschliisse in Skript 12 aufzubauen.

Sei K /F stets eine Korpererweiterung,.

Korollar 11.1.
Seien a,0 # § € K algebraisch iiber F', dann sind a = 3,af,a/5 auch algebraisch iiber F'.

Beweis:
Die Erweiterung F(«, 8)/F ist endlich wegen Satz 10.13. Nun sind « + 8,af8,a/8 € F(a, 5).
Aus Korollar 10.10 folgt nun unsere Behauptung. ]

Korollar 11.2.
Die Menge F:={a € K | o alg [/F'} ist ein Teilkorper von K welcher F' enthiélt.

Definition 11.3.
Dieser Teilkorper F' heifit der relative algebraische Abschluss von F in K.

Beispiel 11.4. .
(1) In der Erweiterung C/Q ist Q:={z € C | z alg /Q} der Kdrper der algebraischen Zahlen.

(2) In der Erweiterung R/Q ist Q" := {r e R | r alg /Q} der Kdrper der reellen algebraischen
Zahlen.

Es giltf@ ¢ C und Q- ¢R (z.B: 7, ee R\Qr). Eigentlich gilt es ferner: [Q: Q] = [Q": Q] = o0,
Q| = |Q7| =®p und |C\ Q| = R~ Q| = 2%0. Siehe UB.

Satz 11.5.
L/K und K|/F = LJF
alg alg alg
Beweis: .
Sei we L und 0 # k(z) := Y a;a’ € K[x] so dass k(o) =0 (*).

Betrachte die folgende K('Zj;g)ererweiterungen:
e F:=Fl(ag,...,a,),F1 S K ,a; alg [F , also folgt aus Satz 10.13 dass [F;: F] < oo .
e Fi(a) S L, alg [F; wegen (*), also folgt aus Satz 10.13 dass [Fi(a): F1] < o0
e Es folgt aus Satz 10.11 dass [Fy(«) : F] = [Fi(«a) : Fi][F1: F] < 0.

Insbesondere folgt nun aus Proposition 10.8 dass Fj(«)/F algebraisch ist, und damit ist «
algebraisch iiber F'. O
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Definition 11.6.
Seien K /K, und K /K, Korpererweiterungen. Der Korper K1 Kj := K1(K5) = Ko(K7) € K heifit
das Kompositum von K1 und Ky in K.

Lemma 11.7.
Seien K/K; und K/K; sowie K /F und K,/F Korpererweiterungen, so dass

{ai,...,a,} eine F-Basis von K; und {f,..., S} eine F-Basis von K, . Es gilt:
spanp{a;f;/i, j} = K1 Ks.

Beweis:

Ohne Einschrinkung o7 = 1 = 1. Bemerke, dass K1 Ky = F(a,...,,01,--.m). Nun ist
spanp{a;5;/i,j} € K1 K5 ein Teilkérper von K welcher F'u{ay,...,a,} U{f1,..., By} enthélt
(UA). Also gilt auch spanp{a;3;/i,j} 2 K1 K> . O

Korollar 11.8.

Seien K /Ky, K[Ky; K1[F, K/ F die Kérpererweiterungen wie in Lemma 11.7, setze [ K, : F'] :=
n,[Ky: F]:=m.Esgilt [(1Ky: F]<nm.

Ferner gilt: [K; K5 : F'] = mn, wenn «; linear unabhéngig {iber K bleiben (oder wenn f3; linear
unabhéngig iiber K bleiben.)

Beweis:

Dass [K1K; : F] < nm, folgt direkt aus dem Lemma 11.7. Wir nehmen an, dass a,...,q,
linear unabhéngig iiber K, sind und wir zeigen, dass die Familie {a;5; | 1 <i<n,1<j <m}
linear unabhéngig iiber F' ist. Seien (v;;);; € F so, dass > VijaiB; = 0. Man kann diese Summe
umschreiben: Y7, (X7 v4;8;) = 0. Fiir alle 7 € {1,... ,n} ist ¥, v4;8; € K3. Nach Annahme

muss dann Y7, v;;3; = 0 gelten fiir alle i € {1,...,n}. Weil ..., 3, linear unabhéngig iiber
F' sind, muss dann v;; = 0 gelten fiir alle 4, j.
(Analog kann man die zweite Aussage beweisen). O

Korollar 11.9.
Seien [K;: F]=n,[Ky: F]=m und ggT (n,m) =1. Es gilt [K,K5: F] = mn.

Beweis:
n | [K1K2 : F]
m | [K1K2 : F]

kgV(n,m) = 7S = mn. Also mn < [K1 K : F] <mn. O

} = kgV(n,m)|[K1K;y: F]
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§ 13 Algebraischer Abschluss

Sei K /F stets eine Korpererweiterung,.

Definition 11.10.
Sei f e Flx],deg(f) > 1. Der Korper K ist ein Zerfillungskorper von f, wenn folgendes gilt:

1. f zerfallt vollstandig in lineare Faktoren in K[x], das heifit ist Produkt von linearen
Faktoren in K[z].

2. Fiir alle Korper L mit F' ¢ L ¢ K zerféllt f in L[z] nicht.

Allgemeiner konnen wir diesen Begriff fiir eine Menge von Polynomen erkléren:

Bemerkung 11.11.
Sei £ ¢ F[z]. Der Korper K ist ein Zerfillungskorper von € wenn folgendes gilt:

1. Jedes f € & mit deg(f) > 1 zerfillt vollstindig in lineare Faktoren in K[z]

2. K wird von den Nullstellen der Polynome in £ erzeugt, also
K=F({aeK|3fe& mit f(a)=0})

Bemerkung 11.12.
Sei f € F[x],deg(f) > 1. Dann ist K Zerfillungskorper von f genau dann, wenn K Zerfallungskorper
von & :={f} ist.

Definition 11.13.
Die Erweiterung K /F' ist normal, wenn K ein Zerfallungskorper einer Menge £ ¢ F[x] ist.

Satz 11.14.
Es gibt einen Zerfallungskorper K/F fiir f(x) tiber F'.

Beweis:

Per Induktion zeigen wir zunichst, dass es eine Korpererweiterung E/F gibt, in der f(z)
vollsténdig zerfallt.

Setze n =deg f(x). n=1,E = F'v' Induktionsanfang n > 1.

Sei p(z) ein irreduzibler Faktor von f(z) in F[z] mit degp > 2 (sonst ist wieder F = F).

Sei a € 1/ F eine Nullstelle von p(z) (s. Satz 9.7), iber E; haben wir also

(*) f(z) = (z - a) fi(z)

fi(z) e Ey[x];deg fi <n—1.

Induktionsannahme fiir f; und E; ergibt eine E//E; und f; zerfillt vollstéindig in E[z]. Nun ist
auch « € E. Also zerfillt f wie in (*) vollsténdig {iber E.
Setze nun K :=N{L/F c L c E; f zerféllt vollstandig in L[x]} O

Proposition 11.15.
Sei deg f =n>1, und K/F ein Zerfallungskorper von f iiber F. Es gilt [K : F'] < n!
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Beweis:

Sei ay € Fi/F, oy ist Nullstelle von f. Dann ist [F} : F] < n und f(x) = (z - aq) f1(x),
fi(x) € F[z], deg f1 < n—1. Wiederholung des Vorgangs ergibt: Sei ay € Fy/F}, as ist Nullstelle
von fi. Dann ist [Fy: Fi]<n—1, und damit [Fy: F]<n(n-1) (wegen Satz 10.11).

Wir verfahren so weiter (UA). O
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In diesem Skript werden wir Abschnitt 13 beenden; unser Endresultat ist Korollar 12.6 wo wir
die Ezistenz und Eindeutigkeit fiir algebraische Abschluss etablieren.

In Satz 11.14 haben wir die Existenz vom Zerfallungskorper gezeigt, nun zeigen wir die Ein-
deutigkeit:

Satz 12.1.

Seien F und F’ Kérper und ¢ : F = F’ eine Isomorphie, f(z) € F[z] mit degf > 1 und
o(f) = f'(z) € F'[x] das Bild von f (nach Anwendung von ¢ auf die f-Koeffiziente). Seien F
Zerfallungskorper fiir f iiber F' und E' ist Zerfallungskorper fiir f/ iiber F".

Dann 148t sich ¢ fortsetzen:

Fl

Beweis:

Sei deg f := n. Beweis per Induktion nach n. Es ist klar dass wenn f iiber F' als Produkt von
linearen Faktoren zerfillt, dann zerféllt ebenfalls f” tiber F* als Produkt von linearen Faktoren
(UA). In diesem Fall £ = F und E’ = F’ und wir setzen o = ¢.

Sei also p(x) ein irreduzibler Faktor von f(x) in F[z] mit degp > 2 und p’ = p(p) der entspre-
chende irreduzibler Faktor von f/(x) in F'[z] (s. Satz 9.14). Sei « € E eine Nullstelle fiir p(z)
und € E’ eine Nullstelle fiir p'(z). Setze F := F(a) und FY := F'(/3).

Aus Satz 9.14. folgt, dass ein oy existiert, so dass

BR——— F
.
F—F

Nun haben wir also den folgenden Ansatz:
o1 - Fl —N> Fll

und f(x) = (z-«)fi(z) iber Fi, mit deg f; <n—1. Bemerke dass E ein Zerfillungskorper von
f1 iiber F} ist: E'2 F} und E enthélt alle Nullstellen von f; ; und fiir L mit £ 2 L 2 F} , ist es
unmoglich, dass L alle Nullstellen von f; enthélt (sonst enthélt L auch o und alle Nullstellen von
f1, also alle Nullstellen von f - Widerspricht Minimalitédt von E als ein Zerfallungskorper von f
tiber F'). Analog ist f'(x) = (x— /) f{(x) iiber F|, deg f{ <n—-1und E’ ist ein Zerféllungskorper
von f{ iiber F}. Also haben wir nun den Ansatz fi, F}, o, mit deg f; <n —1 fiir die Induktion.
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Die Induktionsannahme liefert ein o, so dass

E - E’

J

F 1 Fi
Also

E - E’

Fy 1 Fi

) — F

Korollar 12.2.
Ein Zerfillungskorper von f € F[x] iiber F ist bis Isomorphie auf F' eindeutig.

Beweis:
Seien K und K’ Zerfallungskoérper von f iiber F'. Wegen Satz 12.1 gilt:

K—= K’
U
mit o|F = Id FLF

Definition 12.3.

a) F/F ist ein algebraischer Abschluss von F', falls
F[F is lgeb her Abschl F, fall
(a) F/F algebraisch ist;

(b) jedes f(x) € F[z] mit deg f > 1 zerfillt vollstéindig als Produkt von linearen Faktoren

iber F.

(b) K heifit algebraisch abgeschlossen, falls jedes f e K[z] mit deg f > 1 eine Nullstelle in K

hat.

Bemerkung 12.4.

K ist algebraisch abgeschlossen < jedes f € K[z] mit deg f > 1 zerféllt vollsténdig in linearen

Faktoren iiber K < K = K.

Proposition 12.5. B
Sei F' ein algebraischer Abschluss von F'. Dann ist F' algebraisch abgeschlossen.
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Beweis:

Sei f(z) € F(x) deg f> 1, aist Nullstelle von f(z) (in irgend einer Korpererweiterung K /F | s.
Satz 9.7). Dann ist F'(a)/F algebraisch und F'/F algebraisch. Also ist auch F'(«)/F algebraisch
(s. Satz 11.5) und damit ist auch «/F algebraisch.

Sei Mg, das Minimalpolynom von o/ F, dann zerfillt mg, g in F[z] und hat (z—a) als linearen
Faktor. Es folgt a € F. O

Sei F' ein beliebiger Korper. Wir zeigen nun:
Hauptsatz
Es gibt eine algebraische abgeschlossene Korpererweiterung von F'.

Beweis:
Setze F' = Ky. Wir definieren per Induktion nach n € Ny eine ansteigende Folge

Kyc-cK;CKjC

von der Korpererweiterung, so dass jedes Polynom f e K;_i[z] mit degf > 1 eine Nullstel-
le in K; hat. Dann setzen wir K := UK. Dann ist K/F eine Korpererweiterung,und wenn
f(z) € K[z] (deg f > 1), dann existiert ein j mit f(x) € K;[x] und f hat eine Nullstelle in
K1 € K. Also ist K algebraisch abgeschlossen.

Und nun zur Induktion:
Fiir f(z) € F[z](deg f 2 1) sei x; eine neue Variable. Betrachte F[--,zy,--] (Polynomring in
der Variablen z ¢ ; siche UB) und das Ideal I :=<{f(z¢); f € F[z]} >.

Behauptung:
I ist echt. Sonst ist

1= glf1(l'f1) + o +gnfn(xfn)(*)

mit g; € F[---,xy,-]. Schreibe x; := xy, fiir ¢ = 1,...,n und selen ,41,...,2,, alle anderen
Variablen, die unter den g;’s noch vorkommen. Also ist

L=gi(z1,...,zn) fi(zr) + -+ gu(T1, .o, T) fr(@0) (%)

eine polynomiale Gleichung.

Sei F'|F eine Korpererweiterung mit a; € F’, Nullstelle fiir f;(z). Durch Einsetzen von «; fiir
z;mit ¢=1,...,nund O fiir z; mit j =n-1,...,m in (%) muss es immer noch eine Gleichung
ergeben, die nun im Korper F' gelten muss, das heifit 1 =0 in F” - Widerspruch.

I ist echt. Per ZL, sei M maximal. M < F[---,x¢,---] und I € M. Setze Ky := F[---,zy,-]/ M.
Ki/Ky und f € Ko[z] hat eine Nullstelle in K7, weil f(Zy7) = f(zy) =0 (da f(zy) € I).
Wiederhole mit K;/K;_; und setze K = K wie schon erwéhnt. O

Korollar 12.6.

Existenz:: Sei K algebraisch abgeschlossen und F' ¢ K. Dann ist der relative algebraische Ab-
schluss von F' in K ein algebraischer Abschluss von F'.

Eindeutigkeit: (siche UB)

Ein algebraischer Abschluss von F' ist bis auf Isomorphie eindeutig.

Beweis:

Per Definition ist F'/F algebraisch. Sei f(x) € F[z] (deg f > 1), da K algebraisch abgeschlossen
ist, K[z]> f(x) zerfillt vollstandig in lineare Faktoren (z —a) in K[x]. Aber « ist algebraisch
tiber F' und a € K, also a € F'. Also zerfdllt f(x) in F[z]. O
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In diesem Skript werden wir Kapitel 2 beenden. Im Abschnitt 14 werden wir LA II Skript 4
erginzen, indem wir die Vielfachheit der Nullstellen in einem Grundkorper F (Char(F) = 0
oder Char(F') = p) untersuchen.

§14: Separable und inseparable Korpererweiterung

Definition 13.1.
Sei f(x) € Flz], mit f(x) = apx™+--+ag, deg f > 1, und sei K/F ein Zerféllungskorper fiir f.
Dann ist
f(@) = (@ —a1)" (x - ag)™(z — o)™
in K[z];mit n;>1, oy # a; fiir i # 5.
e n,; ist die Vielfachheit der Nullstelle «.
e «; ist eine mehrfache Nullstelle, wenn n; > 1, sonst ist

e «; eine einfache Nullstelle.

Definition 13.2. Sei f(z) € F[z] mit deg f>1.
(1) f ist separabel, wenn es nur einfache Nullstellen hat.

(2) f nicht separabel heiit inseparabel.

Definition 13.3. Sei f(x) = a 2" + -+ ag € F[z], die Ableitung D f von f ist
Df(x)=D(a,z™+ -+ ag) =na,z™ '+ +ay € Flz].
D: F[z] - F|x] ist Ableitungsoperator und erfiillt die Produktregel

Dfg=gDf + fDg.
Bemerkung 13.4.
Sei f(z) e Flx] mit deg f=n>1.
1. Df =0 oder deg Df < deg f gilt immer.

2. Sei Char F' =0, dann ist Df # 0, weil zum Beispiel na, # 0, fiir den Hauptkoeffizient
a, #0 von f.

3. Sei p eine Primzahl und Char F' = p. Betrachte f(z) = 2P € F[x]. Dann ist deg f(z) > 1,
jedoch ist Df(z) = pxP~1 = 0.

Proposition 13.5.
Sei f(x) € F[z] mit deg f > 1. Eine Nullstelle «v fiir f(z) ist eine mehrfache Nullstelle genau
dann, wenn « auch eine Nullstelle fiir D f(x) ist. Das heift,

{x;x ist eine mehrfache Nullstelle von f} = {z;z ist eine gemeinsame Nullstelle von f und Df}.
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Beweis:
“=" Sei a eine mehrfache Nullstelle. Schreibe f(x) = (z — a)"g(z) mit n > 2.
Berechne Df(z) =n(z-a)"tg(x)+(z—a)"Dg(x); n-1>1 = « ist Nullstelle von D f(x).

“<” Sei a eine gemeinsame Nullstelle von f(z) und Df(z).

Schreibe f(z) = (z — a)h(x). (%)
Also ist Df(x) = h(x) + (x — a)Dh(x). Beim Einsetzen von « fiir z, ergibt das h(a) = 0.
Zuriick in (%) ergibt es f(x) = (x — a)?hi(z). o

Bemerkung 13.6. Sei f(z) € F[x] mit deg f > 1;« eine Nullstelle, und m, r € F[z] das
minimal Polynom. Dann ist o auch Nullstelle von D f(x) < mar [ Df(x).

Lemma 13.7.
Die gemeinsamen Nullstellen von f und D f sind die Nullstellen von ggT (f, Df).

Beweis:
“<=" q ist Nullstelle von ggT (f, Df) — « ist Nullstelle von f und Df. Ist klar, UA.

“=” Sei a eine Nullstelle von f und Df. Damgp/fund mop/Df, mar/ ggT (f, Df) auch.
Da a Nullstelle von m,, ¢ ist, folgt nun « ist Nullstelle von ggT (f, Df). |

Korollar 13.8.
Sei f € F[x] mit deg f > 1 ein normiertes Polynom. Dann ist f separabel genau dann, wenn

geT (f,Df)=1.

Beweis:
“«<" Folgt aus Proposition 13.5 und Lemma 13.7.

“=7 [ separabel = f hat keine gemeinsame Nullstelle mit D f (s. Proposition 13.5)
= ggT (f,Df) =1 (UA). O

Korollar 13.9.
Sei f(x) mit deg f > 1 ein irreduzibles Polynom. Es gilt: f ist inseparabel genau dann, wenn
Df=0.

Beweis:
« ist eine mehrfache Nullstelle von f < m, g ist gT von f und Df (s. Bemerkung 13.6). Nun
f irreduzibel = degmg, p = deg f. Also mqp / Df < Df =0 (s. Bemerkung 13.4 (1)). O

Beispiel 13.10.

(1) Sei f(z)=ar" —xeFy[x].
Berechne Df(z) = praP"1 -1=-1.
D f hat gar keine Nullstelle, also ist f separabel.

(2) Sei F' so dass Char F' =0 oder Char F':=p + n. Sei f(x) = a2"-1, berechne D f(z) = nz"!.
Dann ist Df # 0 und hat 0 als einzige Nullstelle, 0 ist aber keine Nullstelle von f, also ist
f separabel und die Gleichung ™ — 1 = 0 hat n paarweise verschiedene Nullstellen. Diese
Nullstellen heiflen die nte Einheitswurzel.

(3) Seinun F so dass Char F' = p|n. Fir f(x) =2"-1, Df(z) =nz™ ! =0 = f ist inseparabel.
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Korollar 13.11.
Sei Char F'=0, und f e F[z] mit deg f > 1.

1. Wenn f irreduzibel, dann ist f separable.

2. Allgemeiner gilt: f(x) ist separabel genau dann, wenn die Primfaktorisierung von f in
F[z] diese Gestalt hat:

f=cIlE, pi(x); 04 ceF, p; e F[2] sind irreduzibel und normiert, und p; Fp;furi#j.

Beweis:

1. f#0= Df #0 (weil Char F =0).

2. “<” Wegen Eindeutigkeit des minimal Polynoms, kénnen verschiedene irreduzible, nor-
mierte Polynome in F'[x] keine gemeinsame Nullstelle in K" haben (UA). In der Primfak-
torisierung

k
fchpi(f) pi?épj

haben auBlerdem keiner der Faktoren eine mehrfache Nullstelle (folgt aus 1.). Also hat f
keine mehrfache Nullstelle, f ist separabel.

“=7": Analog (UA). O

Beispiel 13.12. )
f=a2—teFy(t)[x]. fist irreduzibel, weil /1 ¢ Fao(t) (UA).
Df =0, also ist f irreduzibel, aber inseparabel.

Bemerkung 13.13.
Sei Char F'=p>0; ge F[x],degg>1. Setze f(x):=g(aP), schreibe

f(@) = ym (@) + -+ maf +y0 (%)

Dann ist Df(z) =0 und f ist inseparabel.
Umgekehrt: f(z) € Flz](deg f > 1) mit Df = 0 muss die Gestalt (*) haben, i.e. f(z) = g(z?)
mit g(x) € F[z]. (UA).

Proposition 13.14. Sei Char F' =p > 0.
Es gelten (a+b)P = aP+10bP fir alle a,be F
(ab)p = aPbr
und p:F - F
a > a?
ist ein injektiver Korper-Homomorphismus (Frobenius).

Beweis: (UB).

Korollar 13.15.
F ist endlich = ¢ :F > F
a v a?
ist auch surjektiv, also ein Automorphismus. Das heifit F = FP := {aP;a € F}.

Beweis:
[F ist endlich, also endlich dimensional iiber den Primkérper F, und kann also nicht isomorph
sein zu einem echten Unterraum (vgl. LA I Skript 13). O
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Korollar 13.11. gilt also auch fiir endliche Korper.
Proposition 13.16. Sei F ein endlicher Korper.
1. Jedes irreduzible Polynom f € F[x] (deg f > 1) ist separabel.

2. Ein Polynom f(z) € F[z] (deg f > 1) ist separabel < die Primfaktorisierung von f in
F[z] diese Gestalt hat:

f = Il pi(x); 04 ceF, p;e Fz] sind irreduzibel und normiert, und p; # p; fiir i # j .

Beweis:
(1) Sei Char F:=p>0, f e F[z](deg f > 1), f irreduzibel.

e f inseparabel < Df =0 < f(x) = g(«P). Berechne:

f(x)=g(zP) = ap(zP)™ +-+ a12P + ag
= bfn(,fm)p oot bllij_Fbg
= (bpx™)P 4+ (biz)P + b
= (bpx™ -+ b +by)?
Widerspruch.
(2) Analog zum Beweis vom Korollar 13.11. (UA). O

Bemerkung 13.17.
Im Beweis von Proposition 13.16 haben wir die wichtige Eingenschaft F? = F benutzt (s.Korollar
13.15).

Definition 13.18.
Ein Korper F' heifit perfekt, falls Char F' =0 oder Char F'=p >0 und F = FP.

Bemerkung 13.19.
Proposition 13.16. gilt allgemeiner fiir F' perfekt (anstatt F endlich).

Beweis: (UB).



