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Kurze Einleitung:

Fiir die Vorlesung Algebra 1 (B3) haben wir vier Kapitel vorgesehen. Das erste Teil besteht
aus Kapitel 1 (Ringe) und Kapitel 2 (Kérpererweiterungen), das zweite Teil aus Kapitel 3
(Gruppen) und Kapitel 4 (Einfihrung in die Galoistheorie). In der B4 Vorlesung (Algebra 2
und algebraische Zahlentheorie) werden wir unser Studium von Galois Erweiterungen fortsetzen
und vertiefen. Das Vorlesungskalender ist zur Orientierung, und enthdlt eine voraussichtliche
Themenplanung.

Kapitel 1

RINGE

In diesem Kapitel werden wir folgende Ringe und Ringkonstruktionen untersuchen (im Stich-
wort): Faktorringe, Ringe von Brichen, Lokalisierungen, Euklidische Ringe, Hauptideal Ringe,
Faktorielle Ringe, Polynomringe.

In Skript 1, werden wir zundchst einige Begriffe (die wir schon in Lineare Algebra 1 und 2
gesehen haben) in Erinnerung bringen. Danach werden wir Faktorringe einfiihren.

§ 1 Erinnerungen

Definition 1.1.
Ein Tripel (R, +,-) ist ein Ring, falls R ist eine nichtleere Menge und +,- sind Verkniipfungen
auf R so dass: :

e (R,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 € R
e Die Verkniipfung - ist assoziativ

e die Distributivitéitsgesetze gelten:

Links: - (y+2)=(z-y) + (z-2) Vx,y,z € R und

Rechts: (y+2)-x=(y-x)+ (2 -2) Vx,y,z€ R

Definition 1.2.

Ein Ring (R, +,-) ist

(i) kommutativ falls Ve,ye R:x-y=y-x.

(ii) Ein Ring mit Fins wenn es existiert 1€ R (140) sodass Ve R:x-1=1-x=x.
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In dieser Vorlesung werden wir kommutative Ringe studieren.

Definition 1.3. Sei R ein kommutativer Ring mit 1.
(1) a#0;a¢€ R ist ein Nullteiler, wenn es b # 0;b € R gibt mit ab = 0.
(2) R ist ein Integerring oder Integrititsbereich, wenn er keine Nullteiler hat.
(3) uwe R ist eine Einheit, wenn es ein v € R gibt mit uv = 1.

Notation: R* := Menge der Einheiten von R.

Die folgende Begriffe und Beipiele haben wir in LA I und/oder II schon studiert, wir wiederholen
die Aussagen, jedoch nicht die Beweise.

Proposition 1.4.
R* ist eine multiplikative Gruppe.

Beispiel 1.5.
Wir bezeichnen ZX mit U(n)

Es gilt: a € U(n) < ggT (a,n) = 1.
Die Euler p-Funktion ¢ : N - N wird so definiert: ¢(n) :=| U(n) |.

Siehe Ubungsblatt fiir eine ausfiihrliche Ausarbeitung der Eigenschaften von ¢:
(1) @(p¥) =p¥ —pv~! fiir p Primzahl und v e N

(2) ¢ ist eine multiplikative arithmetische Funktion i.e. p(ab) = ¢(a)p(b),
wenn ggT (a,b) = 1.

Definition 1.6.
(1) ScRistein Teilring, wenn S # @;a,be S=a-beSund abe S.

(2) Seien R, S kommutative Ringe (mit 1z und 1g).
Eine Abbildung ¢ : R - S ist ein Ringhomomorphismus, wenn

©(1r) = 1s5,9(a +b) = p(a) +¢(b),p(ab) = p(a)p(b).

(3) Ein Ringisomorphismus ist ein bijektiver Ringhomomorphismus.
Notation: ¢ : R~ S oder R £ S oder R~ 5.

Notation:
ker ¢ :={z € R;p(x) =0}
im ¢ :={y €S;3x e R mit p(z) =y} := p(R).

Bemerkung 1.7.
Sei ¢ ein Homomorphismus: ¢ ist injektiv <> ker ¢ = {0}.
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Beispiel 1.8.

SeineN
a € 7;a = Rest nach Division durch n.
w: L - Iy
a = a

ist ein Ringhomomorphismus mit ker ¢ = {nz/z € Z} := nZ

Definition 1.9.
Ein Teilring I € R ist ein Ideal, wenn aus r € R und x € I folgt: rx € I.
Notation: [ < R

Beispiel 1.10.
I=R und I={0}

Terminologie:
I'<Rund I # R heifit echtes Ideal.
I <R und I # {0} heiit nicht triviales Ideal.

Proposition 1.11.
Sei ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus. Es gelten:

(1) im ¢ ist ein Teilring von S.

(2) ker g ist ein Ideal von R.

Beweis: UA.

§ 2 Faktorringe

Sei I <« R. Wir definieren eine bindre Relation auf R wie folgt:
Ve,ye R:x ~y mod I genau dann, wenn x —y € /.

Diese ist eine Aquivalenzrelation (siehe Ubungsblatt).

Notation: )
(i) Fiir € R bezeichnen wir mit x + I die Aquivalenzklasse [z] von z.
(ii) Wir bezeichnen R/I :={z + 1 | z € R} die Menge der Nebenklassen von R modulo I.

Proposition 1.12.

R/I ist ein Ring mit den Ringoperationen
(r+I)+(s+1):=(r+s)+1I und
(r+1)-(s+I):=(rs)+1

fiir alle r,s € R.

Beweis: siche Ubungsblatt.

Definition 1.13.
R/I ist der Faktorring “R modulo I”.
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Satz 1.14. (Isomorphiesatz fiir Ringe)

(1) Sei ¢: R— S ein Ringhomomorphismus. Es gilt R /kerp ~ im .
(2) Umgekehrt: Ist I < R, dann ist die kanonische Projektion
m: R - R/I
r = r+l
ein surjektiver Ringhomomorphismus mit kerm = I.

Also sind die Ideale genau die Kerne von Ringhomomorphismen.

Beweis:
Setze I :=ker . Wir priifen unmittelbar dass die Abbildung

o: R/I - o(R)
r+1 — o)

wohldefiniert ist, d.h. x + I = y + I impliziert ¢(x) = p(y).
Es ist auBerdem klar, dass ® surjektiv und ein Ringhomomorphismus ist (UA).

Wir berechnen nun ker ®:
P(r+1)=0<=¢p(r)=0<=zeckerp=rel<>r+I1=0+1;
somit ist ker ® = {0+ '} (das Nullelement der Faktorring R/T).

Es folgt aus Bemerkung 1.7 dass die Abbildung auch injektiv, und damit ein Isomorphismus.

Der Beweis von (2) ist analog. Siehe Ubungsblatt. 0

Beispiel 1.15.
Betrachte die Abbildung in Beispiel 1.8:
o: 4 - Iy
a = a
ist ein Ringhomomorphismus mit ker ¢ = {nz/z € Z} := nZ

Es folgt nun aus Satz 1.14 dass Z/nZ ~ Z,

Korollar 1.16.
Sei I <« R,J < R mit I ¢J (insbesondere I < J). Dann ist J/I < R/I und (R/I)/(J]I)~ R/J.

Beweis:
Die Abbildung
o: R/I —» R/J
z+1 » x+J
ist ein surjektiver Ringhomomorphismus mit ker ® = J/I. Die Behauptung folgt nun aus Satz
1.14. O
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In diesem Skript werden wir zundchst eine wichtige Anwendung vom Isomorphiesatz ableiten;
in Korollar 2.1 werden die Ideale von einem Faktorring charakterisieren. Dann werden wir ver-
schiedene allgemeine Idealkonstruktionen einfihren (beziehungsweise in Erinnerung bringen).
Wir werden bei der Gelegenheit das Lemma von Zorn kennenlernen.

Notation:
x + I wird in dieser Vorlesung auch als = geschrieben .

Korollar 2.1.
Sei R ein kommutativer Ring und I < R. Sei T :={Ac R;I c A< R} die Menge der Teilringe
von R die I enthalten und 7; die Menge der Teilringe von R/I. Es gelten fiir Ae T :

1. I<A,
2. Die Abbildung A AlI

ist eine bijektive, Inklusionserhaltende Korrespondenz zwischen 7 und 7Tz,

3. A< R genau dann, wenn A/l < R/I.

Bewei“s:
Siehe Ubungsblatt. O

Definition 2.2.
Sei A ¢ R eine beliebige Teilmenge. Das von A erzeugte Ideal, mit < A > bezeichnet, ist das
kleinste Ideal, das A enthélt.

Die folgende Aussage ist als UA zu priifen:

Bemerkung 2.3.

1. <@ >={0}.
2. <A>=gacsary J (der Durchschnitt aller Ideale, die A enthalten).
3. <A>={>" ra;;neN, r;e R a;€A}

(die Menge aller endlichen R-Linearkombinationen aus Elementen von A).
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Konvention: Wenn A = {ay,...,q;} endlich ist, so schreiben wir einfach < ay,...,qa; >.

Definition 2.4.
Sei a € R, <a>={ra;r € R} heifit Hauptideal, das von a erzeugt ist.

Beispiel 2.5.
<1>=Rund <0>={0}.

Proposition 2.6.
Seien R ein kommutativer Ring mit 1, und I < R. Es gelten:
(1) I =R genau dann, wenn I N R* # &

(2) R ist ein Korper genau dann, wenn die einzigen Ideal R und {0} sind.

Beweis:

(1) “=7 trivial
“<” yel Einheit = wluel = 1€l

T
eR = rlelVreR

(2) “=7 Sei I #{0} und w e I;u # 0. Dann ist u eine Einheit und somit I = R.

13 b

<" Seixe R,x#0. Dann ist < x >= R, d.h. 1 e< x >, also existiert ein r € R mit rz = 1,

also r = 71 O

Korollar 2.7.
Sei R ein Korper, S ein Ring und ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus. Ist ¢ # 0, dann ist ¢
injektiv.

Beweis:
Proposition 1.11(2) liefert dass ker¢ <« R. Da kerp # R ist, folgt aus Proposition 2.6 dass
ker o = {0}. Also ist ¢ injektiv (Bemerkung 1.7). O

Definition 2.8.
M < R ist maximal, wenn

(i) M # R (M ist echt).
(i1) Ist I« Rmit M cIcR,
dann gilt: I = M oder I = R (i.e. es gibt keine weiteren Ideale strikt zwischen M und R).

Proposition 2.9.
Jedes echte Ideal ist in einem Maximalideal enthalten.
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Um Proposition 2.9 zu beweisen, brauchen wir Zorn’s Lemma.

Exkurs Partielle Ordnung
Sei A # @ eine Menge. Eine partielle Ordnung auf A ist eine Relation < auf A
mit den Eigenschaften:

(1) x <z fir alle z € A.

(2) Aus z <y und y <z folgt z =y fiir alle x,y € A.
(3) Aus z <y und y < z folgt x < z fiir alle x,y, z,€ A.
(4) <ist total falls x <y oder y < z fiir alle x,y € A.

Definition

(i) Sei (A, <) eine partielle Ordnung und B ¢ A. Ein Element a € A heifit
obere Schranke fiir B in A, falls b < a fiir alle be B.

(i1) m € A heiit mazimal, wenn gilt: m < x = m = z fiir alle x € A.

Zorn’s Lemma

Sei A # @ eine partielle Ordnung mit der Eigenschaft: Jede total angeordnete
Teilmenge B ¢ A hat eine obere Schranke in A. Dann hat A ein maximales
Element.

Ende Exkurs.

Beweis von Proposition 2.9:

Sei I <« R, I ¢ R. Betrachte

S := die Menge aller echten Ideale von R, die I enthalten.

IeS soS+a.

S ist partiell geordnet durch Mengeninklusion. Wir behaupten, dass jede total geordnete Teil-
menge von S eine obere Schranke in S hat. Sei also £ € S' eine solche. Setze

J:=JC
ce&

J ist Ideal: 0 € J. Seien a,b € J, existieren Cy,C5 € £ mit a € Cy und b € Cs.
Nun gilt Cy € Cy oder Cy € C (weil € total geordnet ist).
In jedem Fall ist a+be J (weil a+be Cy oder a+be Cy).
Analog zeigt man: ae Jund re R=rac J.
Nun zeigen wir: J ¢ R, sonst 1 € J, also 1 € C' fiir ein geeignetes C' € £ - Widerspruch, weil C € £
echt sein muss.

Anwendung von Zorn’s Lemma ergibt:
S hat maximale Elmente. Wenn M ein solches ist, dann ist klar, dass M ein maximales Ideal
ist, welches I enthélt, wie behauptet. O
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In diesem Skript werden wir Primideale und Mazimalideale niher untersuchen. Danach werden
wir Produktringe einfiihren. In diesem Zusammenhang werden wir den Chinesischer Reste-Satz
aussagen und beweisen. Damit wird § 2 beendet. In § 3 fiihren wir Bruchringe ein.

Proposition 3.1.
M < R ist maximal genau dann, wenn R/M ein Korper ist.

Beweis:
M ist maximal, genau dann, wenn M ¢ R und es keine Ideale A gibt mit
MgAgR
d.h. genau dann, wenn R/M nur M /M ={0} und R/M als Ideale hat. Nun Proposition 2.6(2)
anwenden. O

Beispiel 3.2.
nZ < 7Z ist maximal genau dann, wenn Z/nZ = 7Z,, ein Korper ist, genau dann, wenn n = p eine
Primzahl ist (Lineare Algebra I, 3. Vorlesung).

Definition 3.3.
P < R ist ein Primideal, wenn

(1) P echt ist,i.e. P g R.
(2) Fiir alle a,b,e€ R: Aus ab e P folgt a € P oder be P.

Beispiel 3.4.
{0} # pZ < Z ist Primideal genau dann, wenn p eine Primzahl ist.

Proposition 3.5.
P < R ist Primideal genau dann, wenn R/P ein Integritéitsbereich ist.

Beweis:

Per Definition von R/P gilt fiir a,b € R : ab = @b, und @ = 0 genau dann, wenn a € P . Dies
bedeutet wiederum: P Primideal genau dann, wenn [ab = @b = 0 = @ = 0 oder b = 0] genau
dann, wenn R/P integer ist. O

Aus Proposition 3.1 und 3.5 folgt nun:

Korollar 3.6.
Jedes maximale Ideal ist Primideal.
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Definition 3.7.
(1) Seien R,S Ringe. Wir definieren Ringoperationen auf R x S (koordinatenweise).

(7“1,31) + (7“2752) = (7"1+7“2>51+S2) ..
(r.s1) x (rasy) = (F179, $152) fiir alle 71,79 € R und sy, 89 € .S

R xS heifit Ringprodukt.

(2) Seien A, B <« R, setze: A+ B:={a+bjac A,be B}. A, B sind teilerfremd, wenn A+ B = R

Konvention: In der Bezeichnung 7 fiir ein Element aus R/I, werden wir zur Erleichterung der
Notation das Symbol ~ unterbinden, wann immer der Kontext klar ist.

Satz 3.8. (Chinesischer Reste-Satz)
Seien R ein kommutativer Ring mit 1 und Ay, ..., A; < R. Die Abbildung

p: R - 5, (R/A;)
r o (r+Ay,....,r+A)

k
ist ein Ringhomomorphismus mit ker ¢ = () A;.
i=1

Wenn A;, A; teilerfremd sind fiir alle ¢ # j, dann ist ¢ surjektiv. In diesem Fall gilt also:

mﬁm:gmm»

Beweis:

Ohne Einschrankung k& = 2 (UA). Priife, fiir 71,79 € R ob @(r; +13) z o(r1) + @(r2). Wir
berechnen: o(ri+19) = ((r1+72) + A1, (11 + 1) + Ap)

((ri+ A+ (r2+ Ay), (11 + Az) + (12 + Ag))
(Tl+A1,T1+A2)+(7’2+A1,7‘2+A2)
@(r1) +p(rs) -

Analog berechnet man ¢(r;73) (UA). Also ist ¢ ein Ringhomomorphismus. Wir berechnen:

{reR;o(r)=0}
{reR;o(r)=(A1,A2)}
{reR;reA; und r e Ay}.

ker ¢

Sei nun A; + A = R. Es existieren also x € Ay und y € Ay mit x +y = 1.
Es folgt: x = 1€ Ay und y — 1€ Ay, und somit ¢(z) = (0,1) und ¢(y) = (1,0).

Sei nun (r; + Ay, 79+ Ag) € RJ/A; x R| Ay beliebig. Setze r := rox + 11y und berechne:

@(rox +11Y)

p(r2)e(x) +¢(r)e(y)

(7"2 + Al,TQ + AQ)(O, 1) + (T’l + Al,rl + AQ)(l,O)
(O,TQ +A2) + (Tl + Al,O)

(7“1 +A1,T‘2+A2).

o(r)

Also ist ¢ surjektiv.
Die letzte Aussage folgt aus Isomorphiesatz. O
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§ 3 Bruchringe

Definition 3.9.
Seien R ein kommutativer Ring mit 1 und D ¢ R. D ist multiplikativ, falls 1 € D und st € D
fiir alle s,t € D.

Beispiel 3.10.
(i) D =R~
(i1) D = R\P mit P < R Prim.

Konstruktion:
Sei D c R eine multiplikative Untermenge, ohne Nullteiler, und so dass 0 ¢ D . (*)

Definiere eine Relation ~ auf R x D:

(r,d) ~(r',d") < rd =dr".

~ ist Aquivalenzrelation, wir zeigen z.B. die Transitivitét:

(r,d) ~ (s,e) re — sd = 0| xf

wd  (s.e) ~ (L) |7 sf - te = 0 xa P/ id)e=0

Auflerdem ist e ist kein Nullteiler und e # 0. Also muss rf —td = 0 sein und damit rf = td. Also
(ryd) ~ (&, f) -

Notation: )
Schreibe 7 := [(r,d)] (die Aquivalenzklasse von (r,d)) und setze D™'R := die Menge der
Aquivalenzklassen.

Wir Versehen D~!R mit den folgenden Verkniipfungen:

71 9 Tldg + T‘le r Ty IS
= und =

A dy T ddy d dy dydy

Im Skript 4 werden wir zeigen dass DR ein Ring ist, und werden seine Figenschaften weiter
untersuchen.
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In diesem Skript beweisen wir (wie angekiindigt am Ende vom Skript 3) Satz 4.2, und liefern
wichtige Beispiele. Im Abschnitt 4 untersuchen wir Polynomringe tiber Ringe; siehe Satz 4.8.
Wir beenden mit dem wichtigem Besipiel 4.11.

Definition 4.1. Ein injektiver Ringhomomorphismus heifit eine Einbettung.

Ansatz:
R kommutativer Ring mit 1, D ¢ R multiplikative Untermenge ohne Nullteiler, 0 ¢ D . (*)

Satz 4.2.
D7'R ist ein kommutativer Ring mit Eins. Die Abbildung
i: R - DR

T T
definiert eine Einbettung mit i(D) < (D-'R)*.

Beweis:
Wir zeigen, dass die Addition wohldefiniert ist.

Seien also ¢ = ‘l’;—,' ,und § = g—,. Wir miissen zeigen dass: % = %
Wir priifen:
- wd -4
U U
ab =a’b cd =c'd
(ad+bco)(b'd) % (a'd +b'¢')(bd)
berechne und vergleiche
I [
ab'dd’ + c:d’bb’ = a'bdd’ + ¢'dbl’

Also gilt die Gleichung.

Analog zeigen Sie dass die Multiplikation wohldefiniert ist, dass die Ringaxiome fiir DR gelten,
das Nullelement 2 und Einselement 1 sind (UA).

Priifen Sie dass die Abbildung 4 ein Ringhomomorphismus ist (UA). Per Definition von 4 gilt:
i(r)=0< =%« r=0. Also ist 7 injektiv.

Fiir de D ist i(d) = ¢ und damit i(d)' =3 . O
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Konvention: Wir identifizieren R mit i(R) (i.e. r mit ¢ fiir alle 7 € R). Somit wird R mit dem
Teilring i(R) von DR identifiziert.

Definition 4.3.
DR ist der Ring von Briichen von R beziiglich D.

Satz 4.4.

Jeder Integritétsbereich ldsst sich in einen Korper einbetten.

Beweis:

Wenn R integer ist, dann erfiillt D = R\{0} die Bedingung (). Dann ist D'R ein Korper
(wenn 0 # % dann ist r # 0 und (%)~ = 9). O

Notation: Wenn R integer ist und D = R\{0} bezeichnen wir den Kérper D-! R mit Quot (R).

Korollar 4.5.
Der Ring R 148t sich in einen Korper einbetten genau dann, wenn er integer ist.

Beispiel 4.6.
Quot (Z) = Q

Definition 4.7.
P ist ein Primideal; D = R\ P.
Rp := D7'R bezeichnet die Lokalisierung von R nach P.

§ 4 Polynomringe iiber Ringe

Erinnerung:

e R[x]:={p(z) ; p(x) Polynom iiber R}
p(x) = apx™ + ap 2"+ + a,x + ag

0+#a, = Leitkoeffizient

TLENO degp - n

e R c R[z] als Teilring der konstanten Polynome (i.e. Polynome p mit degp = 0).

e Addition: Koordinatenweise (koeffizientenweise)

o Multiplikation: wenn p(z) = Y a;z?  und  ¢(z) = ¥ bjad,

so ist der Koeffizient von z* im Produkt p(z)q(z) gleich ¥F, a;by;.

e Wir beantworten nun die Frage: Wann ist a,b,, Leitkoeffizient vom Produkt p(z)q(z)?
Siehe dazu den Beweis vom Satz 4.8.

Satz 4.8.
R ist integer genau dann, wenn R[z] integer ist.

Beweis
“«<" Fin Teilring von einem Integrititsbereich ist integer.

“=” Sei a, # 0 und b, # 0 fiir p(z) = a,2™+--+a, und q(z) = bpx™ +-+-+b,, dann ist a,b,, # 0,
weil R integer ist (und damit ist auch degp(z)q(z) = n+m). Insbesondere ist p(x)q(x)
nicht das Nullpolynom. O
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Definition 4.9.
Sei K ein Kérper. Dann ist Quot (K[x]) := K(x) der rationale Funtkionenkérper einer Varia-
blen iber K .

Bemerkung 4.10.
Sei R ein Ring. Betrachte die Abbildung
evg: R[z] -» R
p(x) +~ p(0) = der konstante Term von p(x).

Dann ist evy ein surjektiver Ringhomomorphismus (UA). Wir berechnen:
kerevy =<z >={z f(z); f(z) € R[x]}
(das Ideal der Polynome mit konstantem Term gleich Null).

Es folgt aus Isomorphiesatz dass R[x]/ < x >~ R.

Beispiel 4.11. Sei nun R =7, so ist Z[x]/ < x >~ Z.

Wir sehen also (siehe Proposition 3.1 und 3.5): < x > ist ein Primideal in Z[z], aber ist nicht
maximal.
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In diesem Skript werden wir einige Begriffe (die wir schon in der LA I fir den Ring Z und in der
LA II fiir den Ring K[z] kennengelernt hatten) allgemeiner fiir kommutative Ringe einfiihren.
Wir werden im Abschnitt 6 Ringe erhalten, die einen Divisionsalgorithmus und Euklidische Al-
gorithmus (zum Berechnen von ggT') besitzen. Im Abschnitt 7 werden wir eine strikt griofiere
Klasse studieren.

§ 5 Teilbarkeit
Sei R stets ein kommutativer Ring mit Eins.

Definition 5.1.
Seien a,be R;b#0
(i) b teilt a, wenn ein z € R existiert mit a = bz. (Bezeichnung: b|a)
(i1) de R ist ein gemeinsamer Teiler von a und b (Bezeichnung: gT von a,b) falls d|a und d|b

(i7i) de R ist ein ggT von a und b, falls
(a) dist ein gT von a und b, und fiir alle d’' € R gilt:
(b) d’la und d'|b impliziert d'|d.

Bemerkung 5.2.

(i) bla genau dann, wenn a €< b > (genau dann, wenn < a >C< b >)
(i1) dist gT von a,b genau dann, wenn < a,b >c< d >
(i71) dist ggT von a,b genau dann, wenn d ist gT von a, b und fiir alle d’ € R gilt: < a,b >c< d’" >

impliziert < d >c<d’ > .
Aus Bemerkung 5.2 bekommen wir eine hinreichende Bedingung fiir die 3% eines ggT:
Proposition 5.3.

Seien a,b € R so dass < a,b > ein Hauptideal ist, i.e. < a,b >=< d >, dann ist d ein ggT von
a und b.

Die Bedingung ist jedoch nicht notwendig, sieche UB.

Definition 5.4.
x,y € R sind assoziiert, falls ein u € R* exisitert mit xu = y.

Proposition 5.5. (Eindeutigkeit bis auf Einheiten)

Sei R integer, d,d’ € R und a,b € R.
Es gilt: <d >=<d" > genau dann, wenn d, d’ assoziiert sind.
Insbesondere alle ggT von a,b sind zueinander assoziiert.
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Beweis:

7

“<” d'=ud < d=du"! mit ue R*. Also d' = ud = d' e< d >=>< d' >c< d > und umgekehrt aus
d = d'u! folgt auch < d>c< d’ >.
“=" Seien d,d’ # 0 und < d >=<d’' >. Also
dreR : d=axd .
WER : d=yd ‘:>d—a:yd1.e. d(1-zy)=0
R integer und d # 0 impliziert 1 - zy = 0, also xy = 1.

Die letzte Aussage folgt aus Bemerkung 5.2. O

§ 6 Euklidische Bereiche

Definition 5.6.

(1) Eine Abbildung N : R~ {0} - Ny heit Norm.

(2) Der Integritatsbereich R, versehen mit der Norm N, heifit euklidisch (R ist E.R.), wenn
er einen Divisionsalgorithmus beziiglich N erlaubt, das heifit:
fiir Ya,be R mit b# 0 3¢g,r € R, so dass a = gb+r, wobei r =0 oder N(r) < N(b).

Beispiel 5.7.

(i) Z mit N(a) :=|a]
(it) K[z], wenn K ein Kéorper mit N(p(z)) := degp(x) ist.

Weitere Beispiele: Siehe UB.

Proposition 5.8.
Sei R ein euklidischer Integritétsbereich, I < R, dann ist I ein Hauptideal.

Beweis:

Sei I # {0} und 0 #del, also <d>c I. Wihle d so dass N(d) minimal ist. Sei nun a € I und
q,7 € R mit a = gd+r wobei r =0 oder N(r) < N(d). Dar=a-qdel,ist N(r) < N(d) nicht
moglich. Also r = 0 und somit a = qd €< d >. O

Eine wichtige Eigenschaft von E.R. ist die 3 eines ggT sowie eines Algorithmus zum Berechnen
von ggT . Die Aussage und Beweis vom Satz 5.9 haben wir im LA I (Riickwérts EA; Skript 3

Seiten 2 und 3) fir R =7 (und in LA II Skripte 3 und 5 fiir R = K[z]) detailliert studiert. Wir
wiederholen hier die Beweisschritte nicht ausfiihrlich.

Satz 5.9.

Sei R E.R; a,be R+ 0 und d =r, der letzte ungleich Null Rest in (DA). Dann ist
(1) dein ggT von a und b
(2) d=ax+ by fir geeignete =,y € R.
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Beweis: Wiederholter Anwendung des Divisionsalgorithmus (DA)
Seien a,be R, b4 0

a = qob + 7

b = ¢17o + N

To = g2 + 7o

Th—2 = QpTn-1 t Tn 7Tp ?é 0
T'n-1=4n+1Tn (*)

(Da

N(b) > N(rg)>-+>N(r,1)>N(r,) >0

kann der Abstieg nur endlich viele Schritte n haben, das Verfahren muss also zwangldufig mit
einer Gleichung (*) anhalten). O

§ 7 Hauptidealbereiche

Definition 5.10.
Ein Hauptidealbereich (H.I.R.) ist ein Integritétsbereich, in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist.

Proposition 5.11.
Sei R ein Hauptidealbereich, a,b 4 0,a,b € R und d ein Erzeuger von < a,b >. Es gelten:

(1) dist ggT von a,b
(2) 3z,y € R mit d = ax + by
(3) dist (bis auf Einheiten) eindeutig.

Beweis:
Folgt aus Proposition 5.2, Bemerkung 2.3 (3) und Proposition 5.5. 0

Proposition 5.12.
Jedes Primideal in einem Hauptidealbereich ist auch maximal.

Beweis:

Sei < p ># {0} Primideal und M 2< p >, M maximal (M existiert vgl. Proposition 2.9).

Nun ist auch M =<m > ein Hauptideal und p e< m > . Also existiert r € R mit p = rm.

Aber <p> prim = r e< p> oder m e<p >.

1. Fall me<p>=><m>c<p>=><p>=M

2. Fall: r e< p >= r = ps = p = psm, kiirzen ergibt: sm = 1. Somit ist aber m e R*. Das
widerspricht, dass M maximal, also echt, ist (vgl. Proposition 2.6(1)). O

Beispiel 5.13.

(1) Alle Ideale in Z sind Hauptideale der Gestalt nZ, nZ ist maximal genau dann, wenn n = p
eine Primzahl ist.

(2) Z[z] ist kein Hauptidealbereich, weil < z > prim, aber nicht maximal ist (Beispiel 4.11).

Wir verallgemeinern Beispiel 5.13 (2):

Korollar 5.14.
Sei R integer, R[x] ist ein Hauptidealbereich genau dann, wenn R ein Korper ist.
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Beweis:
“<" R ist ein Korper = R[x] ist E.R. (s. Beispiel 5.7 (ii)) = R[z] ist H.LLR. (s. Prop. 5.8).

“=" R[z]/ <z > R (vgl. Bemerkung 4.10), also ist < x > Primideal (s. Proposition 3.5).

Nun R[z] Hauptidealbereich =< x > ist ein maximales Ideal (s. Proposition 5.12) = R[z]/ < x >
ist ein Korper (s. Proposition 3.1) . O
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In diesem Skript werden wir zundchst prime und irreduzible Elemente in einem integer Ring
einfihren und studieren. Im Abschnitt 9 werden wir dann unsere Untersuchung tiber Faktorielle
Ringe beginnen.

§ 8 Primelemente, Irreduzible Elemente
Sei R stets ein integer Ring.

Definition 6.1.

(1) Sei 0#peR, pist Primelement, wenn < p > Primideal in R ist
(fiir alle a,b € R : plab = pla oder p|b).

(2) Sei 0# 7€ R;r¢ R, pist irreduzible in R, wenn fiir alle a,be R:r =ab= a € R~
oder b e R*. Sonst ist r reduzible.

Proposition 6.2.
Sei p e R, p ist Primelement = p ist irreduzible.

Beweis:

Sei < p># {0} Primideal. Also ist p ¢ R*.

Wenn p = ab dann folgt: abe<p >= a e<p> oder be< p >.

1. Fall: ae<p>=a=pr=p=prboder p(1-rb)=0=1=rb; also b e R*.

2. Fall: Analog. 0

Proposition 6.3.
Sei R Hauptidealbereich, p € R irreduzible = p ist Primelement.

Beweis:

Sei p ¢ R*;p # 0, p irreduzible.

Sei M < R ein Ideal so dass < p> ¢ M. Nun existiert ein m € R mit M =<m >.
Also 3r : p =rm und p irreduzible, also

1. Fall 2. Fall
re Rx oder meR*
U l
<p>=<m> <m>=R

Wir haben gezeigt dass < p > maximal, und insbesondere Primideal ist. O
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§ 9 Faktorielle Ringe

Definition 6.4.
R ist faktoriell, wenn

(1) Fiir alle 0 #r € R~ R* existiert pq,...,p, € R irreduzibel: r = py---p, (1)

(2) Diese Darstellung ist eindeutig bis auf die Reihenfolge und Assoziiertheit:
D.h. wenn auch r = ¢;---q,, mit q1,...,q, irreduzible, dann ist m =n
und V i3 7 und u; € R* so dass: u;p; = q;.

(3) Also R ist faktoriell wenn fiir jedes r € R, r # 0 beliebiges Element, gibt es fiir r eine

Darstellung e e
rT=upy Pyt

mit u € R*,e; € Ny, p; irreduzible, mit p; # p; fiir i  j. (1)
Fiir faktorielle Ringe gilt auch die Umkehraussage von Proposition 6.2:

Proposition 6.5.
Sei R faktoriell und p € R, es gilt: p irreduzible = p ist Primelement.

Beweis:

Sei 0 # p, pe R~ R* irreduzible und a,b € R mit p|ab. Nun plab = ab = pc fiir ein c€ R (%)
Schreibe a und b wie in ().

Da p irreduzibel ist, folgt aus (*) und der Eindeutigkeit in (t): p ist assoziiert mit einem der
irreduziblen Faktoren in der Darstellung von a oder von b.

Ohne Einschriankung sei es a, und schreibe a = (up)ps---p, ; u € R*, p; € R. Somit haben wir
bewiesen dass p|a. 0

Auch fiir faktorielle Ringe gilt die Existenz eines ggT's (vgl. Satz 5.9):

Proposition 6.6.
Sei R faktoriell, a und b € R. Schreibe:

a=upf-py (1)
b=wvplplht (1)
wobei u,v € R*, p; irreduzible, p; # p; fir i # j,e;, fi € No.

Setze d := pmen). pmintenfn) .

Dann ist d ein gg'T von a und b.

Beweis:
Aus (1), () und () ist klar, dass d|a und d|b. Sei d’' € R so dass, d'|a und d’|b. Schreibe in der
(1) Darstellung, mit ¢; irreduzibel:
d =vq]-qo .
Nun fiir alle 7 : ¢;|d’ = ¢;|a und ¢;|b.
Also fiir alle i : g;la = existiert ein j und u; € R* so dass p; = u;q; -
Also g, < ey. Analog zeigt man dass gy < fo. Also g, < min(ey, f;). Somit haben wir gezeigt: d'|d. O
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Satz 6.7.
Sei R ein Hauptidealbereich, dann is R faktoriell.

Beweis:

Sei 0 # r € R~ R*. Wir wollen eine Darstellung (T) erreichen.

Ist 7 irreduzibel, dann ist das Ziel erreicht. Sonst zerlege r =11y, r1 ¢ R* und ry ¢ R*.
Sind 7,7y irreduzibel, dann ist das Ziel erreicht. Sonst zerlege ry = 11712, usw.

Diese Prozedur muss nach endlich vielen Schritten anhalten, da wir sonst eine unendliche
(strikte) fiir die Inklusion ansteigende Folge von Idealen bekommen:

<Tr>G<ry >¢<r; >¢ - S R.

Wir behaupten nun, dass dieses in einem Hauptidealbereich nicht der Fall sein kann:
Seialso [; <« Rmit [y cl,c---CcR.
Setze I :=U%, I; < R. Da R ein Hauptidealbereich, existiert a € R mit [ =<a >.
Nunael=3dneN:ael,. Also I, €I =<a>C I, und somit I = I,,.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

Wir haben also die 3% einer Darstellung (7) gezeigt. Die Aussage iiber die Eindeutigkeit erfolgt
per Induktion iiber n in der Darstellung r = p;---p,, (genau so wie in Lineare Algebra II, Skript
5 Seite 3, Beweis vom Satz 5.15). 0
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Bisher haben wir zwei Hauptthemen untersucht: Wir haben einerseits diese Inklusionen
Korper ¢ Euklidische Bereiche € Hauptidealbereiche € Faktorielle Bereiche € Integrititsbereiche
untersucht und andererseits haben wir Polynomringe tiber Integerringe untersucht. In diesem
Skript werden wir diese zweite Untersuchung fortsetzen. Unser Ziel ist es, Satz 4.8 dhnlich fiir
faktorielle Ringe zu zeigen.

§ 10 Polynomringe iiber faktorielle Ringe

Sei R stets integer.

Lemma 7.1.
R[x] ist faktoriell = R ist faktoriell.

Beweis:

Da R integer ist, wissen wir dass degp(x)q(z) = degp(z) +degq(x) fir alle 0 4 p,q € R[z] (%)
(und dass auch R[z] integer ist; siche Satz 4.8 und seinen Beweis). Aus (*) folgt dass
(R[z])* = R* und r € R ist irreduzibel in R[x] genau dann, wenn r irreduzibel in R ist. (%)
(UA).

Sei nun 0 # r € R~ R*, per Annahme ist  das Produkt vom Irreduziblen in R[z] (und diese
Darstellung ist eindeutig bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit). Diese irreduzible Faktoren
miissen wegen (*) Grad 0 haben, d.h. die Faktoren sind Elemente aus R. Wegen (x*) sind
diese Faktoren irreduzible auch in R. Wir haben eine Darstellung wie in Definition 6.4(1) (})
bekommen. Die Eindeutigkeit Bedingung in Definition 6.4(2) wird analog gepriift. ]

Um die Umkehrung von Lemma 7.1 zu etablieren (siehe Skript 8) brauchen wir hier das Lemma
von Gauf. Hierfiir brauchen wir wiederum das Hilfslemma 7.2:

Lemma 7.2.
Sei I < R. Dann gelten fiir das Ideal < I >« R[] :

1. <I>=1I[z]:={f(z) e R[z]; f(x)=Y a;x’ mit a; €I}

2. R{a)/I+] = (RID)e]

3. I ist Primideal in R = I[z] ist Primideal in R[z].
Beweis:

v Rlz] - (R/I)[x]

Die 1. Aussage ist leicht zu priifen. Betrachte nun Sax o Yo

Es ist leicht zu priifen dass ¢ ein Ringhomomorphismus ist; dass ¢ surjektiv ist; und dass
ker ¢ = I[x]. Die 2. und 3. folgen nun aus Isomorphiesatz sowie Proposition 3.5 und Satz 4.8. O
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Lemma 7.3. (Lemma von Gauf)

Sei R faktoriell, F':= Quot (R) und p(z) € R[x]. Wenn p(x) reduzibel in F[z] ist, so ist p(z)
reduzibel in R[z]. Genauer: Wenn

p(x) = A(x)B(z),A,Be F[z],deg A>1,degB>1,
dann gibt es 0# 7,0 # s € F' so dass

T’A(SL‘) = a(g;)
sB(z) = b(x) } € R[x] dega(x) >1,degb(z) > 1

und p(z) = a(x)b(x) € R[z].

Beweis:
p(z) = A(z) B(x)
1 1 1

RIX]  Flz] Flz]

Die Koeffizienten von A, B sind aus der Form Z mit r;,0 # 5, € R. Wir multiplizieren A, B
jeweils mit den gemeinsamen Nennern seiner Koeffizienten und bekommen eine Gleichung:

dp(z) = d'(z) V(x) }
1 0 1 mit d e R,d #0;dega’(z) > 1,degb’(z) > 1;a’,b" € R[z]. (%)
de R € R[x] € R[]

und a'(x) = aA(x),b' (z) = B(x);a, B € F.
1. Fall: d € R* V" (die Behauptung gilt in diesem Fall).

2. Fall: de R~ R*
So schreibe d = p;---p,,, mit p; irreduzibel in R fiir alle :.

e p; irreduzibel in R = [ :=< p; > ist Primideal in R und d € [.

o [[x] =piR[x] Primideal in R[x], R[x]/I[z]~ (R/I)[x] und (R/I)[x] ist integer
(vgl. Lemma 7.2).

Wir reduzieren die Gleichung (*) mod I. Wir bekommen 0 = a/(2)b'(z) in (R/I)[x]. Also ist
ohne Einschriinkung a'(z) = 0, das heit alle Koeffizienten von a’(z) liegen in I sind also durch
p1 teilbar in R. So hat man a”(z) = J-a’(x) € R[x],dega”(x) > 1 mit -~ € F, das heift wir
konnen die Gleichung (*) um p; kiirzen und bekommen eine neue Gleichung

d'p(x) =a"(z)b"(x) in R[z].

Aber nun hat d’ einen irreduziblen Faktor weniger, i.e. d’ = py---p,,.

Wiederholung mit ps, ..., p, (gleiche Argumente) ergibt eine Gleichung schliellich aus der Form

p(z) = a(x)b(z)  a(z)b(x) € Rlz]

mit  a(z) = o'd(x) o840
b(z) = p'(x) o, B eF
d.h. a(x) = ad’A(x)

b(z) mit aa’ € F und Bp’ € F. O

pp'B(x)
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Korollar 7.4. .
Sei R faktoriell, F':= Quot (R);degp > 1, wobei Y a;z" =: p(z) € R[z]
i=0
mit g¢T von {ag,...,a,} =1.
Dann ist p(z) in R[z] irreduzibel genau dann, wenn p(z) in F[z] irreduzibel. Insbesondere ist
p(x) € R[x] normiert und in R[z] irreduzibel, so ist p(z) in F[z] irreduzibel.

Beweis:

GL ergibt: Ist p(z) in F[z] reduzibel, so ist p(x) in R[x] reduzibel. Umgekehrt ist p(z) in
R[z] reduzibel, dann ist p(z) = a(x)b(x), wobei a(x),b(x) € R[z] \ R (sonst wire der ggT der
Koeffizient von p(z) in R ungleich 1).

Das heifit p(z) = a(x)b(z) fir a(z),b(x) € R[z],dega(z) > 1,degb(x) > 1. Insbesondere
p(z) = a(x)b(z) fir a(z),b(x) € Flz],dega(x) > 1,degb(x) > 1, das heifit p(x) ist in F[z]
reduzibel. O

Wie angekiindigt werden wir im Skript 8 die Umkehrung von Lemma 7.1 zeigen; wir werden wir
zeigen dass R faktoriell impliziert R[x] faktoriell. Eigentlich werden wir das Resultat auch fiir
R[z1,...,z,] erhalten. Wir beenden Skript 7 mit einem Exkurs. Hier fithren wir diesen Ring
ein, und fassen einige Begriffe zusammen.

Exkurs R[zy,...,x,]:= R[z1,22,...,20-1][2n].
Notation = {p(z1,...,2,)|p € R[x1,...,2,]}.

Also: Polynome in den Variablen x1,...,x, werden folgendermaflen definiert:
Es ist eine endliche Sumem von Monomen.
m(xy,...,0,) = axPe .z a€R
= a 22 d; € Ny
Notation (r1,...,2,) = =z
(di,...,dp) = deNy

e d; ist der Grad von x; in m(x)

|d| := Zdi ist der Grad von m(z) degm(z) :=|d|
-1

degp(xy,...,xz,) ist der groBte Grad von seinen Monomen.

Die Summe aller Monomen von p(xy,...,x,) vom Grad k heifit die ho-
mogene Komponente von p vom Grad k.

Wenn degp = d, so 1a3t sich p eindeutig als Summe
P=pPot+pP1+ - +Pd

beschreiben, wobei p, die homogene Komponente vom Grad k ist fiir
0 <k <d (und pg = 0 vorkommen kann ).
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In diesem Skript werden wir den im Skript 7 angekiindigten Beweis von Satz 8.1 fiihren. Der
letzte Abschnitt 11 im Kapitel 1 wird fir Irreduzibilitdtsteste und Beispiele gewidmet. Damit
beenden wir Kapitel 1.

Sei hier R stets ein integer Ring.

Satz 8.1.
R ist genau dann faktoriell wenn R[z] faktoriell ist.

Beweis:

Die Riickrichtung ist Lemma 7.1 und wurde bereits gezeigt.

Sei R faktoriell. Seien F'= Quot (R) und 0 # p(z) = X1y a;xt € R[x]. Setze d = ggT{ao,...,a,}
(d existiert weil R faktoriell ist wegen Proposition 6.6). Schreibe p(z) = dq(z) (fiir ein geeignetes
q(x) € R[z]). Der ggT der Koeffizienten von ¢ ist nun 1.

Da R faktoriell ist ldsst sich d in R als Produkt d = dy--+d,,, von Irreduziblen faktorisieren und
diese Irreduziblen in R sind auch in R[z] irreduzibel (Beweis Lemma 7.1 (*x)).

Nun wollen wir ¢(z) als Produkt von irreduziblen Polynomen aus R[z] schreiben. Da F[xz]
faktoriell ist (Beispiel 5.7(ii)), existieren q;(z),q2(x),. .., q.(z) € F[z], irreduzibel in F[x] mit
q(z) = ¢1(x)--q.(z). Nach dem Lemma von Gaufl kénnen wir annehmen dass ¢; € R[] fiir alle
i=1,--,n. Da der ggT der Koeflizienten von ¢g(x) 1 ist, ist der ggT der Koeffizienten von ¢;
auch 1, fiir alle ¢ = 1,-+-,n. Nach Korollar 7.4 ist ¢; irreduzibel in R[z], fir allei=1,---,n. Wir
kénnen also p(z) als Produkt von irreduziblen Polynomen aus R[x] schreiben:

p(x) = dy-dmqi () gn () -

Es bleibt noch zu zeigen, dass diese Faktorisierung eindeutig bis auf Reihenfolge der Faktoren
und Multiplikation mit Einheiten ist. Das wird als UA gemacht. O]

Induktion auf n ergibt:

Korollar 8.2.
Ist R faktoriell so ist R[x1,...,x,] auch faktoriell.

Beweis: UA.
§ 11 Irreduzibilitatskriterien

Wir untersuchen hier weiter die Irreduzibilitat eines Polynoms in einem Integerring. Wir be-
ginnen mit einer Bemerkung:

Bemerkung 8.3. Sei R = K ein Kérper, und 0 # p(z) € K[z] N~ K. Wenn degp = 1 dann ist
p irreduzibel. Wenn degp = 2 oder degp = 3, dann ist p reduzibel genau dann, wenn p einen

linearen Faktor in K[x] hat, genau dann, wenn p eine Nullstelle in K hat (s. LA II Skript 4
Korollar 4.1).

Lemma 8.4. Sei p(x) € R[z] \ R ein normiertes Polynom. Dann ist p irreduzible in R[x]
genau dann, wenn p(z) kein Produkt p(z) = a(z)b(z) von normierten Polynomen a(x), b(x)
mit dega(z) < degp(z) und degb(x) < deg p(x) ist.
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Beweis:

Sei p(x) € R[x] nicht-konstant, so dass p(x) = a(x)b(z) mit dega(x) < degp(x) und degb(x) <
degp(x). Da R integer ist, ist degp(x) = dega(z)+degb(x) (s. Beweis Satz 4.8). Da degp(z) >
0, sind dega(z) > 0 und dega(z) > 0, also sind a(z) ¢ R und b(z) ¢ R. Da R[z]* = R* (s.
Beweis Lemma 7.1 (*x)) sind insbesondere a(x) ¢ R[x]* und b(x) ¢ R[xz]* . Also ist p(x)
reduzibel.

Umgekehrt sei p(x) nicht-konstant, normiert und reduzibel in R[x].

Also gibt es Polynome a/(x) € R[x]NR[x]* und b/ (z)~ R[x]* mit p(x) = a/(z)b' (). Insbesondere
sind a/(x) ¢ R* und () ¢ R*. Wir bemerken dass der Leitkoeffizient von p = 1 = a,,b,, , wobei
a,, € R der Leitkoeffizient von a’(z) und b, € R der Leitkoeffizient von &’(x) sind (s. Beweis Satz
4.8). Also sind a,,, b, € R* (es gelten b, = a;! und a,, = b;'). Es folgt dass a’(z) ¢ R (sonst wére
a'(z) = a,, € R*) und analog b'(z) ¢ R. Also sind dega/(z) < degp(z) und degb’(x) < degp(x) .

Nun setze a(x) := ajla’(z) und b(x) := b,'0'(z) . Dann sind a(x) und b(x) normiert mit
dega(x) < degp(x) und degb(x) < degp(x) . Ferner gilt

p(2) = ambap(z) = byl azya’ (2)V (2) = az a (2)b;'V' (2) = a(2)b() .

Proposition 8.5.

Sei I ein echtes Ideal in R und sei p(z) ein normiertes Polynom aus R[z]~ R. Wenn ¢(p) = p(x)
in (R/I)[x] sich nicht als Produkt p(x) = @(x)b(x) von Polynomen in (R/I)[x] mit dega(z) <
degp(z) und degb(z) < degp(x) darstellen ldsst, dann ist p(z) irreduzibel in R[z].

Beweis:

Sei p(z) € R[x] nicht-konstant, normiert und reduzibel. Aus Lemma 8.4 ist p(x) = a(x)b(z),
a(z), b(z) € R[x] normiert und nicht-konstant. Seien p(z),a(x) und b(x) die Bilder von
p(z),a(z) und b(z) in (R/I)[z] (s. Beweis Lemma 7.2). Dann p(z) = a(x)b(x). Da I echt ist,
a(z) und b(z) normiert und nicht-konstant sind, so sind auch @(z) und b(z). Es folgt, dass
dega(z) < degp(z) und degb(x) < degp(z). O

Proposition 8.5 kann man anwenden um zu priifen ob ein Polynom iiber Z irreduzibel ist.

Beispiel:

Betrachte das Polynom x#* + 923 + 1022 + 22z + 1 € Z[z].

Das Bild in Zy[x] ist x* + 3 + 1. Dieses Polynom besitzt keine Nullstelle in Z, (priife 0 und
1). Daher, wenn es reduzibel ist, dann zerfillt es als Produkt zweier irreduziblen Polynomen
aus Zs[x] von Grad 2. (Wir arbeiten iiber Zs = Fo und kénnen Bemerkung 8.3 ausnutzen).
Wenn p(z) € Zy[x] irreduzibel von Grad 2 ist, dann ist das Leitkoeffizient 1 und das konstante
Koeffizient ist auch 1 (weil 0 keine Nullstelle ist). Das Polynom z2+1 hat die Nullstelle 1. Somit
gibt es nur ein irreduzibles Polynom von Grad 2 aus Zs[z], und zwar 22 + x + 1 (priife, dass 0
und 1 keine Nullstelle sind). Aber (22 +x+1)2 = 2* + 2 + 1. Somit ist z* + 23 + 1 irreduzibel
tiber Zy und, daher ist z* + 923 + 1022 + 22z + 1 irreduzibel iiber Z.

Leider funktioniert dieses Verfahren nicht immer.
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Bemerkung 8.6. Seien a(z),b(x) nicht-konstante Polynome € R[x] so dass f(x) := a(z)b(z) =
z" fiir ein n € N. Dann sind a(x) und b(z) Monome, das heift, es gibt o, 5 € R* und p,q € N
so dass a(z) = az? und a(x) = fx? (und af =1,p+q=n). In der Tat kann man zeigen, dass
nur die Leitkoeffiziente von a(z) und b(z) ungleich Null sind. Siche UA.

Hier zeigen wir dass die konstante Koeffiziente gleich Null sind. Bemerke dass der konstante
Koeffizient f(0) von f(x) := a(x)b(z) das Produkt der konstante Koeffiziente a(0) und 5(0) von
a(x) and b(x) ist. Wir behaupten dass b(0) = a(0) = 0. In der Tat, 0 = f(0) = a(0)b(0). Da R
ein Integritatsbereich ist, gilt a(0) = 0 oder 6(0) = 0. Angenommen a(0) = 0. Sei F' = Quot (R)
und m € N maximal mit a(z) = z™a’(z) fir gewisses a’(z) € F[z] (m ist die Vielfachheit der
Nullstelle z = 0 von a(z)). Dann a’(0) # 0 und somit a/(x)b(x) =z ™. Da b(x) nicht konstant
ist, dann gilt n—m > 0. Daher a’(0)b(0) = 0 also b(0) = 0 und die Behauptung wurde bewiesen.

Proposition 8.7. (Eisensteinkriterium)
Seien P ein Primideal in R, n e Nund f(z) = 2"+a, 12" '+...+a1x +ap € R[z]. Angenommen
Up_1,...,a0 € P aber ag ¢ P2. Dann ist f(x) irreduzibel in R[z].

Beweis:

Angenommen f(z) = a(x)b(x) in R[x] wobei a(z) und b(z) nicht-konstante normierte Poly-
nome sind (s. Lemma 8.4).

Seien f(x),a(z),b(z) die Bilder von f(x),a(z) bzaw. b(z) in (R/P)[z] (s. Beweis Lemma 7.2).
Also 27 = f(x) = a(x)b(x). Dann gilt @(0) = b(0) = 0 (man kann Bemerkung 8.6 anwenden weil
R/P ein Integerring ist). Aber dann liegen die konstante Koeffizienten von a(z) und b(z) in
P und somit liegt der konstante Koeffizient ay von f(x) in P2. Widerspruch. Somit ist f(x)
irreduzibel. ]

Korollar 8.8.
Sei p prim in Z, n > 1 und sei f(x) = 2"+ ap_12™" 1 +... +ap € Z[x]. Angenommen p teilt a; fir
alle 0 <7 <n—1 aber p? teilt nicht ap. Dann ist f(z) irreduzibel in Z[z] sowie in Q[x].

Beweis:

Fiir Z[z]: Wende das Eisensteinkriterium auf das Primideal < p > an. Fiir Q[z]: Korollar 7.4
zu Gaufl Lemma anwenden. ]
Beispiel:

1. Das Polynom z°+10x* + 2522 + 35 € Z[x] ist irreduzibel nach Eisensteinkriterium auf p = 5
angewandt.

2. Sei f(x):=x*+1¢eZ[x]. Wir diirfen das Eisensteinkriterium nicht direkt anwenden. Sei
g(x) = f(x+1), also g(z) = z* + 423 + 622 + 42 + 2. Nun, nach Eisenstein angewandt auf
2, ist g(z) irreduzibel und, wenn f als Produkt von nicht-konstanten Faktoren zerfallt,
dann auch g. Daher ist f irreduzibel.
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Kapitel 2

KORPERERWEITERUNGEN

In diesem Kapitel werden wir besondere Korpererweiterungen kennenlernen. Wir werden al-
gebraische Korpererweiterungen untersuchen, wo wir Nullstellen fiir Polynome finden. Insbe-
sondere werden wir den Zerfillungskorper und den algebraischen Abschluss konstruieren. Wir
werden die Vielfachheit einer Nullstelle, die wir schon in LA II gelernt haben, genauer betrach-

ten, um separable Korpererweiterungen zu untersuchen. Im letztem Kapitel 4 werden wir dann
Galois Erweiterungen behandeln, nachdem wir im Kapitel 3 zwischendurch die dafiir notwen-

dige Gruppentheorie studieren.

In diesem Skript werden wir im Abschnitt 12 algebraische, insbesondere endliche Korpererweiterungen
studieren. Wir fangen an mit Erinnerungen (Definition 9.1, Bemerkung 9.2) aus LA I Skript 4.

Definition 9.1.

1. Die Charakteristik eines Korpers F', bezeichnet Char(F'), ist die kleinste n € N mit n-1 = 0.
Falls ein solches n nicht existiert, dann setzen wir Char(F’) = 0.

2. Der Primkorper eines Korpers F' ist der kleinste Teilkorper von F.

Bemerkung 9.2. Fiir die Charakteristik gilt: entweder Char(F') = p fiir eine Primzahl p, oder
Char(F') = 0. Wenn Char(F") = p, dann ist der Primkérper F,, wenn Char(F) =0, dann ist der
Primkorper Q. UA.

§ 12 Algebraische Korpererweiterung

Definition 9.3.
Ein Korper K der ein Teilkérper F' enthélt heifit Korpererweiterung von F', bezeichnet mit
K/F. Wir nennen F den Grundkdrper.

Bemerkung 9.4. Ist K/F eine Korpererweiterung, dann ist K ein F' -Vektorraum, wobei die
Skalarmultiplikation F'x K — K die auf K definierte Multiplikation ist. UA.

Definition 9.5. Der Grad (oder deg) einer Korpererweiterung K|F, bezeichnet mit [K : F],
ist die Dimension von K als F-Vektorraum. Die Korpererweiterung heifit endlich falls [K : F']
endlich ist; sonst heiit die Kérpererweiterung unendlich und wir schreiben [K : F'] = oo .
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Beispiel 9.6.

1. Sei F =F, und K =F,(z) := Quot (F,[z]). Dann ist [K : F'] = co . UA.

2. [C:R] =2 : Jedes Element aus C ldsst sich als Linearkombination von 1 und 7 darstellen
und, wenn a +bi =0 dann a? + 0% = (a+bi)(a—bi) = 0; also a = b = 0. Somit bilden 1,7 eine
Basis von C als R-Vektorraum.

3. [R: Q] = . Siehe UB.

Satz 9.7.
Seien F ein Korper und p(x) € F[x] ein irreduzibles Polynom. Dann existiert eine Kérpererweiterung
von F' wo p(x) eine Nullstelle besitzt.

Beweis:

Betrachte den Faktorring K := F[z]/ < p(z) >. Da p(x) irreduzibel ist und F[z] ein Hauptideal-
ring ist, ist das von p(x) erzeugte Ideal ein maximales Ideal (Proposition 5.12 und Proposition
6.3). Daher ist K ein Korper (Proposition 3.1).

Sei ¢ : F[z] - K die kanonische Projektion a(z) = a(x). Die Einschrinkung ¢|F von ¢ auf
F ist ein Koérperhomomorphismus und daher ist sie injektiv (s. Korollar 2.7). Es folgt, dass
F isomorph ist zu seinem Bild ¢(F') ¢ K. Nun kénnen wir F' mit dem Teilkorper ¢(F') von
K identifizieren. Somit ist F' ein Teilkorper von K, und die Einschrinkung ¢|F' ist nun die
Identitatsabbildung Id. !

Sei ¢(z) = T das Bild von z in K. Es gilt p(Z) = p(x) (weil ¢ ein Homomorphismus ist mit

¢(a) = a fir alle a € F). Aber p(z) e< p(x) >, also 0 = p(x) = p(T). Dann ist T € K eine Nullstelle
des Polynoms p(x) . O

Satz 9.8.
Sei p(x) € F[x] irreduzibel; deg p(z) = n,n € N. Setze K:= F[z]/ < p(x) >. Es gilt [K: F] = n.

Beweis:
Setze T := . Wir behaupten O := {1,0,0% ..., 671} ist eine F-Basis fiir K.
e Sei a(x) € F[x]. Schreibe a(x) = g(x)p(x) + r(z) mit r(x) =0 oder degr(x) < n.
Also a(z)+ < p(z) >=r(z)+ < p(x) >,
d. h.  a(x) r(x)
[
d. h. a(®) = r(7)

n-1 [
Schreibe r(z) =Y ai’,a; € F, ie. a(z) =r(f), also K5 a(z) € span O.
i=0

e O ist linear unabhéngig iiber F: Seien by, ...,b,_1 € F' mit 3 b;0" = 0.

Setze b(x) := Y bat. Es ist: 0 = b(0) = b(z). Also b(x) €< p(x) > und degb(zx) < degp(x)
und damit muss b(x) =0 das Nullpolynom sein, i.e. b; =0 fir alle i =0,...,n - 1. ]

Bemerkung 9.9.
K={a(#); a(x) € F[z],a(x) =0 oder dega(x)<n}, versehen mit den Verkniipfungen:
a(f) +b(0) = (a+b)(0) fiir alle a(x),b(z) € F[x] und a(0)b(0) = r(0) ; wobei r(x) € F[z] der
Rest ist in E.A.: a(z)b(z) = q(x)p(z) + r(z) ,degr(z) <n.
Dies ist subtil: was bedeutet F' mit seinem Bild in ¢(F) € K zu identifizieren? Fiir a € F kénnen wir einfach

jedes Element ¢(a) als a umbenennen. Dies kénnen wir machen weil ¢|F injektiv ist: fiir alle a,a’ € F : gilt:
p(a) = ¢(a") genau dann, wenn a = a'.
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Definition 9.10.
(1) Sei K/F eine Korpererweiterung, und S ¢ K. Notation: Setze F(S) = der kleinste

Teilkorper von K, der F'US enthélt, d.h. F(S):=N{L | L ¢ K Teilkérper ; L 2 FUUS}.
F(S) heifit der Korper der von S iiber F erzeugt ist.

(2) Notation: Wenn S = {ay, ..., a,} endlich ist, schreiben wir L = F'(aq,..., ;). In diesem
Fall sagen wir: L ist endlich erzeugt iiber F.

(3) Wenn S = {a} heiBt L = F'(a) eine einfache Erweiterung und a heifit ein primitives
Element fiir die Korpererweiterung L/F.

Satz 9.11.
Sei K/F eine Korpererweiterung, p(z) € F[z] irreduzibel, o € K eine Nullstelle von p(z). Es
ist: Flz]/ <p(z) >~ F(a).

Beweis: Setze K := F[x]/ < p(x) > . Betrachte die Abbildung
P K - Fla)c K
a(x)+<p(x)> » ala)

e Das heifit |F' = Id|F (i.e. ¢(a) = a fiir alle a € F) und ¢(a(7)) = a(«) fir alle a(z) € F[z].
Insbesondere ist ¢(7) = a.

e ¢ ist wohldefiniert: a(z) = b(x) mod < p(z) >« a(x) - b(x) = p(z)q(x).
Also a(a) = b(«) =0 und damit a(«) = b(«).

e © #0, also ¢ ist ein injektiver Ringhomomorphismus und damit definiert ¢ einen Isomor-
phismus ¢ : F[z]/ < p(z) >~ im(p). Nun ist im(p) € F(a) € K ein Teilkérper von K und
enthdlt F'U{«} . Somit ist F'(a) Sim(p). Also im(y) = F (). O

Aus Satz 9.11 und Bemerkung 9.9 folgt

Korollar 9.12.
Sei K/F eine Korpererweiterung, p(x) € F[x] irreduzibel, degp = n und « € K eine Nullstelle
von p(z). Es ist F(a) = {a(a) ; a(z) € F[z];a(x) =0 oderdega(z) <n}.

Korollar 9.13.

Sei K/F eine Korpererweiterung, p(z) € F[x] irreduzibel, und «, 5 € K Nullstellen von p(z).
Esist F(a) ~ F(5).

Beweis: Aus Satz 9.11 folgt: F(«) ~ Flx]/ < p(z) >~ F(5). O
Allgemeiner gilt:

Satz 9.14.

Seien K/F und K'/F' Kérpererweiterungen, und ¢ : F = F’ ein Isomorphismus. Sei p(z) =
Y a;xt € Flx] irreduzibel, und setze p'(x) = ¥ ¢(a;)z!. Dann ist p/(z) € F'[z] irreduzibel.
Sei @« € K mit p(a) = 0 und § € K’ mit p'(f) = 0. Dann 148t sich ¢ zu einer Isomorphie
' F(a) — F'(B) fortsetzen (i.e. ¢'|F = @), so dass ¢'(«a) = 3.

Beweis: ,
F(a) - F'(B)
Wir betrachten also folgenden Ansatz und Fragestellung: l|7 - |

SN F

¥
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(1) p'(z) ist irreduzibel, weil eine Faktorisierung p’(z) = a’(z)b'(x) mit dega/(x) > 1, deg b’ (z) >
1,a'(x),b'(x) € F'[z] eine Faktorisierung (durch Anwendung von ¢=! auf Koeffizien-
ten) p(z) = a”(x)b"(z) von p(z) in F[z] induziert, mit deg(a”(z)) > 1,deg(d"(x)) >
L;a"(x),b"(x) € F[z].

(2) Flx] ~ F'[xz] und < p(x) >~< p'(z) > (durch Anwendung von ¢ auf Koeffizienten). Also
F(a) = Flz]/ <p(x) >= F'[z][ <p'(x) >= F (). =
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In diesem Skript fiihren wir algebraische Erweiterungen ein, und untersuchen wir genau den
Zusammenhang zwischen algebraische, endliche, und endlich erzeugte Erweiterungen.

Sei K/ F stets eine Korpererweiterung,.

Definition 10.1.
(1) a € K ist algebraisch iber F' (alg/F), wenn es ein Polynom 0 # f(x) € F[x] gibt mit
f(a) =0.

(2) Wenn « nicht algebraisch iiber F' ist, dann heifit o transzendent iiber F.

(3) Die Korpererweiterung K /F heifit algebraisch, falls fiir alle o € K: « ist algebraisch
iber F.

Beispiel 10.2.
Betrachte die Erweiterung F'(z)/F. Hier ist z € F'(x) transzendent iiber I, weil f(z) = 0 <
f =0 das Nullpolynom ist. UA.

Proposition 10.3.
Sei a € K alg /F. Dann gibt ein eindeutiges normiertes irreduzibles Polynom m, r(z) € F[z],
so dass:

(i) mqr(a)=0.
(i) Ist f(a) =0 fiir ein f e F[z], dann teilt m, r(z) das Polynom f(z) in F[x].

Beweis:

e Setze m(x) = m, p(x) := normiertes Polynom vom minimalem deg, so dass m(«a) = 0.
Sei f(z) € F[x], schreibe f(x) = g(x)m(z) + r(z),degr(x) < degm(x) oder r(z) = 0.
Wir sehen 0 = f(a) < r(«) = 0. Die Minimalitét vom degm(zx) impliziert r(z) = 0, also
m(z)|f ().

e Ist m/(x) normiert vom minimalem deg mit m/(«) = 0, dann gilt wie oben m/(«a)|m(«a),
aber auch m(«a)|m’(a), m(«), m’(«) normiert = m’(z) = m(x). o

Definition 10.4.
Ma,r(2) heiBt das Minimal-Polynom von « iiber F'. Wir schreiben m(x), wenn klar.

Bemerkung 10.5.
Im Skript 14. LA II (Definition 14.2) hatten wir das Minimal-Polynom von einem Operator 7" :
Das Min.Pol.(T) in F[z] ist der eindeutige normierte Erzeuger vom Annihilator-Ideal von T’

Ar:={f e Flz]|f(T) = 0}.

Wir konnen analog m, () definieren, UA.
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Proposition 10.6.
Sei o € K algebraisch tiber F. Es ist [F(«) : F'] = degmg, r(2).

Beweis:
Satz 9.11 impliziert F(«) ~ F[x]/ < mar(z) >, aus Satz 9.8 folgt [F(«) : F'] = degmg r(x). O

Terminologie:
dega/F = degmg p(z) = deg F'(a) [ F.

Der Beweis dieser Bemerkung ist eine UA:

Bemerkung 10.7.
(1) L2K2F,ael, alg [F -« alg /K und es gilt

(2) Mo x(z) teilt my p(z) in K[x], insbesondere
(3) degmq k(x) <degmea r(x). Es gilt ferner

(4) ma,x(z) =maer(z) genau dann, wenn m, q(x) irreduzibel bleibt in K[z].
Wir haben aus (3):

(5) [K(a): K]<[F(a): F]

®{a

-7
Grag {
L8

IV

}k Grag

Wir zeigen nun die Umkehrung von Proposition 10.6.

Proposition 10.8.
Sei € K, so dass [F(«): F] < co. Dann ist « algebraisch iiber F.

Beweis:
Sei [F(«) : F] = n, dann sind F(«) 3 1,a,a?,...,a" linear abhingig iiber F. Also existie-
ren b; € F nicht alle gleich 0, so dass ) b’ = 0. Setze f(x) := Y ba' € F[z];# 0. Dann gilt

1=0

f(a) =0y alg /F. O

Beispiel 10.9.
Die Erweiterung F'(z)/F ist endlich erzeugt (eigentlich ist sie eine einfache Erweiterung), aber
[F(x): F] = oo weil € F(x) transzendent ist {iber F'. Wir sehen also: K/F endlich erzeugt
# K [F endlich.

Korollar 10.10.
K |/F ist endlich = K/F algebraisch.
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Beweis:
Sei a e K. Esist [F(a): F]<[K : F] < 00, also ist « algebraisch iiber F. O
Satz 10.11.

FcKcL Esgilt [L:F]=[L:K][K:F]. (Also insbesondere ist L/F unendlich genau dann,
wenn L/K oder K/F unendlich sind.)

Beweis:
Zunéchst nehmen wir an: [L: K| =m mit {«,...,q,,} Basis fir L/K; [K: F]=
mit {f1,...,5,} Basis fir K/F. Ein Element \ aus L ist also aus der Form \ = Zaiai

mit a; € K. l (+)

Schreibe a; = waﬁ] mit bl] e I (**)
J

~ Einsetzen von (##) in (%) ergibt A =" b;;c5;. (% * %)

4.
Also ist span p{a;0; |i=1,...,m,j=1,...,n} = L. Wir zeigen, dass diese Menge auch F-linear
unabhéngig ist.
Sel also Zbijaiﬁj =0 fiir b;; € F. )
irj

Setze a; := Zbuﬁj € K und schreibe (1), also Zaz&l = 0. Nun ist «; linear unabhéngig iiber
K=a=0 fur alle 7, also Z b;;j3; = 0 fiir alle 1.

Nun ist §; linear unabhanglg iiber F' = b;; = 0 fiir alle j. O

Wir haben gezeigt: [L: F] =00 = [L: K] =00 oder [K: F]=

Sei nun [K : F'] unendlich, dann ist auch [L : F'] unendlich, weil K ein F-Unterraum von L ist.
Sei nun [L : K] = oo, dann ist a fortiori [L : F] = oo (Ay,..., A, sind K linear unabhéngig
- A1,...,As sind F-linear unabhéngig).

Korollar 10.12.
Seien L/K und K/F Korpererweiterungen so dass L/F endlich ist. Es gilt [K : F']|[L: F].

Wir haben bisher gezeigt, dass a algebraisch iiber F' ist < [F(«) : F'] < oo. Wir sind nun in
der Lage dieses fiir F'(aq,...,a,) zu verallgmeinern.

Satz 10.13.
K|/F ist endlich < K/F ist endlich erzeugt von alg /F-Elementen.

Beweis:

“=” Setze [K : F] =n. Sei {ay,...,a,} die F-Basis von K. Jedes «; ist algebraisch iiber F.
AuBlerdem ist K =span p{aq,...,a,} € F(ag,...,a,) € K
und damit ist K = F(aq,...,q,).

“«” Wir bemerken vorab dass fiir o, f € K gilt allgemein: F(«, 3) = F((a)(8) (folgt unmittel-
bar aus der Definition 9.10, UA). Sei K = F'(ay,...,qx). Sei a; algebraisch iiber F' und
degozi =MNy. Setze F' = F(] und F1 = F(](Oél). E+1 = Fi(OéHl), so K = Fk,l(Oék).
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Es ist:
Fz’(%’u)

F(ozm)/ Fk—l(Oék::) =ji

Fiy —1
F

Also [-Fi+1 : E] < Myl Also (Satz 1011) [K : F] = [Fk : Fk—l]"'[Fl : Fo] <Ny ng und
damit ist K/F endlich. O
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In diesem Skript werden wir zundchst wichtige Begriffe (Zerfillungskérper, normale Erweite-
rung, Kompositum) einfiihren und untersuchen. In Abschnitt 13 werden wir die Voraussetzungen
erstellen, um dann algebraische Abschliisse in Skript 12 aufzubauen.

Sei K /F stets eine Korpererweiterung,.

Korollar 11.1.
Seien a,0 # § € K algebraisch iiber F', dann sind a = 3,af,a/5 auch algebraisch iiber F'.

Beweis:
Die Erweiterung F(«, 8)/F ist endlich wegen Satz 10.13. Nun sind « + 8,af8,a/8 € F(a, 5).
Aus Korollar 10.10 folgt nun unsere Behauptung. ]

Korollar 11.2.
Die Menge F:={a € K | o alg [/F'} ist ein Teilkorper von K welcher F' enthiélt.

Definition 11.3.
Dieser Teilkorper F' heifit der relative algebraische Abschluss von F in K.

Beispiel 11.4. .
(1) In der Erweiterung C/Q ist Q:={z € C | z alg /Q} der Kdrper der algebraischen Zahlen.

(2) In der Erweiterung R/Q ist Q" := {r e R | r alg /Q} der Kdrper der reellen algebraischen
Zahlen.

Es giltf@ ¢ C und Q- ¢R (z.B: 7, ee R\Qr). Eigentlich gilt es ferner: [Q: Q] = [Q": Q] = o0,
Q| = |Q7| =®p und |C\ Q| = R~ Q| = 2%0. Siehe UB.

Satz 11.5.
L/K und K|/F = LJF
alg alg alg
Beweis: .
Sei we L und 0 # k(z) := Y a;a’ € K[x] so dass k(o) =0 (*).

Betrachte die folgende K('Zj;g)ererweiterungen:
e F:=Fl(ag,...,a,),F1 S K ,a; alg [F | also folgt aus Satz 10.13 dass [F;: F] < oo .
e Fi(a) S L, alg [F; wegen (*), also folgt aus Satz 10.13 dass [Fi(a): F1] < o0
e Es folgt aus Satz 10.11 dass [Fi(«) : F] = [Fi(«a): Fi][F1: F] < 0.

Insbesondere folgt nun aus Proposition 10.8 dass Fj(«)/F algebraisch ist, und damit ist «
algebraisch iiber F'. O
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Definition 11.6.
Seien K /K, und K /K, Korpererweiterungen. Der Korper K1 Kj := K1(K5) = Ko(K7) € K heifit
das Kompositum von K1 und Ky in K.

Lemma 11.7.
Seien K/K; und K/K; sowie K /F und K,/F Korpererweiterungen, so dass

{ai,...,a,} eine F-Basis von K; und {f,..., S} eine F-Basis von K, . Es gilt:
spanp{a;f;/i, j} = K1 Ks.

Beweis:

Ohne Einschrinkung o7 = 1 = 1. Bemerke, dass K1 Ky = F(a,...,,01,--.m). Nun ist
spanp{a;5;/i,j} € K1 K5 ein Teilkérper von K welcher F'u{ay,...,a,} U{f1,..., By} enthélt
(UA). Also gilt auch spanp{a;3;/i,j} 2 K1 K> . O

Korollar 11.8.

Seien K /Ky, K[Ky; K1[F, K/ F die Kérpererweiterungen wie in Lemma 11.7, setze [ K, : F'] :=
n,[Ky: F]:=m.Esgilt [(1Ky: F]<nm.

Ferner gilt: [K; K5 : F'] = mn, wenn «; linear unabhéngig {iber K bleiben (oder wenn f3; linear
unabhéngig iiber K bleiben.)

Beweis:

Dass [K1K; : F] < nm, folgt direkt aus dem Lemma 11.7. Wir nehmen an, dass a,...,q,
linear unabhéngig iiber K, sind und wir zeigen, dass die Familie {a;5; | 1 <i<n,1<j <m}
linear unabhéngig iiber F' ist. Seien (v;;);; € F so, dass > VijaiB; = 0. Man kann diese Summe
umschreiben: Y7, (X7 v4;8;) = 0. Fiir alle 7 € {1,... ,n} ist ¥, v4;8; € K3. Nach Annahme

muss dann Y7, v;;3; = 0 gelten fiir alle i € {1,...,n}. Weil ..., 3, linear unabhéngig iiber
F' sind, muss dann v;; = 0 gelten fiir alle 4, j.
(Analog kann man die zweite Aussage beweisen). O

Korollar 11.9.
Seien [K;: F]=n,[Ky: F]=m und ggT (n,m) =1. Es gilt [K,K5: F] = mn.

Beweis:
n | [K1K2 : F]
m | [K1K2 : F]

kgV(n,m) = 7S = mn. Also mn < [K1 K : F] <mn. O

} = kgV(n,m)|[K1K;y: F]
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§ 13 Algebraischer Abschluss

Sei K /F stets eine Korpererweiterung,.

Definition 11.10.
Sei f e Flx],deg(f) > 1. Der Korper K ist ein Zerfillungskorper von f, wenn folgendes gilt:

1. f zerfallt vollstandig in lineare Faktoren in K[x], das heifit ist Produkt von linearen
Faktoren in K[z].

2. Fiir alle Korper L mit F' ¢ L ¢ K zerféllt f in L[z] nicht.

Allgemeiner konnen wir diesen Begriff fiir eine Menge von Polynomen erkléren:

Bemerkung 11.11.
Sei £ ¢ F[z]. Der Korper K ist ein Zerfillungskorper von € wenn folgendes gilt:

1. Jedes f € & mit deg(f) > 1 zerfillt vollstindig in lineare Faktoren in K[z]

2. K wird von den Nullstellen der Polynome in £ erzeugt, also
K=F({aeK|3fe& mit f(a)=0})

Bemerkung 11.12.
Sei f € F[x],deg(f) > 1. Dann ist K Zerfillungskorper von f genau dann, wenn K Zerfallungskorper
von & :={f} ist.

Definition 11.13.
Die Erweiterung K /F' ist normal, wenn K ein Zerfallungskorper einer Menge £ ¢ F[x] ist.

Satz 11.14.
Es gibt einen Zerfallungskorper K/F fiir f(x) tiber F'.

Beweis:

Per Induktion zeigen wir zunichst, dass es eine Korpererweiterung E/F gibt, in der f(z)
vollsténdig zerfallt.

Setze n =deg f(x). n=1,E = F'v' Induktionsanfang n > 1.

Sei p(z) ein irreduzibler Faktor von f(z) in F[z] mit degp > 2 (sonst ist wieder F = F).

Sei a € 1/ F eine Nullstelle von p(z) (s. Satz 9.7), iber E; haben wir also

(*) f(z) = (z - a) fi(z)

fi(z) e Ey[x];deg fi <n—1.

Induktionsannahme fiir f; und E; ergibt eine E//E; und f; zerfillt vollstéindig in E[z]. Nun ist
auch « € E. Also zerfillt f wie in (*) vollsténdig {iber E.
Setze nun K :=N{L/F c L c E; f zerféllt vollstandig in L[x]} O

Proposition 11.15.
Sei deg f =n>1, und K/F ein Zerfallungskorper von f iiber F. Es gilt [K : F'] < n!
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Beweis:

Sei ay € Fi/F, oy ist Nullstelle von f. Dann ist [F} : F] < n und f(x) = (z - aq) f1(x),
fi(x) € F[z], deg f1 < n—1. Wiederholung des Vorgangs ergibt: Sei ay € Fy/F}, as ist Nullstelle
von fi. Dann ist [Fy: Fi]<n—1, und damit [Fy: F]<n(n-1) (wegen Satz 10.11).

Wir verfahren so weiter (UA). O
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In diesem Skript werden wir Abschnitt 13 beenden; unser Endresultat ist Korollar 12.6 wo wir
die Ezistenz und Eindeutigkeit fiir algebraische Abschluss etablieren.

In Satz 11.14 haben wir die Existenz vom Zerfallungskorper gezeigt, nun zeigen wir die Ein-
deutigkeit:

Satz 12.1.

Seien F und F’ Kérper und ¢ : F = F’ eine Isomorphie, f(z) € F[z] mit degf > 1 und
o(f) = f'(z) € F'[x] das Bild von f (nach Anwendung von ¢ auf die f-Koeffiziente). Seien F
Zerfallungskorper fiir f iiber F' und E' ist Zerfallungskorper fiir f/ iiber F".

Dann 148t sich ¢ fortsetzen:

Fl

Beweis:

Sei deg f := n. Beweis per Induktion nach n. Es ist klar dass wenn f iiber F' als Produkt von
linearen Faktoren zerfillt, dann zerféllt ebenfalls f” tiber F* als Produkt von linearen Faktoren
(UA). In diesem Fall £ = F und E’ = F’ und wir setzen o = ¢.

Sei also p(x) ein irreduzibler Faktor von f(x) in F[z] mit degp > 2 und p’ = p(p) der entspre-
chende irreduzibler Faktor von f/(x) in F'[z] (s. Satz 9.14). Sei « € E eine Nullstelle fiir p(z)
und € E’ eine Nullstelle fiir p'(z). Setze F := F(a) und FY := F'(/3).

Aus Satz 9.14. folgt, dass ein oy existiert, so dass

BR——— F
.
F—F

Nun haben wir also den folgenden Ansatz:
o1 - Fl —N> Fll

und f(x) = (z-«)fi(z) iber Fi, mit deg f; <n—1. Bemerke dass E ein Zerfillungskorper von
f1 iiber F} ist: E'2 F} und E enthélt alle Nullstellen von f; ; und fiir L mit £ 2 L 2 F} , ist es
unmoglich, dass L alle Nullstellen von f; enthélt (sonst enthélt L auch o und alle Nullstellen von
f1, also alle Nullstellen von f - Widerspricht Minimalitédt von E als ein Zerfallungskorper von f
tiber F'). Analog ist f'(x) = (x— /) f{(x) iiber F|, deg f{ <n—-1und E’ ist ein Zerféllungskorper
von f{ iiber F}. Also haben wir nun den Ansatz fi, F}, o, mit deg f; <n —1 fiir die Induktion.
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Die Induktionsannahme liefert ein o, so dass

E - E’

J

F 1 Fi
Also

E - E’

Fy 1 Fi

) — F

Korollar 12.2.
Ein Zerfillungskorper von f € F[x] iiber F ist bis Isomorphie auf F' eindeutig.

Beweis:
Seien K und K’ Zerfallungskoérper von f iiber F'. Wegen Satz 12.1 gilt:

K—= K’
U
mit o|F = Id FLF

Definition 12.3.

a) F/F ist ein algebraischer Abschluss von F', falls
F[F is lgeb her Abschl F, fall
(a) F/F algebraisch ist;

(b) jedes f(z) € F[z] mit deg f > 1 zerfillt vollstéindig als Produkt von linearen Faktoren

iber F.

(b) K heifit algebraisch abgeschlossen, falls jedes f e K[z] mit deg f > 1 eine Nullstelle in K

hat.

Bemerkung 12.4.

K ist algebraisch abgeschlossen < jedes f € K[z] mit deg f > 1 zerféllt vollsténdig in linearen

Faktoren iiber K < K = K.

Proposition 12.5. B
Sei F' ein algebraischer Abschluss von F'. Dann ist F' algebraisch abgeschlossen.
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Beweis:

Sei f(z) € F(x) deg f> 1, aist Nullstelle von f(z) (in irgend einer Korpererweiterung K /F | s.
Satz 9.7). Dann ist F'(a)/F algebraisch und F'/F algebraisch. Also ist auch F'(«)/F algebraisch
(s. Satz 11.5) und damit ist auch «/F algebraisch.

Sei Mg, das Minimalpolynom von o/ F, dann zerfillt mg, g in F[z] und hat (z—a) als linearen
Faktor. Es folgt a € F. O

Sei F' ein beliebiger Korper. Wir zeigen nun:
Hauptsatz
Es gibt eine algebraische abgeschlossene Korpererweiterung von F'.

Beweis:
Setze F' = Ky. Wir definieren per Induktion nach n € Ny eine ansteigende Folge

Kyc-cK;CKjC

von der Korpererweiterung, so dass jedes Polynom f e K;_i[z] mit degf > 1 eine Nullstel-
le in K; hat. Dann setzen wir K := UK. Dann ist K/F eine Korpererweiterung,und wenn
f(z) € K[z] (deg f > 1), dann existiert ein j mit f(x) € K;[x] und f hat eine Nullstelle in
K1 € K. Also ist K algebraisch abgeschlossen.

Und nun zur Induktion:
Fiir f(z) € F[z](deg f 2 1) sei x; eine neue Variable. Betrachte F[--,zy,--] (Polynomring in
der Variablen z ¢ ; siche UB) und das Ideal I :=<{f(z¢); f € F[z]} >.

Behauptung:
I ist echt. Sonst ist

1= glf1(l'f1) + o +gnfn(xfn)(*)

mit g; € F[---,xy,-]. Schreibe x; := xy, fiir ¢ = 1,...,n und selen ,41,...,2,, alle anderen
Variablen, die unter den g;’s noch vorkommen. Also ist

L=gi(z1,...,zn) fi(zr) + -+ gu(T1, .o, T) fr(@0) (%)

eine polynomiale Gleichung.

Sei F'|F eine Korpererweiterung mit a; € F’, Nullstelle fiir f;(z). Durch Einsetzen von «; fiir
z;mit ¢=1,...,nund O fiir z; mit j =n-1,...,m in (%) muss es immer noch eine Gleichung
ergeben, die nun im Korper F' gelten muss, das heifit 1 =0 in F” - Widerspruch.

I ist echt. Per ZL, sei M maximal. M < F[---,x¢,---] und I € M. Setze Ky := F[---,zy,-]/ M.
Ki/Ky und f € Ko[z] hat eine Nullstelle in K7, weil f(Zy7) = f(zy) =0 (da f(zy) € I).
Wiederhole mit K;/K;_; und setze K = K wie schon erwéhnt. O

Korollar 12.6.

Existenz:: Sei K algebraisch abgeschlossen und F' ¢ K. Dann ist der relative algebraische Ab-
schluss von F' in K ein algebraischer Abschluss von F'.

Eindeutigkeit: (siche UB)

Ein algebraischer Abschluss von F' ist bis auf Isomorphie eindeutig.

Beweis:

Per Definition ist F'/F algebraisch. Sei f(x) € F[z] (deg f > 1), da K algebraisch abgeschlossen
ist, K[z]> f(x) zerfillt vollstandig in lineare Faktoren (z —a) in K[x]. Aber « ist algebraisch
tiber F' und a € K, also a € F'. Also zerfdllt f(x) in F[z]. O
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In diesem Skript werden wir Kapitel 2 beenden. Im Abschnitt 14 werden wir LA II Skript 4
erginzen, indem wir die Vielfachheit der Nullstellen in einem Grundkorper F (Char(F) = 0
oder Char(F') = p) untersuchen.

§14: Separable und inseparable Korpererweiterung

Definition 13.1.
Sei f(x) € Flz], mit f(x) = apx™+--+ag, deg f > 1, und sei K/F ein Zerféllungskorper fiir f.
Dann ist
f(@) = (@ —a1)" (x - ag)™(z — o)™
in K[z];mit n;>1, oy # a; fiir i # 5.
e n,; ist die Vielfachheit der Nullstelle «.
e «; ist eine mehrfache Nullstelle, wenn n; > 1, sonst ist

e «; eine einfache Nullstelle.

Definition 13.2. Sei f(z) € F[z] mit deg f>1.
(1) f ist separabel, wenn es nur einfache Nullstellen hat.

(2) f nicht separabel heiit inseparabel.

Definition 13.3. Sei f(x) = a 2" + -+ ag € F[z], die Ableitung D f von f ist
Df(x)=D(a,z™+ -+ ag) =na,z™ '+ +ay € Flz].
D: F[z] - F|x] ist Ableitungsoperator und erfiillt die Produktregel

Dfg=gDf + fDg.
Bemerkung 13.4.
Sei f(z) e Flx] mit deg f=n>1.
1. Df =0 oder deg Df < deg f gilt immer.

2. Sei Char F' =0, dann ist Df # 0, weil zum Beispiel na,, # 0, fiir den Hauptkoeffizient
a, #0 von f.

3. Sei p eine Primzahl und Char F' = p. Betrachte f(z) = 2P € F[x]. Dann ist deg f(z) > 1,
jedoch ist Df(z) = pxP~1 = 0.

Proposition 13.5.
Sei f(x) € F[z] mit deg f > 1. Eine Nullstelle «v fiir f(z) ist eine mehrfache Nullstelle genau
dann, wenn « auch eine Nullstelle fiir D f(x) ist. Das heift,

{x;x ist eine mehrfache Nullstelle von f} = {z;z ist eine gemeinsame Nullstelle von f und Df}.
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Beweis:
“=" Sei a eine mehrfache Nullstelle. Schreibe f(x) = (z — a)"g(z) mit n > 2.
Berechne Df(z) =n(z-a)"tg(x)+(z—a)"Dg(x); n-1>1 = « ist Nullstelle von D f(x).

“<” Sei a eine gemeinsame Nullstelle von f(z) und Df(z).

Schreibe f(z) = (z — a)h(x). (%)
Also ist Df(x) = h(x) + (x — a)Dh(x). Beim Einsetzen von « fiir z, ergibt das h(a) = 0.
Zuriick in (%) ergibt es f(x) = (x — a)?hi(z). o

Bemerkung 13.6. Sei f(z) € F[x] mit deg f > 1;« eine Nullstelle, und m, r € F[z] das
minimal Polynom. Dann ist o auch Nullstelle von D f(x) < mar [ Df(x).

Lemma 13.7.
Die gemeinsamen Nullstellen von f und D f sind die Nullstellen von ggT (f, Df).

Beweis:
“<=" q ist Nullstelle von ggT (f, Df) — « ist Nullstelle von f und Df. Ist klar, UA.

“=” Sei a eine Nullstelle von f und Df. Damgp/fund mop/Df, mar/ ggT (f, Df) auch.
Da a Nullstelle von m,, ¢ ist, folgt nun « ist Nullstelle von ggT (f, Df). |

Korollar 13.8.
Sei f € F[x] mit deg f > 1 ein normiertes Polynom. Dann ist f separabel genau dann, wenn

geT (f,Df)=1.

Beweis:
“«<" Folgt aus Proposition 13.5 und Lemma 13.7.

“=7 [ separabel = f hat keine gemeinsame Nullstelle mit D f (s. Proposition 13.5)
= ggT (f,Df) =1 (UA). O

Korollar 13.9.
Sei f(x) mit deg f > 1 ein irreduzibles Polynom. Es gilt: f ist inseparabel genau dann, wenn
Df=0.

Beweis:
« ist eine mehrfache Nullstelle von f < m, g ist gT von f und Df (s. Bemerkung 13.6). Nun
f irreduzibel = degmg, p = deg f. Also mqp / Df < Df =0 (s. Bemerkung 13.4 (1)). O

Beispiel 13.10.

(1) Sei f(z)=ar" —xeFy[x].
Berechne Df(z) = praP"1 -1=-1.
D f hat gar keine Nullstelle, also ist f separabel.

(2) Sei F' so dass Char F' =0 oder Char F':=p + n. Sei f(x) = a2"-1, berechne D f(z) = nz"!.
Dann ist Df # 0 und hat 0 als einzige Nullstelle, 0 ist aber keine Nullstelle von f, also ist
f separabel und die Gleichung ™ — 1 = 0 hat n paarweise verschiedene Nullstellen. Diese
Nullstellen heiflen die nte Einheitswurzel.

(3) Seinun F so dass Char F' = p|n. Fir f(x) =2"-1, Df(z) =nz™ ! =0 = f ist inseparabel.
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Korollar 13.11.
Sei Char F'=0, und f e F[z] mit deg f > 1.

1. Wenn f irreduzibel, dann ist f separable.

2. Allgemeiner gilt: f(x) ist separabel genau dann, wenn die Primfaktorisierung von f in
F[z] diese Gestalt hat:

f=cIlE, pi(x); 04 ceF, p; e F[2] sind irreduzibel und normiert, und p; Fp;furi#j.

Beweis:

1. f#0= Df #0 (weil Char F =0).

2. “<” Wegen Eindeutigkeit des minimal Polynoms, kénnen verschiedene irreduzible, nor-
mierte Polynome in F'[x] keine gemeinsame Nullstelle in K" haben (UA). In der Primfak-
torisierung

k
fchpi(f) pi?épj

haben auBlerdem keiner der Faktoren eine mehrfache Nullstelle (folgt aus 1.). Also hat f
keine mehrfache Nullstelle, f ist separabel.

“=7": Analog (UA). O

Beispiel 13.12. )
f=a2—teFy(t)[x]. fist irreduzibel, weil /1 ¢ Fao(t) (UA).
Df =0, also ist f irreduzibel, aber inseparabel.

Bemerkung 13.13.
Sei Char F'=p>0; ge F[x],degg>1. Setze f(x):=g(aP), schreibe

f(@) = ym (@) + -+ maf +y0 (%)

Dann ist Df(z) =0 und f ist inseparabel.
Umgekehrt: f(z) € Flz](deg f > 1) mit Df = 0 muss die Gestalt (*) haben, i.e. f(z) = g(z?)
mit g(x) € F[z]. (UA).

Proposition 13.14. Sei Char F' =p > 0.
Es gelten (a+b)P = aP+10bP fir alle a,be F
(ab)p = aPbr
und p:F - F
a > a?
ist ein injektiver Korper-Homomorphismus (Frobenius).

Beweis: (UB).

Korollar 13.15.
F ist endlich = ¢ :F > F
a v a?
ist auch surjektiv, also ein Automorphismus. Das heifit F = FP := {aP;a € F}.

Beweis:
[F ist endlich, also endlich dimensional iiber den Primkérper F, und kann also nicht isomorph
sein zu einem echten Unterraum (vgl. LA I Skript 13). O
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Korollar 13.11. gilt also auch fiir endliche Korper.
Proposition 13.16. Sei F ein endlicher Korper.
1. Jedes irreduzible Polynom f € F[x] (deg f > 1) ist separabel.

2. Ein Polynom f(z) € F[z] (deg f > 1) ist separabel < die Primfaktorisierung von f in
F[z] diese Gestalt hat:

f = Il pi(x); 04 ceF, p;e Fz] sind irreduzibel und normiert, und p; # p; fiir i # j .

Beweis:
(1) Sei Char F:=p>0, f e F[z](deg f > 1), f irreduzibel.

e f inseparabel < Df =0 < f(x) = g(«P). Berechne:

f(x)=g(zP) = ap(zP)™ +-+ a12P + ag
= bfn(,fm)p oot bllij_Fbg
= (bpx™)P 4+ (biz)P + b
= (bpx™ -+ b +by)?
Widerspruch.
(2) Analog zum Beweis vom Korollar 13.11. (UA). O

Bemerkung 13.17.
Im Beweis von Proposition 13.16 haben wir die wichtige Eingenschaft F? = F benutzt (s.Korollar
13.15).

Definition 13.18.
Ein Korper F' heifit perfekt, falls Char F' =0 oder Char F'=p >0 und F = FP.

Bemerkung 13.19.
Proposition 13.16. gilt allgemeiner fiir F' perfekt (anstatt F endlich).

Beweis: (UB).
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Kapitel 3

GRUPPEN

In LA I und II haben wir schon Gruppen studiert. Insbesondere haben wir die symmetrische
und alternierende Gruppen S, in Zusammenhang mit Determinanten kennengelernt. In diesem
Kapitel, setzen wir das Studium der Gruppentheorie fort, mit Schwerpunkt endliche Gruppen.
Die Gruppentheorie die wir entfalten ist fiir die Grundlagen der Galoistheorie in Kapitel /
unerldassig. Wir fangen damit an in diesem Skript und studieren Zyklische Gruppen.

§15: Zyklische Gruppen

Definition 14.1.

Sei G eine Gruppe. Eine Untermenge H < G ist eine Untergruppe, oder Teilgruppe, falls H
(versehen mit der Verkniipfung von G) eine Gruppe ist, das heifit:

H+@;und Ve,yeG: x,ye H=>xzye H und 27! ¢ H.

Notation: Sei G eine gruppe, = € G.

1. <z >={zF | keZ} (additiv geschrieben < x >:= {kx | k € Z}) bezeichnet die Untergruppe
die von = erzeugt ist.

2. |G = { Anzahl  der Elemente in G, falls G endlich
: =1

sonst
Definition 14.2.
Sei G eine Gruppe und x € G. Die Ordnung von z, die wir mit |z| bezeichnen, ist so definiert:

e

kleinste n € N mit 2™ = 1 falls vorhanden
(%) sonst



Proposition 14.3.
Sei G eine Gruppe, z € G. Es gilt |z| = | <z >|.

Beweis:

1. Sei n € N, und |z| = n. Wir behaupten dass < z >= {z¢; i = 0,...,n -1} (und damit
ist | <z >]=mn). Wenn 2/ = 2/ mit 0 <i<j<n,dann 29%=1mit 0<j-i<n.
Widerspruch. Sei nun k& € Z und z* €< x >; schreibe k = gn +r mit 0 < r < n . Berechne
l’k = png+r = (xn)qxr =",

Analog zeigt man dass wenn | <z > | =n, dann ist |z = n (UA).

2. Sei nun |z| = co. Wir behaupten dass a? # 27 fiir alle 4,5 € Z mit i # j (und damit ist
| <z >|=00): wenn x' =2/ mit i <jeZ, dann ist 277" =1, also [z[ < j —i. Widerspruch.
Analog zeigt man dass wenn | < x > | = oo, dann ist x| = co (UA).

]

Proposition 14.4.
Sei G eine Gruppe, x € G und m,n € Z , setze d := ggT (m,n). Es gilt:

2"=1und 2™ =1=2%=1.

Insbesondere gilt fiir m e Z : 2™ = 1 = |z| | m.

Beweis:

e Setze d = mr + ns. Berechne x¢ = (z™)"(2")% = 1.

e Sei nun ™ = 1. Setze |z| = n. Schreibe m = gn+r mit 0 < r < n. Berechne 2™ = (2")%x” = " = 1.
Widerspruch. Also r = 0. O

Definition 14.5.

G ist zykisch, wenn ein x € GG existiert mit G =< x >, in diesem Fall ist x ein Erzeuger der
Gruppe G'.

Bemerkung 14.6. )
Eine zyklische Gruppe ist abelsch. (UA)

Definition 14.7.
(i) Seien G, H Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — H ist ein Gruppenhomomorphismus, wenn

o(zy) = o(x)p(y) ist fiir alle z,y € G.
(i7) Ein bijektiver Homomorphismus heifit Isomorphismus.

Proposition 14.8.
Zyklische Gruppen derselben Ordnung sind isomorph.

Beweis:
(1) Sei |G|=|H|=n,G=<z>und H =<y > . Betrachte die Abbildung:
p: G - H
ok e yk

e ¢ ist wohldefiniert, weil 2" =2 = 2" =1=nlr—-s=nt = (r - s)
=Sy = () =1l=yy=1=y =y

e Es ist klar, dass ¢ ein Homomorphismus und auch surjektiv ist. Da beide Gruppen die
gleiche Ordnung haben und endlich sind, folgt das ¢ injektiv ist (UA).



(2) Sei nun |G| = |H]| = oo. o: G - H

ok sy
ist ein surjektiver Homomorphismus und ferner injektiv, weil 2t # 2/ <> i 4 j < yi #y7. O

Beispiel 14.9.
(1) |G| =n und G ist zyklisch = G ~Z,

(2) |G| =00 und G ist zyklisch = G ~Z
Die folgende Proposition wird im Ubungsblatt bearbeitet:

Proposition 14.10. Sei G eine Gruppe mit x € G und j € Z mit j # 0. Es gelten
(1) [l = oo = |a7] = oo
(2) |x|=n<oo:'|xﬂ|=m

(3) |zl =n < oo und jln = [27] = f.

Proposition 14.11.

Sei H =<z >und jeN.

(1) |z| = oo, dann ist 2/ Erzeuger von H genau dann, wenn j = =1

(2) |z| =n < oo, dann ist 27 Erzeuger von H genau dann, wenn ggT (j,n) = 1.

Beweis:
(1) UA.

(2) 27 Erzeuger < |H| =|z7]. Also < |27] = |z| & —

mznc»ggT(j,n):l O

Korollar 14.12.
Sei H zyklisch mit |H| =n; dann ist die Anzahl der Erzeuger von H = ¢(n) (Euler).
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In diesem skript werden wir Abschnitt 15 beenden, indem wir die zyklische Untergruppen stu-
dieren. Im Abschnitt 16 werden wir Homomorphismen und Faktorgruppen untersuchen, dabei
werden wir normale Untergruppen kennenlernen.

Notation: Seien K, H und G stets Gruppen. Wir schreiben K < H fiir: K ist eine Untergruppe
von H.

Satz 15.1.
Sei H =< x > zyklisch
(1) Sei K < H, dann ist K zyklisch.
(2) Wenn |H| = oo, dann sind < 27 >#< 2% > fiir i # j und {< 2’ >; i e Ny} ist die Menge aller
Teilgruppen von H.
(3) Wenn |H|=n und a € N mit a|n, dann gibt es eine eindeutige Teilgruppe der Ordnung a,
néimlich < z/* >. Die Menge aller nicht-trivialen Teilgruppen von H ist {< 2% >;d € N, d|n}.

Beweis:
(1) K ={1} ist zyklisch, also ohne Einschrankung K # {1}.

Sei k € N die kleinste, so dass 2% € K. Also ist < 2% >< K.

Seixte K;:DA=a=qk+rmit 0<r<kund 2" = 2% % ¢ K.

Da k minimal gewihlt ist, muss r = 0 sein. Also a = gk und z® = (2*)7 e< zF >.
Also K << aF >.

(2) UA.

(3) Seid:= 2, also dn und |27 = -7t— = n/d =n/(n/a) = a. Somit ist | <z?>|=a.
Eindeutigkeit: Sei K < H mit |K|=a und b € N kleinste, so dass K =< 2 >. Wir berechnen

L=a=|K|=|z"= 577y - Paraus folgt d = ggT'(n,b), insbesondere d|b. Also b e< x>
und K =<zt >< <z >

Da aber |K|=a=|<z¢>|, folgt nun K =<z >. i

§16: Faktorgruppen

Proposition 15.2.
Sei A eine nichtleere Menge von Teilgruppen von H, dann ist .4 auch eine Teilgruppe.

Beweis:
Setze K := NA;a,b e K = ab™! € A, fiir alle A € A (weil A < H), also ab™! € K und damit
K<H. O



Definition 15.3.

Sei S ¢ H eine Untermenge; A:= {K < H;Sc K}.

Definiere < S >= NA. Dann ist < S > die (fiir die Inklusion) kleinste Teilgruppe von H, die S
enthélt. < .S > heifit die Teilgruppe, die von S erzeugt ist.

Konvention: < g >= {1}

Notation: S ={ay,...,a,};< S >=<ay,...,a, > (wenn S endlich ist).

Proposition 15.4.
Sei S # @. Dann ist < S >={a'...a7";neN;q; € S;e; = +1}.

Beweis:
Diese Menge ist eine Teilgruppe (UA). Sie enthilt S und muss in jeder Teilgruppe, die S enthiilt
enthalten sein. O

Der Beweis dieser Proposition ist analog wie fiir Ringhomomorphismen und wird als UA
iiberlassen:

Proposition 15.5.
Sei ¢ : G - H ein Homomorphismus. Es gelten

(1) ¢(1)=1

(2) ¢(g7") = w(g)!

(3) ¢(g™) = ¢(g)" fiir alle n e Z

(4) kerp:={geG;p(g) =1} <G

(5) im @:={heH;3geG:p(g)=h}<H

Wir wollen Faktorengruppen definieren.

Definition 15.6.
Sei H <G und g € G. Dann ist gH := {gh | h € H} ist die linke Nebenklasse von g beziiglich H
und Hg:={hg | h e H} ist die rechte Nebenklasse von g beziiglich H.

Additive Notation: g+ H und H + g

Proposition 15.7.
Sei H < G. Es gelten:

(1) Die Menge der linken Nebenklassen bilden eine Partition von G i.e. G = Uy gH
und uH nvH # @ = uH =vH.

(2) Fiir alle u,v e G:uH =vH < v'ue H.

Beweis:
(1) 1€ H, also g € gH fiir alle g € G. Also G = UgH. Sei uH nvH # @. Sei v e uH,z € vH,

also x = uhy = vhy fiir geeignete hq, hy € H. Also u=v hohi!.
——
eH

Sei t € H. Es gilt also ut = v(hahi)t = v(hohi't) € vH, somit uH < vH.
Analog: uH 2 vH.

(2) uH =vH genau dann, wenn u € vH genau dann, wenn u = vh fiir ein h € H genau dann,
wenn v-tue H. ]



Proposition 15.8.

Sei N < G. Die Verkniipfung (uN) (0N = (u0)N
ulN)(vN) := (uv

ist wohldefiniert genau dann, wenn

(*) gng~t e N fiir alle g € G; fiir alle ne N

Beweis:
“=" Wohldefiniert —

u,uy € ulN

v,v; € VN } = ()N = (wo)N

Sei g € G,n € N, dann setze u = 1,v = gL, u; = n,v; = g = 1g7'N = ng™'N i.e.
g N =ng'N.

Nun: ng™' € ng !N, also ng™' € go'N. Also ng=' = g~'n; fiir geeignetes n; € N. Also
gng~t=mn;eN.

<" Sei u,u; € ulN,v,v; € vN. Zu zeigen: (uwv)N = (ujv;)N.
Schreibe u; = un, vy = vm;n,m e N. Wir zeigen: ujv; € (uv)N.
Wir berechnen: ujv; = (un)(vm) = u(vo=)nvm = wo(v-'nv)m = uvnym =uv(nym) O
—

—
=n1eN eN

Zusatz zu Proposition 15.8.
Wenn wohldefiniert, dann definiert die Verkniipfung (uN)(vN) := (uv) N eine Gruppenopera-
tion auf die Menge der linken Nebenklassen. (UA).

Definition 15.9. 1. Sei N <G. N ist normal, falls (+) in Proposition 15.8. gilt. Wir schrei-
ben dafiir: N 4G.

2. Fir N 4 G bezeichnen wir G/N die Gruppe der linken Nebenklassen .

Beispiel:
Sei ¢ ein Homomorphismus, N := ker ¢ ist normal, weil

plgng™) = p(g)e(n)e(g™) = w(g)e(g) " =1.
Also gng™' € N fiir alle ge G und n e N.
Die Umkehrung gilt auch (UA):
Proposition 15.10.
p: G — GIN

- gN
ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit ker ¢ = N.

Fiir N 4 G ist die kanonische Projektion
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In diesem Skript wollen wir die Menge der Nebenklassen, normale Teilgruppen, sowie Faktor-
gruppen weiter untersuchen. Im Abschnitt 17 werden wir zundchst die Anzahl der Nebenklassen
allgemein berechnen; insbesondere bestimmen wir die Kardinalitit einer Faktorgruppe. Im Ab-
schnitt 18 werden wir diesbeziiglich den ersten von insgesamt vier Isomorphiesitze studieren.

§17: Satz von Lagrange

Definition 16.1. Der Index einer Teilgruppe H in einer Gruppe G, bezeichnet mit [G : H],
ist die Anzahl der Linksnebenklassen von H in GG
([G : H] ist entweder eine natiirliche Zahl oder unendlich).

Satz 16.2 (Lagrange). Seien G eine endliche Gruppe und H eine Teilgruppe von G. Dann:
1. |H| teilt |G|

2. Bs gilt [G: H] = (5.

3. Insbesondere fiir H < G ist |G/H| = %

Beweis. Die Menge der linken Nebenklassen bilden eine Partition von G (Proposition 15.7). Da
G endlich ist, ist also n:= [G : H] eine natiirliche Zahl und es existieren ¢, ..., g, € G mit

o G=UL gH
o fiiralle1<i<j<ngilt gHngH=0.

Es geniigt also zu zeigen, dass jede Nebenklasse von H in G Kardinalitét |H| hat.
Sei also g € G. Die Abbildung
¢gH - gH; hwgh

ist surjektiv, nach Definition. Sie ist auch injektiv, denn, wenn fiir hy, hy € H gilt

ghi = ¢g(h1) = ¢g(h2) = ghsy

dann ergibt Multiplikation mit g~! die Gleichheit hy = hy. Es folgt, dass fiir alle Nebenklassen
gH von H
lgH| = |H]|

gilt. Daher
Gl = lg:iH| = Z|H| (G: H]|H|
i=1

woraus (i) und (ii) folgen. O



Bemerkung: Im obigen Beweis hdtten wir auch mit Rechtsnebenklassen arbeiten konnen.
Daher, die Anzahl der Linksnebenklassen von H ist gleich wie die von Rechtsnebenklassen.
Allgemeiner, die Abbildung gH ~ Hg! ist eine Bijektion zwischen die Menge der Links- und
Rechtsnebenklassen von H in G. (UA)

Korollar 16.3. Sei G eine endliche Gruppe. Fiir alle x € G teilt |z| die Ordnung |G|. Insbeson-
dere gilt fiir alle x € G: /61 = 1.

Beweis. Nach Proposition 14.3. und Satz 16.2 gilt |x| = [{x)] | |G O

Beispiel: Die Umkehrung des Satzes von Lagrange gilt nicht. Es gibt endliche Gruppen G und
m € N so dass m | |G|, jedoch besitzt G keine Teilgruppe der Ordnung m: Sei G = A,. Die
Elemente von A4 sind alle gerade Permutationen auf 4 Elementen:

Ay ={e, (123), (132), (234), (243), (134), (143), (124), (142), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}
Es gilt |A4] = 12, und 6 | 12, aber A, hat keine Teilgruppe der Ordnung 6. (UA)
Korollar 16.4. Jede Gruppe primer Ordnung ist zyklisch.

Beweis. Sei G eine endliche Gruppe mit |G| prim. Sei z € G,z # 1. Nach Korollar 16.3 teilt |z|
die Ordnung |G|. Da |G| prim ist, folgt entweder |x| = |G| oder |z| = 1. Aus x # 1 folgt |z| # 1 also
|z| = |G| und somit (x) = G. O

Wir betrachten nun weitere Gruppenkonstruktionen, die wir spdter im §18 fiir die Isomor-
phiesitze brauchen.

Bezeichnung 16.5. Sei GG eine Gruppe und seien S, T Teilmenge von G. Schreibe:
ST :={st:seS, teT}.
Proposition 16.6. Sei GG eine endliche Gruppe und seien H, K Teilgruppe. Dann gilt
|HK||H n K| = [HI|K].
Beweis. Definiere eine Abbildung
¢»:HxK - HK, (h,k)~ hk.

Nach Definition ist ¢ surjektiv.

Behauptung: fir alle (h, k) € H x K gilt ¢~1(hk) = {(hd™',dk):d e Hn K}.

Beweis der Behauptung:

“2”: offensichtlich, wenn d € H n K dann auch d-' € Hn K somit i =hd'e H und ¥’ =dk e K
und h'k’ = hk.

“c”: seien h' € H und k' € K mit W'k’ = hk. Dann d:= k'k' = h''he Hn K und h' = hd™! und
k' = dk. Die Behauptung ist damit bewiesen.

Es folgt, dass fiir alle v € HK, |¢p~!(x)| = |H n K| gilt und somit

|HK||Hn K| =|H x K| =|H||K]|.



Proposition 16.7. Sei GG eine Gruppe und seien H, K Teilgruppen. Die Menge H K ist genau
dann eine Teilgruppe wenn HK = K H.

Beweis. Wir bemerken die folgende allgemeine Tatsache: Seien h € H und k € K. Dann hk e HK
und (hk)t=k1hte KH. Alsoge HK < g 'e¢KH.

Sei nun H K eine Teilgruppe und sei g := hk € HK. Dann ist ¢! € HK, und somit g = (¢7!)~! €
KH. Somit HK ¢ KH. Die Inklusion KH € HK wird analog bewiesen.

Umgekehrt sei nun HK = K H. Bemerke dass HK # @. Seien hq, hy € H und ky, ko € K. Betrachte
hikihoks. Da k1hs € KH = HK gilt, dann existieren hg € H und k3 € K mit kihy = h3ks. Daher
hy(k1ha)ks = (hihs)(ksks) € HK. Also HK ist beziiglich Multiplikation abgeschlossen. Wir
haben weiterhin oben gemerkt, dass g € HK impliziert g-' € KH. Da KH = HK ist also HK
auch beziiglich Inversen abgeschlossen, und somit eine Teilgruppe. O]

Definition 16.8. Sei A eine Teilgruppe von G. Der Normalisator von A in G, bezeichnet
Ng(A), ist die Menge
Ng(A)={reG:xAz™t = A}

Bemerkung 16.9. Ng(.A) ist eine Teilgruppe von G die A enthélt, A ist genau dann normal
in G wenn G = Ng(A) (UA).

Korollar 16.10. Seien H, K Teilgruppen von G mit H < Ng(K). Dann ist HK eine Teilgruppe
von G. Insbesondere, wenn K < G dann HK < G fiir alle H < G.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass HK = KH. Seien h € H und k € K. Dann h™'kh, hkh™' € K
weil H < Ng(K). Daher hk = (hkh')h € KH und kh = h(h 'kh) e HK. Somit HK = KH. [

§18: Isomorphiesitze

Satz 16.11 (Erster Isomorphiesatz). Sei ¢: G - H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ker ¢ <
G und
G/ ker ¢ ~ Im ¢.

Beweis. Es wurde bereits bewiesen, dass der Kern eines Gruppenhomomorphismus normal ist
(s. Skript 15; Beispiel nach Definition 15.9).
Definiere f:G/ker¢ — H durch f(aker¢) = ¢(a).

e f ist wohldefiniert, denn wenn aker¢ = bker¢ dann ab=! € ker¢ also 1 = ¢(ab™') =
¢(a)p(b)~! und somit ¢(a) = ¢(b).

e f ist ein Gruppenhomomorphismus, denn

f((aker¢)(bker §)) = f(abker §) = d(ab) = ¢(a)d(b) = f(aker §) f (bker ¢).

e Im f=Im ¢. Klar.

e f ist injektiv: Seien f(aker¢) = f(bker¢). Dann ¢(a) = ¢(b) = ¢(ab™t) =1 = ab! ¢
ker ¢ = aker ¢ = bker ¢.

Also f:G/ker ¢ - Im ¢ ist also ein bijektiver Gruppenhomomorphismus (ein Isomorphismus).
O
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Korollar 16.12. Sei ¢: G - H ein Gruppenhomomorphismus. Dann
1. ¢ ist genau dann injektiv wenn ker ¢ = 1;
2. [G:ker¢] =|Im 9|

Beweis. 1. Die Hinrichtung folgt direkt aus der Definition von Injektivitét.

Fiir die Riickrichtung, sei ker ¢ = 1 und seien a,b € G mit ¢(a) = ¢(b). Dann ¢(ab™!) =
l=ableker¢g=abl=1=a=0.

2. Aus dem ersten Isomorphiesatz, folgt [G : ker ¢] = |G/ ker ¢| = |[Im ¢)|.
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In diesem Skript wollen wir weitere Isomorphiesdtze kennenlernen, und damit §18 beenden.

Wir ergidnzen Bemerkung 16.9:

Bemerkung 17.1. Seien A < B < G Gruppen. Der Normalisator Ng(A) von A in G ist die
grofite Teilgruppe von G in der A normal ist; A ist genau dann normal in B wenn B < Ng(A).
(siche UB).

Satz 17.2 (Zweiter Isomorphiesatz). Sei G eine Gruppe und seien A, B Teilgruppen mit A <
Ng(B). Dann ist AB eine Teilgruppe von G, B<AB, AnB< A und AB/B ~ A/(An B).

Beweis. Aus A < Ng(B) folgt AB < G (Korollar 16.10). Aus B < Ng(B) folgt AB < Ng(B),
also B < AB (Bemerkung 17.1).

Sei nun m: AB - (AB)/B die kanonische Projektion, und betrachte die Einschriankung 7|4 von
7 auf A. Fiir a € A mit w(a) =1 gilt auch a € B, daher a € An B. Also ist ker(w|4) = An B, und
daher An B < A.

Seien nun a € A und b € B. Es gilt w(a) = w(ab). Also ist 7|4 surjektiv, d.h., Im (7|4) = (AB)/B.
Der erste Isomorphiesatz (Satz 16.11) ergibt nun A/(An B) ~ (AB)/B. O

Satz 17.3 (Dritter Isomorphiesatz). Sei G eine Gruppe und seien H, K 4 G normale Teilgrup-
pen mit H < K. Dann K/H < G/H und

(G/H)/(K/H) ~G/K.
Beweis. Definiere die Abbildung f:G/H - G/K durch f(gH) = gK.

e [ ist wohldefiniert, da fiir g1,92 € G mit g1 H = g2 H gilt g7'go € H und gy'ge € K. Also
91K = g2 K (s. Proposition 15.7).

e f ist ein Gruppenhomomorphismus:

flaHbH) = f(abH) = abK = aKbK = f(aH) f(bH).

e f ist surjektiv: klar.

e Bemerke dass H < K, so dass K/ H eine Gruppe ist, also K /H < G/H ist eine Untergruppe
(s. Proposition 15.8). Wir behaupten dass ker f = K/H. In der Tat, sei a € G. Dann
flaH) =1K <= aK =1K <= a¢ K. Daher K/H =ker f. Also K/H 4 G/H und (s.
Satz 16.11) es folgt:

(G/H)/(K|H) ~G|K.
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Satz 17.4. (Gitter Isomorphiesatz / Korrespondenzsatz) Sei G eine Gruppe und N eine normale
Teilgruppe von G. Fiir eine Teilgruppe A die N enthilt, sei A :== A/N. Sei mG - G/N die
kanonische Projektion.

Die Abbildung A + 7(A) = A ist eine Bijektion zwischen der Menge der Teilgruppen von G die
N enthalten und der Menge der Teilgruppen von G/N.

Weiter, fiir A, B <G mit N <A und N < B gelten:
1. A<B <= A< B;in diesem Fall, gilt [B: A] =[B: A].
2. AdB <= AdDB;in diesem Fall, gilt B/A~ B/A.

Beweis. Siehe UB. ]

Satz 17.5. (Schmetterlingslemma / Lemma von Zassenhaus) Seien a < A und b 4 B Teilgruppen
einer Gruppe G. Dann

1. a(Anb)da(AnB)
2. b(Bna)db(BnA)
3. (Anb)(Bna)dAnB
4.

a(AnB) AnB _b(BnA)
a(Anb)  (Anb)(Bna) b(Bna)

Beweis. Aus A < Ng(a) beziehungsweise B < Ng(b) folgen :
Anb<AnB< Ng(a) beziehungsweise Bna<An B < Ng(b).

(s. Bemerkungen 16.9 und 17.1).
e Daher sind a(Anb),a(An B),b(Bna) und b(An B) Teilgruppen von G (s. Korollar 16.10).

Zunichst zeigen wir 3.

e Bemerke, dass Anb und B na normale Teilgruppen von A n B sind. Wir fithren den Beweis
fir Anb (der Beweis fiir Bna ist analog): Fiir g€ An B und ¢ € Anb gelten gcg™' € b (weil
b<d B) und geg™' € A weil ¢, g € A.

e Also ist (Anb)(Bna)< An B (s. Korollar 16.10). Es folgt iibrigens dass (Anb)(Bna) =
(Bna)(Anb) (s. Proposition 16.7).

e Jetzt priifen wir dass (Anb)(Bna) eine normale Teilgruppe von An B ist: fiir ce Anb und
de Bna gilt gedg™ = gcg~lgdg™ € (Anb)(Bna).
Jetzt zeigen wir 4 (und zugleich 1. beziehungsweise 2.).

Ein Element x € a(A n B) lésst sich als x = ay darstellen mit « € @ und v € An B. Definiere

AnB
(Anb)(Bna)

fra(AnB) -

durch
z~>y(Anb)(Bna).
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e f ist wohldefiniert: sei ay = o/y’. Dann vyt = (o) laeanBnA=anB<(Anb)(Bna),
d.h.:
Y(Anb)(Bna)=v(Anb)(Bna).

e f ist ein Gruppenhomomorphismus: seien a, o’ € @ und v,7' € An B. Dann «,ya/~y~! € a weil
a< A. Also

flava'y') = f((ava/y™)y") =77 (Anb)(Bna)
und da (Anb)(Bna)< An B folgt

flay)f(ay) =v(Anb)(Bna)y'(Anb)(Bna) =17 (Anb)(Bna).

e f ist surjektiv: nach Definition.

e Es gilt ker f = a(Anb). In der Tat, seien o € a und v € An B mit f(ay) = 1(Anb)(Bna), d.h.,
ve(Anb)(Bna). Seien x € (Anb) und y € (Bna) mit v =zy. Dann ay = (ax)y € a(Anb).
Umgekehrt, seien o € a und v € AnB mit oy € a(Anb). Dann existieren ¢ € a, s € Anbmit ary = ts.
Nun o't € a und aus 7, s € B folgt a1t = ys71 € B. Also a~lts =y € (Bna)(Anb) = (Anb)(Bna)
und somit oy € ker f.

e Nach dem ersten Isomorphiesatz ist a(A nb) normal in a(An B) (was 1. zeigt) und

a(AnB)  (AnB)
a(Anb)  (Anb)(Bna)

e Wenn wir nun A und B und, entsprechend, @ und b umtauschen und den gleichen Beweis
durchfithren bekommen wir 2. und

W(ANB)  (AnB)
b(Bna) (Anb)(Bna)

Das Schmetterlingsdiagramm:

a(AnB) b(An B)

/
a(Anb) AnB b(an B)
\ /

a (Anb)(an B) b

B/ \b

an nA
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18 Script zur Vorlesung: Algebra 1 (WiSe2020-2021)

Prof. Dr. Salma Kuhlmann

In diesem Skript werden wir Abschnitt §19 beginnen; Normalreihen einfihren, Satz 17.5 benut-
zen um den Verfeinerungssatz von Schreier sowie den Satz von Jordan-Hélder zu beweisen.

§19: Einfache und auflésbare Gruppen

Definition 18.1. Sei GG eine Gruppe.

1. Eine normale Teilgruppe N < G heif3t auch Normalteiler von GG. Wir schreiben auch G > N
dafiir.

2. G ist einfach falls G nicht-trivial ist (i.e. G # 1) und 1 und G die einzige Normalteiler von
G sind.

Proposition 18.2. Eine nicht-triviale abelsche Gruppe G ist genau dann einfach wenn G ~ Z,
fiir eine Primzahl p (i.e. G ist zyklisch von primer Ordnung p).

Beweis. 1. Sei G eine abelsche Gruppe. Dann ist jede Teilgruppe N von G normal (weil die
Bedingung () in Proposition 15.8 stets fiir N erfiillt ist, wenn G abelsch ist). G ist also
genau dann einfach wenn ihre einzige Teilgruppen 1 und G sind. (Insbesondere ist Z,
einfach, wegen Lagrange’s Satz).

2. Sei nun G einfach. Aus 1. folgt, dass G von jedem nicht-trivialen Element erzeugt ist, also
G ist zyklisch. Wenn G zyklisch und unendlich ist, und x ein Erzeuger von G, dann ist
z.B. 22 kein Erzeuger von G (s. Proposition 14.11). Es folgt: G ist endlich und zyklisch
und jedes Element z # 1 erzeugt G.

Sei nun x # 1 ein Erzeuger von G, p € N eine Primzahl die |z| teilt. Dann ist |2P| < |z] (s.
Proposition 14.11) und daher ist 2P kein Erzeuger, also ist z? = 1. Daraus folgt |G| = p.
[

Definition 18.3. Sei GG eine Gruppe.
1. Eine Kette von Teilgruppen
1=Gog<Gi1<...<G,=(C
heifit Normalreihe falls G; 9 G4 fiir alle ¢ =0, -, s gilt.

2. Die Quotienten G;,1/G; fiir i =0,...,s— 1 heiflen Faktorgruppen, oder die Faktoren oder
die Quotienten der Normalreihe.

3. Eine Normalreihe heifit Kompositionsreihe falls alle Faktorgruppen einfach sind.

4. In diesem Fall heiflen die Faktorgruppen Kompositionsfaktoren von G.
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5. Eine Normalreihe
1=Gy<G1<.. <G, =G

heifit Verfeinerung einer anderen Normalreihe
1=H0§H2§...SHT:G
falls Hy, ..., H, eine Teilkette von Gy,..., Gy ist.

Beispiel: Die Gruppe Ay ist normal in Sy, weil [Sy: Ag] =2 (s. UB) Im UB wird ferner gezeigt,
dass die Teilgruppe (die kleinsche Vierergruppe)

V={(1),(12)(34), (13)(24), (14)(23)}

ein Normalteiler von A, ist. Somit ist
{1} sV 1A, 48,
eine Normalreihe fiir Sy.

Definition 18.4. Zwei Normalreihen heiflen dquivalent falls es eine Bijektion zwischen ihren

Faktorgruppen gibt, und entsprechende Faktorgruppen isomorph sind. Das heifit zwei Reihen
Hyd-dH; 9 Hjy - 9G

und Kod+<9K; 9K, 494G

sind dquivalent, wenn es eine Bijektion ¢ — j gibt, so dass die korrespondierenden Faktoren

isomorph sind: H;1/H; ~ Kj1/K;.

Beispiel: Betrachte die folgende Kompositionsreihen fiir Zs:

Z3o > (5) > (10) > {0}
Zso > (3) > (6) > {0}.

Die Kompositionsfaktoren der ersten Reihe sind Z3o/(5) ~ Zs, (5)/(10) ~ Zy und (10)/(0) ~ Zs.
Die Kompositionsfaktoren der ersten Reihe sind Z3o/(3) ~ Z3, (3)/(6) ~ Z und (6)/(0) ~ Zs.
Daher sind die zwei Kompositionsreihen dquivalent.

Satz 18.5 (Verfeinerungssatz von Schreier). Zwei Normalreihen einer Gruppe G haben dquivalente
Verfeinerungen.

Beweis. Seien

(1) 1=Gp<G14...4G, =G
und
(2) 1=HydH2...4H, =G

Normalreihen. Sei G;; := G;(Giy1 n H;) fiir 0 < j <r. Dann
G@o = Gz{l} = Gz und Giﬂ« = Gi(GHl n G) = Gi+1.

(also haben wir r weitere Glieder zwischen G; und G, eingefiigt).
Da G; 4 Giy1 und H; 9 Hj,q, aus dem Lemma von Zassenhaus (mit a = G;, A = Gi1, b= H;
und B = Hj+1 ) fOlgt

Gi,j = Gi(GHl n Hj) d Gi(GHl n Hj+1) = Gi,j+1-
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Somit ist die folgende Normalreihe eine Verfeinerung von (1):

{1} 9Go09Gp19...4G, =G109G114... 4G54, =G, =G.
Sei nun H; ;= H;(H;;; nG;) fir 0<j <s. Ahnlich wie oben, ist

{1} <Hyo<9Hy14...4Hys=H1gdH14...4H,,,=H,=G.

eine Verfeinerung von (2). Nun, aus dem Lemma von Zassenhaus (mit a = G;, A = Gi4q, b= H;
und B = H,,;) folgt
Gi(Gi+1 N Hj+1) N Hj(Hj+1 N Gi+1)
GZ'(GH1 n Hj) B Hj(Hj+1 n Gl)

das heifit:
Gi,j+1/Gi,j = Hj,i+1/Hj,i-

Satz 18.6 (Satz von Jordan-Hélder). Sei G eine endliche Gruppe mit G # 1. Dann gelten

1. G hat eine Kompositionsreihe

2. alle Kompositionsreihen von G sind dquivalent.

Beweis. 1. Wenn G einfach ist, dann ist {1} < G bereits eine Kompositionsreihe.

Sei nun G nicht einfach. Da G endlich ist, hat sie einen maximalen echten Normalteiler
N. Dann ist G/N einfach, nach dem Korrespondenzsatz 17.4. Nach Induktion auf |G| hat
G eine Kompositionsreihe. UA.

2. Nach dem Korrespondenzsatz 17.4 haben Kompositionsreihen keine echte Verfeinerungen;
wenn G; 4 N 4Gy, dann N/G; 4 G41/G; und wenn Gy, /G, einfach ist, dann gilt N = G;
oder N = (G;,1. Nun, nach dem Verfeinerungssatz von Schreier haben zwei beliebige Kom-
positionsreihen dquivalente Verfeinerungen. Somit sind zwei beliebige Kompositionsreihen

bereits dquivalent.
O

Definition 18.7.
G heifit auflosbar, wenn es eine Normalreihe mit abelschen Faktoren hat.

Bemerkung 18.8.
Jede abelsche Gruppe ist trivialerweise auflosbar. Betrachte G > {1}.

Erinnerung (s. LA II, Kapitel II, § 6; Skripte 6 und 7.) Sei n >3, dann ist
1. |S,/A,] =2
2. S, ist nicht abelsch

3. A, ist nicht abelsch fiir n >3
(Begriindung: (123) und (234) kommutieren nicht!)

Beispiel 18.9.
S, ist auflosbar fiir n < 4: S; und S, sind abelsch also auflésbar. Wir betrachten nun:

1. Sz Az {1}

| S3/As | =2 | A3/{1} | = 3: Diese zwei Gruppen haben als Ordnung eine Primzahl. Es
folgt aus Lagrange, dass die Gruppen zyklisch sind, also abelsch.

2. Sy Ay Ve W e {1}, wobei V die kleinsche Vierergruppe ist und W := {1, (12)(34)}.
|S4/A4|:2 |A4/V|=3 |V/W|:2
Die Faktorgruppen sind also Zy und Zs.
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19 Script zur Vorlesung: Algebra 1 (WiSe2020-2021)

Prof. Dr. Salma Kuhlmann

In diesem Skript werden wir auflosbare Gruppen weiter untersuchen, und eine Charakterisie-
rung erzielen in Satz 19.6. Dafiir werden wir neue Definitionen und Begriffe (z.B. iterierte
Kommutatoren) bendtigen. Auflosbare Gruppen spielen in Kapitel J eine wesentliche Rolle.

Sei G # {1} stets eine Gruppe.
Definition 19.1.

1. Fiir g,h € G definiere (g,h) := g th™tgh € G ; (g,h) heit Kommutator von g und h.
2. G":=(G,G) ist die Kommutatorgruppe von G und ist die Untergruppe, die durch
S:={(g,h);9,h e G}
erzeugt wird.

3. Wir definieren die iterierte Kommutatoren per Induktion iiber ke N,k > 2 :

G = (G’)', G(k) .= (G(k—l))/_
Bemerkung 19.2.

1. G ist abelsch genau dann, wenn (G,G) = {1}.

2. gh=hg(g,h)
3. (g,h) =(h,g)™t, also ist < .S >={s1---s,, | neN; s, € S}.
4. Wenn H <G, dann ist H®O < GO fiir alle [ € N.

Beweis: UA.

Wir werden nun die iterierte Kommutatoren genauer untersuchen, und sie fiir unsere Charak-
terisierung fiir auflosbare Gruppen ausnutzen.

Proposition 19.3.
Seien GG, K Gruppen und 7: G - K ein Homomorphismus. Es gelten

1(g,h) = (n(g),n(h))

n(G") c K’

Wenn 7 surjektiv ist, gilt ferner: n(G’) = K’

Insbesondere fiir einen beliebigen Homomorphismus 7 gilt: n(G’) = n(G)’ und
Allgemeiner gilt n(G®)) = n(G)®) fiir alle k e N

U W=
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Beweis:
L. Wir berechnen: n(g, h) = n(g~*htgh) =n(g)~'n(h)*n(g)n(h) = (n(g),n(h)).
2. Aus 1. folgt unmittelbar n(G’) ¢ K'.

3. Wenn 7 surjektiv ist, folgt aus 1. dass fiir alle x,y € K : (x,y) € n(G"). Es folgt also auch
n(G') 2 K’ , und damit ist die Gleichheit bewiesen.

4. Klar, da n: G - n(G) surjektiv ist.
5. Fiir k =1 gilt die Behauptung wie in 4.

Nun betrachte n: G’ - K und 4. nochmal angewendet ergibt:

Coa@y) = @y
Le.  n(G") = ((G)) =n(G)".
(Usw. per Induktion fortsetzen, UA). i

Proposition 19.4.
Wenn K 4G, dann ist K’ 4 G . Insbesondere ist G’ < G .

Beweis:

Sei a € G fest und betrachte die Abbildung 7, : K - K, k~ aka™'.

Da K ein Normalteiler ist, ist 7, wohldefiniert. Auierdem ist 7, ein Homomorphismus (UA).
Aus Proposition 19.3 folgt: n,(K') ¢ K’ fiir alle a e G, i.e. K'4G. O

Wir erhalten also eine Kette:
GoG >G> >GRpGED ...
Fiir den Beweis von Satz 19.6 brauchen wir noch:

Lemma 19.5.
Sei K < G. Es gilt G/K ist abelsch < K > G'. Insbesondere ist G/G’ abelsch.

(In der Tat ist G’ ist die kleinste normale Untergruppe mit dieser Eigenschaft).
Allgemeiner gilt: G*) /G*+1) ist abelsch fiir alle k € N.

Beweis:

Aus Bemerkung 19.2 folgt: G/K ist abelsch < (G/K)' = {1} < (¢K,hK) =1 fiir alle g,h € G.
Aber (¢K,hK) = (¢K) Y (hK)'gKhK = (¢g7'h tgh)K = (g,h)K. Also ist G/K abelsch <
(g9,h)K = K fiir alle g,h e G < (g,h) € K fiir alle ghe G <= G' < K.

Die letzte Aussage folgt per Induktion nach k € N. O

Satz 19.6.
G ist auflésbar < 3k € N mit G = 1.

Beweis:
“<” Folgt unmittelbar aus Lemma 19.5: Die Normalreihe G > G’ > --- > G®*) = 1 hat abelsche
Faktoren.
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“=7 Sei G =G> G, Gyyq = {1} eine Normalreihe mit abelschen Faktoren G;/G,;.

Lemma 19.5 = G;,1 2 G} fiir alle i.

Wir priifen per Induktion dass G, 2 GO fiir alle :
efiri=1gilt G=G,2G" V
e Induktionsannahme fiir £ v/
e Induktionsschritt fiir &+ 1: Gy 2 (Gi)' 2 (GR)) = G+D)

SchlieBlich, da G, = {1} folgt insbesondere G(+1) = {1} ]

Satz 19.7.
Sei G auflosbar.

(1) Sei H <G. Dann ist H auflosbar.
(2) Sein:G - H ein surjektiver Homomorphismus, dann ist H auflosbar.

(3) Sei G eine beliebige Gruppe und K < G, so dass K und G/K auflosbar sind, dann ist G
auch auflosbar.

Beweis: Fiir den Beweis, benutzen wir stillschweigend Proposition 19.3 und Satz 19.6:
(1) H<G= H® <GW also G®) = {1} = HK® = {1}.
(2) n(G®D)=n(G)D. Also G®) = {1} = n(G)*) = {1}. Also H® = {1}.
(3) Sei 7: G » G/K die kanonische Projektion. Es gilt 7(G®) = (G/K)®.

Nun G/K auflésbar = 3k mit 7(G®) = (G/K)*) = {1} . Also: fiir alle z € G®) gilt
rK = K. Es folgt: fiir alle z e G®) gilt x € K , i.e. G® c K.

Nun ist aber auch K auflésbar, also existiert ¢ mit K = {1}. Wir berechnen: G*+0) =
(GWYec KO = {1} o
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20 Script zur Vorlesung: Algebra 1 (WiSe2020-2021)

Prof. Dr. Salma Kuhlmann

In diesem Skript werden wir eine Charakterisierung fiir endliche auflésbare Gruppen beweisen.
Wir werden ferner (erginzend zu Beispiel 18.9) die Gruppen A,, und S, firn >5 untersuchen,
damit werden wir Abschnitt §19 beenden. Im Abschnitt §20 werden wir die Sylow Sdtze aussa-
gen, und die notwendige Begriffe und Werkzeug fiir deren Beweise einfiihren.

Sei G # {1} stets eine Gruppe.

Bemerkung 20.1.
G ist auflosbar und einfach = G ist abelsch (weil G & {1} die einzig mogliche Normalreihe ist).

Satz 20.2.
Sei GG eine endliche Gruppe. Dann ist G auflosbar <> jeder (nicht-trivialer) Kompositionsfaktor
einer Kompositionsreihe ist zyklisch mit Primordnung.

Beweis:

“=” Sei G auflosbar; und G = G; & - > G441 = {1} eine Kompositionsreihe. Per Definition ist
GGy einfach, fir alle i. Aulerdem ist G;/G;y1 auch auflosbar, fiir alle @ (s. Satz 19.
7). Es folgt: G;/G41 ist abelsch, fiir alle ¢ (s. Bemerkung 20.1), also entweder trivial oder
zyklisch mit Primordnung (s. Proposition 18.2).

“<” Da G endlich ist, existiert wegen Jordan Holder eine Kompositionsreihe

(*) G=G -Gy ={1}

Per Annahme sind die (nicht-triviale) G;/G;;1 zyklisch mit Primordnung. Dann ist insbe-

sondere G;/G;,1 abelsch und damit ist die Reihe (*) sogar eine auflésbare Reihe. o.
Satz 20.3.

A,, ist einfach fiir n > 5.

Beweis:

Aus Lineare Algebra II, UB5 Aufgabe 5.3 (b) wissen wir dass A,, von 3-Zykeln erzeugt ist, fiir
n>3.Sei K #{1}, K 4A,. Zu zeigen: K = A,.

Behauptung 1: Wenn K ein 3-Zykel enthélt, dann enthélt K alle 3-Zykeln.

Beweis: Sei OE (123) € K und (ijk) beliebig. Betrachte v darunter (OE ist v € A,, sonst
ersetze durch (Im)y):

(12345-~
=

. . g
ik im e ) . Wir berechnen: v(123)y~! = (ijk) (%)

Da K normal ist folgt nun wegen (») dass (ijk) € K . o
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Behauptung 2: K enthélt ein 3-Zykel.

Beweis: o Sei a € K ;a # 1. Wéhle o mit maximaler Anzahl von Fixpunkten. Bemerke
dass « keine Transposition ist. Wir zeigen: « ist ein 3-Zykel. Sonst schreibe:

()  a=(123-)
oder

(b)  «a=(12)(34) -

als Produkt disjunkter Zykeln.

e Beobachte, dass im Fall (a) a noch zwei Zahlen bewegen muss (ohne Ein-
schrankung 4, 5), sonst ist a = (123k) eine ungerade Permutation - Widerspruch.
e Setze [ :=(345) und «ay := faf~l. Dann ist ay € K, weil « € K und K < A,,.
Direktes Rechnen zeigt:

aj = (124---)--- im Fall (a) und oy = (12)(45)--- im Fall (b).

Auf jeden Fall ist ag # o und damit g := ;a4 1 und ay € K.

Nun ist jede £ > 5 durch g fixiert. Beobachte, dass falls ¢ auch durch « fixiert ist,
¢ auch durch as fixiert ist. Also sind die Fixpunkte von o und «y die groer als
5 sind, identisch.

Direktes Rechnen im Fall (a) zeigt as(2) = 2 und auBerdem bewegt « in diesem
Fall 1,2,3,4,5 (wie oben beobachtet). Also hat ay einen extra Fixpunkt (ndmlich
2). Da ay € K ist es ein Widerspruch.

Direktes Rechnen im Fall (b) zeigt as(1) =1 und a2(2) = 2 - Widerspruch. O

Korollar 20.4.
S, ist nicht auflosbar fiir n > 5.

Beweis:
Sonst wire wegen Satz 19.7 auch A,, auflésbar. Da aber A,, einfach ist folgt wegen Bemerkung
20.1 dass A,, abelsch ist - Widerspruch (s. Erinnerung, S. 3 Skript 18). 0

§20: Die Sylow Satze.

Unser ndchstes Ziel ist es, die Sylow Sditze zu beweisen. Diese sind Sonderfille, fir die die
Umkehrung von Lagrange gilt. Die Sylow Sdtze werden wir fir die Galoistheorie in Kapitel 4
bendtigen.

Sei G stets eine endliche Gruppe.

Sylow 1:
Sei p Primzahl und k € N, so dass p* | |G|, dann hat G eine Teilgruppe H der Ordnung p*.

Definition 20.5.
Eine solche Teilgruppe H mit H = p™, wobei m maximal ist, heif3t eine Sylow-p-Untergruppe.
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Sylow 2:

1. Sylow-p-Untergruppen H; und Hs sind zueinander konjugiert, das heifit es existiert a € G
mit Hy = aHa™t.

2. Die Anzahl der Sylow-p-Untergruppen ist ein Divisor von [G : H] fiir eine (jede) Sylow-
p-Untergruppe H und ist =1 mod p.

3. Jede Untergruppe der Ordnung p* ist enthalten in einer Sylow-p-Untergruppe.

Fiir die Beweise der Sylow-Sdtze brauchen wir Gruppenaktionen.:

Definition 20.6.
Sei G eine Gruppe und S # @ eine Menge. Eine Abbildung

GxS - S
(9,2) = gx

so dass

(i) lz =z fir alle x € S

(i1) g1gow = g1(gox) fiir alle z € S und fiir alle g1, g2 € G
heifit Gruppenaktion. Wir sagen G operiert auf S.

Definition 20.7.
Angenommen G operiert auf S und S’. Die Aktionen heiflen dquivalent, wenn es eine Bijektion

v:S -5

gibt so dass
v(gr) = gv(x)
fiir alle ge G und z € S.
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21 Script zur Vorlesung: Algebra 1 (WiSe2020-2021)

Prof. Dr. Salma Kuhlmann

In diesem Skript werden wir Gruppenaktionen genauer untersuchen, einige wichtige Beispiele
und Begriffe dazu lernen, und eine Charakterisierung von transitiven Aktionen beweisen in Satz
21.12. Der Satz ergibt mehrere Korollare, u.a. die wichtige Bahngleichung in Skript 22.

Seien stets S # @ eine Menge, GG eine Gruppe.
Notation: Sym S bezeichnet die Gruppe der Permutationen von S.

Definition 21.1.
H < Sym S heifit Permutationsgruppe.

Proposition 21.2. Sei G eine Gruppe. Angenommen G operiert auf S. Sei g € G.

1. Definiere die Abbildung
T(g): S — 8

r e~ gx
Dann ist T'(g) € Sym S'.

2. Die Abbildung
T: G — SymS

g = T(g9)

ist ein Gruppenhomomorphismus.
Beweis: UA. m

Definition 21.3.
Ansatz wie in Proposition 21.2, ker T' 4 G heif3it der Kern der Aktion von G auf S. Die Aktion
heifit effektiv, wenn ker T' = {1}.

Bemerkung 21.4.

1. G operiert auf S und H < G = H operiert auf S (durch Einschrinkung).

2. G operiert auf S und @ # O ¢ S = G operiert auf O
(wann immer die Einschrénkung wohldefiniert ist.)

Beweis: (UA) O

Beispiel 21.5 (samt Definitionen).

(i) Nehme S = G. Definiere die effektive Aktion “linke Multiplikation” py, :
(g,x)» gz | firalleg,zeG.
——

Produkt in G

(ii) Dual dazu pg: “rechte Multiplikation”.
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(iii) Nehme S = G. Definiere die Aktion “Konjugation” k;:
(g,2) — gxg™!, fir alle g,z € G.

Der Kern dieser Aktion ist die normale Untergruppe Cg < G und heif3t Zentrum von G:
Co = {g| VeeG:gxg =21}
= {g| VeeG:gr=xg}

Satz 21.6. (Satz von Cayley)
Jede Gruppe ist isomorph zu einer Permutationsgruppe.

Beweis:
Setze S = G, G operiert auf S mit p;. Betrachte den Gruppenhomomorphismus 7' wie in
T: G — Sym G
g = T
Dann ist offensichtlich ker 7' = {1}. Also G ~T(G) < Sym G. m

Proposition 21.2 :

Aktionen induzieren Aquivalenzrelation. Wir nehmen an: G operiert auf S.
1. Seien z,y € S. Setze x ~ Y, wenn es ein g € G gibt, s.d. y = gx.
p ist eine Aquivalenzrelation auf S.
2. [x] == Gz :={gx | g € G} heit die Orbit oder Bahn von z in S.

3. Es folgt: S =| | G.
zeS

Beispiel 21.7 (samt Definitionen).

(iv) Sei H < G, setze S = G . Dann operiert H auf G durch p; (s. Bemerkung 21.4). Wir

berechnen fiir z € G :
[x]={hx|heH}=Hz,

also die rechte Nebenklasse von x beziiglich H.
(v) Analog fiir ug . Hier bekommen wir [z] = zH, die linke Nebenklasse von = beziiglich H.
(vi) Fir die Aktion x;, und z € G ist [x] = {gzg~! | g € G} die Konjukationsklasse von .

Proposition 21.8.
(i) Die Konjugationsklasse von x ist {x} genau dann, wenn x € Cg.

(i1) Also ist das Zentrum von G die Vereinigung solcher Konjugationsklassen.

Beweis: UA

Wir nehmen an: G operiert auf S.

Definition 21.9.
1. G operiert transitiv auf S, oder die Aktion von G auf S ist transitiv wenn es nur eine
Bahn gibt, das heifit fiir alle x,y e S : x 2

2. Sei x € S, der Stabilisator von x in G ist die Untergruppe von GG

Stab, :=={geG ; gr=x.}
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3. Fiir die Aktion x; von G auf G und x € G heifit
Stab, ={g e G | grg™' =2} =C(x) ={g e G | gz = xg},

der Zentralisator von x in G.

Bemerkung 21.10.
(i) Wir nehmen an: GG operiert auf S. Seien z,y € S und g € G. Es gilt:

y = gx = Stab, = g~ (Stab,)g .

(i1) Es folgt: wenn G auf S transitiv operiert, dann gilt:

Vz,y € S3g e G : Stab, = g(Stab,)g™* .

Beweis: UA O

Beispiel 21.11. [Transitive Aktion:]

Sei H < G und setze G := {xH | x € G} die menge der linken Nebenklassen von H in G. Dann
operiert G auf G durch linke Multiplikation: g(zH) := (gx)H. Die Aktion ist transitiv: seien
cH und yH € G, setze g = yx~'. Dann ist g(zH) = (g2)H = (ya~'z)H = yH .

Wir zeigen nun, dass bis auf Aquivalenz von Aktionen, alle transitive Aktionen von G auf eine
Menge S # @ diese Gestalt haben:

Satz 21.12.

Wir nehmen an dass G transitiv auf S operiert. Sei s € S fest und setze H := Stab,. Dann ist die
angegebene transitive Aktion von G auf S #quivalent zur Aktion von G auf G = {zH | x € G}
durch linke Multiplikation.

Beweis:
Definierte v : G — S mit v(xH) := xs. Laut Definition 20.7 miissen wir Folgendes priifen:

e v ist wohldefiniert weil zH = yH gdw y~'z e H gdw (y'x)s=s gdw zs=ys (¥)
e Die Aktion ist transitiv = v ist surjektiv.
e v ist injektiv (auch wegen (*) ).

e Wir berechnen: v(g(xH)) =v((gx)H) = (g9x)s = g(xs) = gv(zH).

Korollar 21.13.
Es sei G eine endliche Gruppe und S # @ eine Menge so dass G auf S transitiv operiert. Dann
ist |S| =[G : Stabs] fiir ein (jedes) s € S. Insbesondere ist S endlich und |S| | |G|.

Beweis:
Es folgt nun aus Satz 21.12 und Satz 16.2. m
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In diesem Skript werden wir die Bahn Gleichung und die Sylow Sdtze beweisen. Damit beenden
wir Kapitel 3.

Seien S # @ eine Menge, GG eine Gruppe, so dass G auf S operiert.

Wir wollen nun Korollar 21.13 fiir eine beliebige Aktion verallgemeinern:

Korollar 22.1. [Bahngleichung]
Sei S endlich; wihle ein Vertretersystem {zy,...,x,} der Bahnen. Es gilt

S| = S[G: Stab,,] .

1=1

Beweis:
Seien O, ..., 0, alle Bahnen. Es ist leicht zu sehen (s. Bemerkung 21.4), dass die Aktion von
G auf O; transitiv ist fiir jedes i = 1,...,r. Es folgt aus Korollar 21.13 dass |O;| = [G : Stab,, ].

Nun ist S =| |O;, also [S| = Y7, |O4]. O
i=1
Korollar 22.2. [Klassengleichung I]
Sei G endlich; wihle ein Vertretersystem {z1,...,x;} der Konjugationsklassen von G. Es gilt
k

Gl =[G Ca)].

1=1

Beweis:
G operiert auf G durch die Konjugation x; und Stab,, = C'(x;) per Definition 21.9. Wir kénnen
Korollar 22.1 also direkt anwenden. ]

Korollar 22.3. [Klassengleichung II]
Sei G endlich; wihle ein Vertretersystem {yi,...,y,} fiir die Konjugationsklassen in G\Cg. Es

gilt:
¢

Gl =1Ccl+ 3 [G: C(y:)] (*)
i=1
Beweis:
Die Konjugationsklasse von x ist {x} gdw x € Cg genau dann, wenn C'(z) =G (**)
(s. Proposition 21.8). In Korollar 22.2 wird also in der Formel 1 = [G: G] = [G : C(z;)] so oft
summiert wie es Elemente in C¢ gibt. Also erhalten wir |Cg| als ersten Summand. O



27

Korollar 22.4.
Sei G endlich, |G| = p*, p ist Primzahl und k € N. Es gilt Cq # {1}.

Beweis: Siche UB.

Proposition 22.5. Sei G eine endliche abelsche Gruppe, p € N eine Primzahl und p | |G|. Dann
existiert ein x € G mit |z| = p.

Beweis: Siehe UB.
Beweise der Sylow-Sitze.

Beweis von Sylow 1:
Sei p Primzahl und k € N, so dass p* | |G|. Wir werden per Induktion nach |G| zeigen dass G
eine Teilgruppe H der Ordnung p* hat.

e |G| =2 ist klar.
e Induktionsannahme: Sylow 1 gilt fiir alle Gruppen der Ordnung < |G].

e Induktionsschritt: Wir werden Lagrange’s Satz, die Klassengleichung I1, und Proposition 22.5
(fiir die abelsche Gruppe C':= C) anwenden.

Zwei Falle sind zu betrachten:

Fall 1: p +|C|. In diesem Fall wegen () 37 mit p + [G : C(y;)].
Aber p* | |G| und |G| =[G : C(y;)] | C(y;) |
Also pk | |C(y;)|- Wegen (*x) ist |C'(y;)| < |G, da y; ¢ C ist.
Induktionsannahme = C'(y;) besitzt eine Teilgruppe der Ordnung p*. Opun

Fall 2: p | |C]. In diesem Fall liefert Proposition 22.5 ein Element ¢ € C' der Ordnung p.

Nun ist < ¢>d C,| < ¢>| = p. Betrachte die Gruppe G/ < ¢ > der Ordnung Ny

<c>| T p

Also pF~! | |- £ ]. Induktionsannahme = 3 eine Teilgruppe von G/ < ¢ > der Ordnung p*-*.

Nun haben wegen Satz 17.4 die Teilgruppen von G/ < ¢ > die Gestalt H/ < ¢ >, wobei
H <G und < c>< H. Also existiert H <G mit |[ZL| = p#~! . Wir berechnen:
|H|:| 1 | |<C>|:pk_1p:pk- Orali2 D.S'ylowl

<c>

Wir wollen nun Sylow 2 beweisen.

Bemerkung 22.6. Sei H < G und g € G. Dann ist gHg™! < G. G operiert also durch Konju-
gation auf I' := die Menge der Teilgruppen von G. Wir miissen diese Aktion besser verstehen.
Fiir H €I berechnen wir:

(i) Staby ={geG; gHg' = H}. Somit erkennen wir dass Staby = Ng(H) der Normalisator
von H in G (s. Definition 16.8). Zur Erleichterung der Notation schreiben wir hier N(H)
anstatt Ng(H). Wir erinnern dass H < N(H) (s. Bemerkung 17.1).

(ii) Die Bahnn von H : Og = {gHg™' ; g € G}. Korollar 21.13 liefert |Oy| =[G : N(H)]. Da
[G:H]=[G:N(H)|[N(H): H], soist |Oy| | [G: H].

(iii) Wir betrachten diese Aktion auf die Mengen IT ¢ ' der Sylow-p-Untergruppen von G. Die
Aktion auf II ist wohldefiniert, weil gH g~ € I, wenn H € II. (s. Bemerkung 21.4)
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Wir bekommen ein Hilfslemma.

Lemma 22.7. (i) Sei Pell, H < N(P) so dass |H|=p/ fiir ein j € N. Dann ist H < P.
(ii) P ist die einzige Sylow-p-Untergruppe von N(P).

Beweis:
H<N(P) und

P aN(P) } = H P ist Untergruppe und HP/P ~ H/(H n P)

(Isomorphie-Satz 17.2). Also ist HP/P isomorph zu einer Faktorgruppe von
H und damit hat sie die Ordnung |H P| = p* fiir ein geeignetes k € N. Da aber
P eine Sylow-p-Untergruppe ist, folgt: HP = P, so dass H < P. Damit haben
wir (i) bewiesen, (ii) folgt unmittelbar aus (i). o

Beweis von Sylow 2:

Betrachte eine Bahn ) fiir die Aktion in Bemerkung 22.6. Sei P € II, dann operiert P auf
die Bahn ) (s. Bemerkung 21.4). Wir bekommen eine Partition von Y, in P-Bahnen (i.e.
Aquivalenzklassen beziiglich dieser Aktion von P auf ¥ ).

Fall 1: Sei Pe}.

e Betrachte die P-Bahn von P. Die ist offensichtlich {P} (weil xPx~! = P fiir alle z € P).

e Wir behaupten, dass { P} die einzige P-Bahn der Kardinalitét 1 ist:
Sei {P’} eine P-Bahn. Dann gilt Pzt = P’ fiir alle x € P, das heiffit P < N(P’) und
Lemma 22.7(ii) liefert P = P’ (weil P’ die einzige Sylow-p-Untergruppe von N(P') ist
und P ist eine Sylow-p-Untergruppe von N(P’)).

e Beachte, dass jede P-Bahn Kardinalitidt eine Potenz von p hat, da diese Kardinalitét die
Kardinalitét |P| teilen muss (siehe Korollar 21.13). Also ist | |=1 mod p.

Dieses beweist die zweite Aussage von Sylow 2 (2).

Nun beweisen wir Sylow 2 (1). Wir miissen zeigen, dass Y. die einzige Bahn fiir die Aktion in
Bemerkung 22.6. Sonst gibt es P € II mit

Fall 2: P¢ Y.

Analog wie Fall 1 sehen wir, dass es iiberhaupt keine P-Bahnen der Kardinalitat 1 gibt (die
einzige Moglichkeit, ndmlich {P} scheidet nun aus, weil P ¢ ¥ ist). Also ist |¥| =0 mod p -
Widerspruch. So Y = II und damit ist Sylow 2 (1) bewiesen.

Es ist |II] = [G : N(P)] fir alle P € TT (Korollar 21.13). Also ist die Anzahl der Sylow-p-
Untergruppen ein Divisor (s. Bemerkung 22.6). Das beweist die erste Aussage in Sylow 2 (2).

Nun beweisen wir Sylow 2 (3). Sei H < G,|H| = p*. Betrachte die Aktion von H auf II. Die
H-Bahnen haben Kardinalitdt ein Divisor von |H| (Korollar 21.13), also haben die H-Bahnen
Kardinalitét eine Potenz von p.

Nun ist aber |II] =1 mod p, also gibt es eine H-Bahn {P} mit nur einem Element, das heifit
H < N(P) und damit H < P (s. Lemma 22.7 (i)). O
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Kapitel 4

EINFUHRUNG IN DIE GALOISTHEORIE

In diesem Kapitel werden wir die basische Begriffe einfihren, und die Eigenschaften von Ga-
loiserweiterungen studieren. Wir werden zundchst den Hauptsatz der Galoistheorie beweisen,
und danach einige erste Anwendungen vorzeigen (u.a. den Satz vom primitiven Element, den
Fundamentalsatz der Algebra, sowie die Charakterisierung von auflésbaren Erweiterungen). In
der Vorlesung B4 (Algebra 2 / algebraische Zahlentheorie) im Sommer Semester werden wir
unser Studium der Galoistheorie und ihre Anwendungen vertiefen.

Im Skript 23 werden wir das notwendige Werkzeug fir den Hauptsatz der Galoistheorie prasentieren.
Wir werden zundachst in Proposition 23.4 eine Korrespondenz und ihre allgemeine Eigenschaften
etablieren. Der Beweis davon ist routinemdj$ig. Anspruchsvoller ist es zu untersuchen, wann
genau Mengengleichungen (anstatt Mengeninklusionen) gelten. Dafiir werden wir am Ende des
Skripts zwei Hilfslemmata beweisen. Im Skript 24 werden wir dann die Charakterisierung von
Galoiserweiterungen beweisen.

§21: Die Galois Korrespondenz

Sei E/F stets eine Koérpererweiterung.

Definition 23.1. Wir bezeichnen mit Aut(FE) die Menge

Aut(E):={0; 0: E - E, o ist ein bijektive Kérperhomomorphismus }
versehen mit der Verkniipfung o (Komposition).

Sie ist tatsachlich eine Gruppe (UA), und heiflt die Automorphismengruppe von E.

Definition 23.2. Die Galoisgruppe von E/F ist die Menge
Gal(E/F) ={peAut(F); u(a) = aVaeF}.

Sie ist tatsachlich eine Teilgruppe von Aut(E) (UA).

Definition 23.3. Sei G' < Aut(FE) eine Teilgruppe. Die Menge
Inv(G):={aeF;o(a)=aVoeG}

ist der G-fizierte Teilkorper von E oder der Fizkorper von G.
Sie ist tatsichlich ein Teilkérper von E (UA).



Proposition 23.4. Sei I' die Menge aller Teilgruppen von Aut(F) und ¥ die Menge aller
Teilkorper von E. Die Abbildungen

'-% He~Inv(H) und
Y->TI, F ~Gal(E/F)

haben folgende Eigenschaften:
1. Hy < Hy = Inv(H;) 2Inv(Hsy),
2. Fc F,= Gal(E/F) > Gal(E/Fy)
3. Inv(Gal(E/F))2 F,
4. Gal(E/Inv(H))2 H .
Beweis: UA. UB.

Lemma 23.5. Sei F ein Zerfallungskorper eines separablen Polynoms p(z) € F[z]. Dann
|Gal(E/F)|=[FE: F].

Beweis: Wir beweisen eine ahnliche Aussage wie im Beweis vom Satz 12.1; wir werden namlich
folgende Behauptung beweisen:

Sei 7: F' - I ein Kérperisomorphismus. Sei p(z) € F'[x] separabel. Sei E ein Zerfallungskorper
fir p(z) und E’ ein Zerfallungskorper fir 7(p)(x). Es gibt genau [E : F'] Fortsetzungen von 7
zu einem Isomorphismus o: E — E'.

Wir fiihren einen Beweis (eine Aufzélung) per Induktion nach [E : F'] aus.

e Wenn [E : F'] =1 gilt die Behauptung offensichtlich.

e Sei nun [E : F]>1 und sei a € E\ F eine Nullstelle von p(x) mit Minimalpolynom m,(z).
Sei § Nullstelle von 7(mg)(x). Sei

7 F(a) = F'(F)
der (eindeutige) Isomorphismus der 7 durch 75(«) = 8 fortsetzt, und sei

Sp = die Menge aller Isomorphismen E — E’ die 73 fortsetzen.

Wir bemerken dass Sz n Sz =@ wenn 3 # 3.

Der Korper F ist auch ein Zerfallungskorper von p(z) iiber F'(«) und E ist ein Zerfallungskorper
von 73(p)(x) iiber F'(B) (s. Definition 11.10). Da [E : F(a)] <[E : F] (s. Satz 10.11), folgt
aus der Induktionsvoraussetzung dass

|1Ss = [E : F(a)].

Das Polynom m,(x) teilt p(z), daher ist m,(x) separabel und somit ist 7(m,)(x) auch sepa-
rabel (s. Definition 13.2). Es folgt, dass 7(m,)(x) genau [F(«) : F'] verschiedene Nullstellen
hat (s. Proposition 10.6).

Jede Fortsetzung o: E - E’ von 7 bildet a auf eine Nullstelle 8 := o(«) von 7(m,)(z) ab. Also
ist die Einschrénkung von o auf F'(«) gleich 75. Das heifit, 0 € Ss.

Also gibt es insgesamt genau [F : F(«)][F(«) : F] Isomorphismen o: E - E’ die 7: F' - F'
fortsetzen. Unsere Behauptung wurde hiermit bewiesen.

Die Aussage des Lemmas folgt nun, sobald wir ' = E’, F' = F" und 7 = idp setzen. O



Lemma 23.6. Sei G < Aut(FE) eine endliche Teilgruppe und setze F' = Inv(G) € E. Dann gilt
[E = F]<|G].

Beweis: Seien n = |G| und G = {1 = 1, o, ..., pt, ). Wir werden zeigen dass jede Menge mit
m >n Elementen aus E linear abhangig tiber F' ist.

Seien uq,...,u,, € E. Betrachte folgendes homogenes Gleichungssystem in den Variablen
L1yeeoy Iy,
(1) > i)z =0, 1<i<n.

j=1

Nach [Gesamtscript LA T (2019-2020); Korollar 7.2], hat das System (1) eine nichttriviale
Loésung. Sei (by,...,by,) eine nichttriviale Losung mit der kleinsten Anzahl von b; # 0. Nach
Umbenennung der Variablen kann man annehmen, dass b; # 0. Weiter, nach Multiplikation mit
b;! konnen wir auch annehmen, dass by = 1.

Nun zeigen wir per Widerspruch, dass b; € F' fur alle j = 1,---,;m. Ohne Einschrankung kénnen
wir annehmen, dass by ¢ F' und ug(by) # b fiir ein k€ {1,---,;n}. Wenn wir uy auf (1) anwenden
finden wir

2) > () )i(x) =0, L<i<n,

Da pugpi1, - . -, pgpt, eine Permutation von gy, ..., p, ist, folgt dass (1) und (2) dquivalent sind
und

(,uk(l),,uk(bQ), s a,uk(bm)) = (1711’143(62)7 s nuk(bm))
auch eine Losung von (1) ist. Daher ist auch

(0,00 — pir(b2), . ..y by = (b))

auch eine Losung. Diese Losung ist nichttrivial weil by # pg(bs) , hat aber mehr nulle Eintrége
als (by,...,by). Dies widerspricht die Wahl von (b1, ...,b,).

Es folgt, dass b; € F' fiir alle j = 1,---,m. Die erste Gleichung vom (1) (mit p; = 1) ergibt

in: bjUj =0.
7=1

Somit sind w4, ..., u,, linear abhangig iiber F'. O



24 Script zur Vorlesung: Algebra 1 (WiSe2020-2021)

Prof. Dr. Salma Kuhlmann

In diesem Skript werden wir (endliche) Galois Erweiterungen definieren und Charakterisieren,
und den Hauptsatz der Galoistheorie aussagen und beweisen.

Sei E[F stets eine algebraische Kérpererweiterung.

Definition 24.1. Die Korpererweiterung F/F heifit separabel falls fiir jedes o € E', das Mini-
malpolynom m, p(x) separabel ist.

Definition 24.2. Die Korpererweiterung E/F heifit Galoiserweiterung falls E/F endlich, nor-
mal und separabel ist.

Satz 24.3. Sei E/F eine Korpererweiterung. Die folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) E ist der Zerfallungskorper eines separablen Polynoms p(z) € F[x].
(ii) F =Inv(G) fiir eine endliche Teilgruppe G < Aut(E).
(iii) E/F ist eine Galoiserweiterung.
Dariiberhinaus gelten:

(a) sind E und F wie in (i) und G = Gal(E/F) dann ist F = Inv(G)
d.h. Inv(Gal(E/F)) = F

(b) sind G und F wie in (ii) dann ist G = Gal(E/F)
d.h. Gal(E/Inv(G)) = G.

Beweis: (i)=(ii):

e Setze F’ := Inv(Gal(E/F')) . Dann ist E auch ein Zerfallungskérper von p(z) iiber F’ . Es
gelten: F' € F’ und Gal(E/F) > Gal(E/F") (Proposition 23.4). Per Definition von F" ist auch
Gal(E/F) < Gal(E/F") . Also ist Gal(E/F) = Gal(E/F") .

e Aus Lemma 23.5 folgen [E: F'] = |Gal(E/F)| und [E: F'] = |Gal(E/F")|, also [E: F]=[E:
F']. Daher ist [F'/F] =1 (s. Satz 10.11). Also F = F’ und somit gelten (a) und (ii).

(ii) = (iii):

e Nach Lemma 23.6 ist £/F endlich.

e Sei v € E. Sei {1 = a,qa,...,q,} die Bahn von o unter der Wirkung (o, ) ~ o(a) von
G. Setze g(x) = [I"(x — ;) . Fiir alle 0 € G gilt 0(g)(z) = [ (z - 0(ay)) = g(x) (weil o
die Elemente ay, ..., a,, permutiert). Also g(x) € F[x] (weil die Koeffiziente von g in Inv(G)
liegen).

Aus g(a) =0 und g(z) € F[x] folgt, dass das Minimalpolynom m, von « iiber F' das Polynom
g teilt. Da (per Definition) g separabel und daher, ist auch m, separabel. Es folgt, dass E/F
separabel ist.

e Auflerdem liegen alle Nullstellen von m,, in E. Daher ist E/F normal (E ist der Zerféllungskorper
der Minimalpolynomen iiber F' aller a € E).



(iii)=(i):

e [J/F ist normal und endlich, also E ist der Zerfallungskdrper von endlich vielen Polynomen
D1, -+, Pn € F[x]. Ohne Einschrankung konnen wir annehmen, dass die p; paarweise verschieden,
normiert und irreduzibel iber F' sind. Somit ist jedes p; das Minimalpolynom iiber F' von einem
a; € E. Da E[F separable ist, ist jedes p; separable. Da die p; verschieden sind, haben sie auch
keine gemeinsame Nullstelle. Das Produkt py---p,, ist somit auch separabel (s. Definition 13.2)
und E ist sein Zerfallungskorper. Dies zeigt (i).

e Zu (b). Sei F' = Inv(G) fiir eine endliche Gruppe G < Aut(E). Lemma 23.6 liefert [E : F'] <|G].
Da (i) gilt, Lemma 23.5 liefert, dass |Gal(E/F)| = [E : F]. Es gilt G < Gal(E/F) (Proposition
23.4) und daraus folgt nun G = Gal(E/F). O

Bemerkung 24.4. Die Erweiterung E/F ist normal wenn E enthélt ein Zerfallungskorper
fir das Minimalpolynom m, (von « iiber F) | fiir jedes o € E. Das heifit, jedes irreduzibles
Polynom p(x) € F[z] das eine Nullstelle a € E hat zerfallt als Produkt von linearen Faktoren in
E[x]. Die Erweiterung ist normal und separable wenn jedes irreduzibles Polynom p(x) € F[x]
das eine Nullstelle a € £ hat zerféllt als Produkt von verschiedenen linearen Faktoren in E[z].
UA

Satz 24.5 (Hauptsatz der Galoistheorie). Sei E'/F eine Galoiserweiterung. Setze G := Gal(E/F).
Seien I' die Menge aller Teilgruppen H < G und ¥ die Menge aller Zwischenkorper K mit
F ¢ K c E. Die Abbildungen

-3 HeInv(H)
ST, K o Gal(E/K)

sind bijektiv und Inverse voneinander.
Dariiberhinaus gelten die folgende Eigenschaften:

(i) Hy 2 Hy < Inv(H;) ¢ Inv(Hs);
(i) |H|=[F:Inv(H)] und [G: H] =[Inv(H): F];
(ii) H<4G <= Inv(H)/F normal ist. In diesem Fall gilt Gal(Inv(H)/F) ~ G/H.

Beweis:

Benenne die Abbildungen:

y AT

K ~ Gal(E/K) (<Gal(E/F))
wmd T > %

H - InvH (CEund 2F)

e Wir behaupten also dass
toy=1id und yoi=id

d.h.
Gal(E/Inv H) = H und Inv(Gal(E/K)) =K (})

d.h.
(yoi)(H)=H und (iov)(K)=K.

Das ist aber gerade die letzte Aussage in Satz 24.3 (weil H endlich ist), genauer:



e H<G, also Fl:=InvG ¢ Inv H und K = Inv H ist eine Zwischenerweiterung F' ¢ K ¢ F.
Die Anwendung von Satz 24.3 (b) (mit H anstatt mit G) liefert Gal(E/Inv H) = H. Es
gilt auch |H|=|Gal(E/Inv H)| = [E :Inv H] (s. Lemma 23.5). Das ist die erste Aussage
in (ii).

e Seinun FFc K ¢ Eund H :=Gal(E/K), dann ist H <G.
Nun ist £ immer noch Zerfallungskorper iiber K von einem separablen Polynom (1)
(UA).
Also liefert die Anwendung von Satz 24.3 (a) fiir £ und K

K =Tnv H = Inv(Gal(E/K))

e (i) ist eine unmittelbare Folgerung der allgemeinen Eigenschaften:
H,2Hy=1InvH, cInvHs.
Umgekehrt wenn Inv H; € Inv Hy dann ist Hy = Gal(E/Inv Hy) 2 Gal(E/Inv Hy) = H,.

e Dic erste Aussage in (ii) haben wir schon bewiesen: |H| = [E : Inv H]. Wir berechnen
|G| =[F: F]=[F:InvH][InvH : F] = |H|[Inv H : F], aber auch |G| = |H|[G : H]
(vergleiche: |G| = |H|[Inv H : F] und |G| = |H|[G : H]) = [G: H] = [Inv H : F']. Dies ist
die zweite Aussage in (ii).

Zu (iii):
Sei H €' und K :=Inv H. Dann gilt, fiir alle n € G:

Tnv(nHn™) = n(K)
[UA; fiir alle ¢ gilt namlich: £(k) = k = (nén1)(n(k)) = n(k) ]
Es folgt: H4G < n(K) =K firalleneG (x) (UA).
[i.e. K ist mengenweise invariant].

Nehmen wir nun an, dass H 4 G. Aus (x) folgt, dass 77 := 9|k ein Automorphismus von K iiber
F ist. Betrachte also nun die Erweiterung K/F und den Homomorphismus

v: G - Gal(K/F)
no=on

Wir bezeichnen v(G) := G'. Wir berechnen Bild(v) und Kern(v).

Bemerke dass v surjective ist, also G = Gal(K/F). In der Tat, 188t sich jede 7 € Gal(K/F') zu
eine 1 € Gal(E/F') fortsetzen. Das folgt aus (1) und Satz 12.1 (UA).

Der Kern ist die Menge aller 1 € G’ mit n|x =id. Das heifit, dass der Kern ist Gal(E/K), also
kerv = H , wegen (). Wir bekommen nun G = Gal(K/F) ~ G/H (s. Satz 16.11).
Der Fixkorper von G in K ist F' (UA). Also ist K/F eine normale Erweiterung (Satz 24.3).

Umgekehrt: Sei K/F normal. Sei a € K und f(z) sein Minimalpolynom, f(z) zerfillt in Lin-
earfaktoren iiber K[x]. Dann ist f(x) = (x-a1)(z —az)(z —a,) in K[z] mit a = a;.

Sei n e G, dann ist 0 =n(f(a)) = f(n(a)). Also ist n(a) eine Nullstelle und somit existiert ein
i mit n(a) = a;. Insbesondere ist n(a) € K.

Wir haben gezeigt: n(K) ¢ K fiir alle n € G und damit ist durch (x) H :=Gal(E/K)<4G. O
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In diesem Skript werden wir mit Abschnitt §22 anfangen und unsere erste Anwendungen prasentieren.
Das Endziel fir diese Vorlesung ist Satz 25.9. Fir den Beweis brauchen wir einige, an sich sehr
interessante Zwischenschritte. Den Beweisaufbau haben wir in diesem Diagram zusammenfasst:

Satz 25.9 (Primitivelement)
Hauptsatz G.T. ~ N Satz 25.6 (Steinitz)
Satz 25.4 (F™ ist zyklisch) A
1
Proposition 25.3 (Char. endlich zyklische Gruppen)
)
Hilfslemma 25.2

1
Hilfslemma 25.1

§22: Einige Anwendungen der Galois Theorie

Erganzend zu Kapitel 3, fassen wir hier einige einfache Eigenschaften von endlichen Gruppen.

Notation 25.0
Sei G # {1} eine endliche Gruppe. Setze v(G) := die kleinste v € N, so dass 27 = 1 fiir alle z € G.
Bemerke dass 7(G) < |G| (folgt aus Korollar 16.3).

Hilfslemma 25.1.
Sei G eine endliche abelsche Gruppe, und g, h € G so dass ggT'(|g|,|h|) = 1. Es gilt: |gh| = |g||h|.

Beweis:

Setze |g| :=m und |h|:=n. Sei r € N, so dass (gh)" = 1. Dannist ¢’ :==g"=h"e<g>n<h> . Es
folt |¢’|| m und |¢’| | n. Also |¢’| = 1 und ¢’ = 1. Somit haben wir gezeigt: (gh)"=1=g¢"=h"=1.
Es folgt: m|r und n|r und somit mn = kgV'(m,n)|r. Da aber andererseits (gh)™" = gm"h™n = 1,
folgt die Behauptung. O

Hilfslemma 25.2.
Sei G eine endliche abelsche Gruppe, wihle g € G, so dass |g| maximal ist. Es gilt: |g| = v(G).

Beweis:
Sei he G, h#g. Wir zeigen: hldl=1.



Schreibe: = pitepl : :
chreibe: |g] P } P % ¢ i verschiedene Primzahlen; ¢; >0, f; > 0
|h| — pll"'pss

Zum Widerspruch sei hl9l # 1. Dann existiert 4, so dass f; > £;. Ohne Einschrankung sei fi > ¢;.
Setze ¢ = gpfl und A/ := h?2#**. Wir berechnen: lg'| = p2---ple und |b/| = pi* .
Nun ggT (|g'|,[1']) =1 = |g'I'| = p{' pi-p > |g| - 0

Proposition 25.3. Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Es gilt: G ist zyklisch < v(G) = |G].

Beweis:

“=": Sei G =< g >, dann ist |G| = |g| und damit ist y(G) = |G]|.

“<": Wéhle g € G mit |g| maximal. HL 25.2 ergibt: |g| = v(G). Es folgt |g| = |G|, also G =< g >.
O

Satz 25.4. Sei F' ein Korper, und G eine endliche Untergruppe von F*. Dann ist G zyklisch.

Beweis:

Setze v(G) := . Da G abelsch ist, geniigt es zu zeigen (wegen Proposition 25.3) dass |G| = .
Betrachte f(z) = 27 — 1. Das Polynom hat < v Nullstellen in F*, insbesondere < v Nullstellen
in G. Andererseits muss jedes a € G eine Nullstelle sein, also |G| < 7. O

Korollar 25.5.
Sei F' ein endlicher Kérper und eine E/F eine endliche Korpererweiterung. Dann hat E/F ein
primitives Element.

Beweis:
E* ist zyklisch, weil E endlich ist. Sei E* =< z >, dann ist E = F'(2). ]

Satz 25.6. [Steinitz]
Sei E/F eine endliche Korpererweiterung. Dann ist E/F einfach <> es gibt nur endlich-viele
Zwischenkorper FF ¢ K" ¢ E.

Beweis:
“=” Sei ' = F(u) und f(z) Min. Pol. von u tiber F'. Sei F'c K ¢ E, und g(z) Min. Pol. von

u Uber K. Es gilt g(x)| f(z). Sei K’ der Zwischenkdrper von E/F, der erzeugt ist durch
die Koeffizienten von g. Dann ist K’ ¢ K, und g(z) ist Min. Pol. von u tiber K”.

Da E = K(u) = K'(u), haben wir [E: K] =degg(x) = [E: K']. Also K’ = K. Also ist
jeder Zwischenkorper erzeugt durch die Koeffizienten der normierten Faktoren von f(x).
Da es nur endlich viele davon gibt, haben wir die Behauptung bewiesen.

“<” Wenn F endlich ist folgt die Behauptung aus Korollar 25.5.

Also ohne Einschrankung ist F' unendlich. Wir zeigen, dass E = F(u,v) ein primitives
Element hat. (Der allgemeine Fall E = F(uy,...,u;) folgt dann per Induktion).

Betrachte die Unterkorper F'(u + av) mit a € F. Da es nur endlich viele davon gibt, aber
unendlich viele a € F', missen a,b;a # b existieren, so dass F(u+ av) = F(u+ bv). Aber
dann ist v = (a-b) " (u+av—u—-bv) € F(u+av) und u =u+av—av € F(u+ av). Setze
z:=u+av, dann ist E = F(u,v) = F(2). ]



Definition 25.7.
Sei E/F eine algebraische Korpererweiterung. Die normale Hille K von E[F ist der Zerfallungskorper
der Menge {m, r(x); o € E} von Minimalpolynomen der Elemente in E.

Bemerkung 25.8.

Wir beschreiben die normale Hiille K fiir eine endliche separable Erweiterung E/F. Da E/F
endlich erzeugt ist, seien die Erzeuger {aq,...,a,}, a; € E algebraische und separable Elemente.
Sei m;(z) das Minimalpolynom von a;, m;(x) ist separabel und irreduzibel. (E m; # m; fiir
i # 7. Setze m(x) := [T1ci, mi(2). Dann ist m(x) separabel. Setze K := Zerfallungskorper von
m(z) iber E. Da K 2 F(ay,...,a,) ist K Zerfallungskérper von m(x) iiber F ist. Es gelten:

(1) K/F normal (und Galois).

(2) Jede endliche normale Erweiterung von E enthélt einen Zerfallungskorper fiir m(x) tiber
F. Also enthélt jede normale Erweiterung von E eine isomorphe Kopie von K (s. Satz
12.1).

(3) K ist also bis Isomorphie eindeutig bestimmt durch F (unabhéngig von der Wahl der
Erzeuger {ai,...,a,}).

Satz 25.9. [Satz vom primitiven Element)]
Es sei E/F eine endliche separable Korpererweiterung. Dann existiert ein primitives Element
zu E[F, das heifit ein Element z € E mit E = F(z).

Beweis:

Sei E/F wie in der Aussage und sei K die normale Hiille von E/F. Dann ist K/F eine endliche
Galois Erweiterung (s. Bemerkung 25.8). Es folgt aus Satz 24.5: es gibt nur endlich viele Zwis-
chenkorper F ¢ K’ € K (weil die genau Inv H sind fiir eine H < Gal(K/F"), da aber Gal(K/F)
endlich ist, gibt es nur endlich viele solcher Untergruppen H).

A fortiori gibt es nur endlich viele Zwischenkorper F' € K” ¢ E. Steinitz impliziert nun, dass
E|/F einfach ist. 0
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In diesem Skript werden wir zwei weitere Anwendungen der Galoistheorie prdsentieren. In
der Folgevorlesung Algebra 2 werden wir die Galoistheorie und thre Anwendungen fortsetzen
und vertiefen, insbesondere auf endliche Korper, Radizierbare Korpererweiterungen, und Kreis-
teilungskorper.

Fundamentaler Satz der Algebra.

Bemerkung 26.1. Wir werden die folgenden (aus der Analysis bekannte) Eigenschaften von
R und C benétigen. !

(i) Esist [C:R]=2,da C=R(v/-1).
(i1) a € R mit a > 0 hat eine Quadratwurzel in R.

(ii7) Jedes f e R[x] ungeraden Grades hat eine Nullstelle in R.

Daraus folgt:
Lemma 26.2. (i) Jedes Polynom zweiten Grades aus C[x] hat eine Nullstelle in C.

(ii) Insbesondere hat C keine quadratische Erweiterungen, d.h. keine Kérpererweiterung L
von C mit [L : C]=2.
Beweis: Dafiir gentigt es zu zeigen, dass z € C eine Quadratwurzel in C hat.
Sei also z =z +iy € C mit z,y e R. Wir wollen a,b € R finden so dass:
z=x+1y = (a+1b)? = (a® - b?) +1i2ab, also so dass x = a? — b? und y = 2ab (%)
Betrachte

1
a? = 3 (z +/22 +y?)
1
b’ = 5 (—z+\/22 +y?).

Bemerke dass (z++/22 + y?) > 0 und (—z++/22? + y2) > 0 (weil /22 + y? > V22 = |z|). Bemerkung
26.1(i) impliziert: es gibt eine Losung a,b € R. Man priift: = = a? — b? und y? = 4a?6? (die
Gleichungen (*) sind abgesehen von der Wahl des Vorzeichens von a und b, dazu dquivalent).

[

!Diese Eigenschaften werden allgemeiner fiir reell abgeschlossene Korper und ihre algebraische Abschliisse in
der Vorlesung “Reelle algebraische Geometrie I 7 gezeigt.
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Satz 26.3.
C ist algebraich abgeschlossen.

Beweis:

Es geniigt zu zeigen das C keine echte endliche Korpererweiterung hat.
Sei also L/C endlich und betrachte Rc C c L, ist. Zu zeigen: L =C.

Setze [L:R] =2¥m mit k € N und 2 4+ m (s. Bemerkung 26.1(i)).

Ohne Einschrankung ist L/R Galois (ggfs. L durch ist die Normalhiille von L/R ersetzen, siehe
Bemerkung 25.8). Setze G := Gal(L/R). Dann ist |G| = 2km (Satz 24.5).

Nun enthélt G eine 2-Sylow H < G (Sylow 1; Skript 20). Satz 24.5 impliziert dass [L : Inv H] =
|H| = 2% beziehungsweise [Inv H : R] = m.

Da aber jedes reelle Polynom ungeraden Grades eine Nullstelle in R hat (Bemerkung 26.1 (ii)),
ergibt sich notwendig m =1 (benutze Satz 25.9). Also [L: R] =2* und somit ist [L : C] = 2~-1.
Wir miissen nun zeigen dass k = 1.

Sei G’ := Gal(L/C). Wenn L # C, also wenn k > 2, liefert Satz Sylow 1 eine Teilgruppe H' < G’
mit |H'| = 2¢-2. Also ist [L:Inv H'] = 2¥-2 und somit [Inv H': C] = 2.
Widerspruch (s. Lemma 26.2(ii)). O

Auflosbare Erweiterungen.

Satz 26.4. [Galoisgruppe als Untergruppen von S,,]

Sei K ein Korper, und f € K[z] separabel, mit deg f =n € N. Sei L/K der Zerfallungskorper
von f uber K, und aq,...,a, € L die Nullstellen von f. Die Abbildung

p: Gal(L/K) — Sym{ay,... an}
5 — 5|{a1,...,an}

definiert einen injektiven Gruppenhomomorphismus.

Beweis:
d e Gal(L/K), f(a;) =0 = 0=0(f(a;)) = f(6(a;)), da ¢ die Koeflizienten von f fest ldsst.
Also ist d(a;) eine Nullstelle von f. Da ¢ injektiv ist, und ¢ : {aq,...,a,} = {a1,...,a,}, ist 0
bijektiv. Damit ist ¢ wohldefiniert. AuBerdem ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus (UA).
Da L = K(ay,...,a,) und ¢ € Gal(L/K) bereits eindeutig durch seine Werte auf {ay,...,a,}
bestimmt ist (UA), ist ¢ injektiv.

O

Korollar 26.5.
Sei L/ K eine endliche Galois Erweiterung vom Grad n, so ldsst sich Gal(L/K') als Untergruppe
von S,, auffassen.

Definition 26.6.
Eine endliche Korpererweiterung L/ K ist auflosbar, wenn es einen Oberkdrper E 5 L gibt, so
dass F//K eine endlische Galois Erweiterung mit auflésbarer Gal(E/K) ist.



Korollar 26.7.
Sei L/K eine separable Erweiterung vom Grad < 4, dann ist L/K auflosbar.

Beweis:
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Satz 25.9 impliziert dass L = K (a) eine einfache Erweiterung ist. Sei f € K[xz] das Min.Pol.xa.
Sei L' ein Zerfallungskorper von f iiber K. Die Galoisgruppe Gal(L’/K) lasst sich als Unter-
gruppe von Sy auffassen (s. Korollar 26.5). Da S; und alle ihre Untergruppen auflésbar sind

(s. Beispiel 18.9), so sind L’/K und L/K auflosbar.

Korollar 26.8.
Es gibt endlich separable Korpererweiterungen, die nicht auflosbar sind.

Beweis:
Sei F' ein Korper und setze L := F(T3,...,T,) = Quot (F[T4,...,T,])
(der Kérper der rationalen Funktionen in endlich vielen Variablen T, ...,T,,).

Jede 7 € S, definiert einen Automorphismus von L, in dem man 7 auf die Variablen 77, ...

anwendet:
F(Ty,...,T,) — F(Ty,...,T,)
g(T1 ..... Tn) g(Tw(l) »»»» T'/r(n))
h(T1,-,Tn) T Ty Tr(n)

a

Sei K :=1Inv S, ¢ L. Esist (s. Satz 24.3) L/K Galois und Gal(L/K) = S,,. Wéhle nun n > 5,

dann ist Gal(L/K) nicht auflésbar (s. Korollar 20.4).

a



