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KAPITEL 1

Optimalitatsbedingungen fiir die restringierte
Optimierung

Das Ziel in diesem Abschnitt ist die Herleitung notwendiger und hinreichen-
der Optimalitdtsbedingungen erster und zweiter Ordnung. Fiir mehr Details und
weitere Beispiele verweisen wir auf [26, § 10].

1. Nebenbedingungen

Wir betrachten
(P) minJ(z) uwdN. z€R" e(r)=0und g(x) <0,

wobei J : R®™ — IR das Kosten- oder Zielfunktional ist, e = (e1,...,em)T : R* —
IR™, m < n, die Gleichungs-Nebenbedingungen und g = (g1,...,g,)7 : R® — IRP die
Ungleichungs-Nebenbedingungen sind. In (P) wie im weiteren steht die Abkiirzung
“u.d.N.” fiir “unter der Nebenbedingung”. Wir schreiben g(z) < 0 genau dann,
wenn g;(x) < 0 fiir alle Komponenten ¢ = 1,...,p von g gilt. Ein Punkt z € R"
heifit zuldssig fiir (P), sofern e(z) = 0 und g(z) < 0 erfiillt sind. Die zulidssige Menge
fiir (P) bezeichnen wir mit

FP)={z € R"|e(z) =0 und g(z) <0}.

Bei den Ungleichungen unterscheiden wir zwei Félle. An € F(P) heifit eine
Ungleichungs-Nebenbedingung g¢;(z) aktiv fir ein ¢ € {1,...,p}, wenn g;(z) = 0
gilt, und inaktiv, wenn g;(x) < 0 erfiillt ist.

In der folgenden Definition wollen wir den Begriff einer Losung von (P) einfiih-
ren.

DEFINITION 1.1. Sei x* ein Punkt im IR™.

1) Der Punkt x* wird lokale Losung von (P) genannt, wenn z* € F(P) und
J(x*) < J(x) fir alle x € U(z*) N F(P) gelten, wobei U(xz*) C IR™ eine
Umgebung des Punktes x* bezeichnet.

2) Der Punkt x* ist eine strikte lokale Losung von (P), wenn x € F(P) und
J(x*) < J(x) fir alle x € U(z*) N F(P) erfillt sind, wobei U(z*) C IR™
wieder eine Umgebung des Punktes x* bezeichnet.

3) Der Punkt x* ist eine globale Losung von (P), wenn z* € F(P) und
J(z*) < J(z) fiir alle x € F(P) gelten. Wir nennen x* eine strikte globale
Losung von (P), wenn x € F(P) und J(z*) < J(x) fir alle z* € F(P)
erfullt sind.

Globale Losungen sind im allgemeinen schwieriger zu bestimmen als lokale.

BEispiEL 1.2. Wir betrachten das Problem
(1.1) min ||z wdN. zeR"und |z|>1,
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wobeli || - ||2 die Euklidische Norm bezeichnet. Offenbar ist (1.1) ohne Ungleichungs-
Nebenbedingungen ein konvexes, quadratisches Problem mit der eindeutigen Losung
x* = 0. Wegen der Bedingung ||z]|2 > 1 16st (P) jedes z € IR™ mit ||z||2 = 1, insbe-
sondere gibt es unendlich viele Losungen fiir n > 2. O

Wenn wir a-priori wissen, dass eine Losung von (P) aktiv ist in allen Komponen-
ten i € {1,...,p}, so kénnen wir die Ungleichungs-Nebenbedingungen ignorieren.
Wir erhalten dann ein Problem mit Gleichungs-Nebenbedingungen. Diese Probleme
werden wir zunéchst genauer untersuchen.

2. Die Tangentialebene

Wir setzen nun voraus, dass die beiden Funktionen J und e stetig differenzierbar
seien.

Um die Tangentialebene einzufithren, werden wir den Begriff der Kurven auf
Hyperflichen verwenden. Eine Kurve in einer Hyperfliche H C IR™ ist eine Familie
von Punkten x(t) € H, wobei x : [a,b] — H eine stetige Abbildung ist. Die Kurve

heiBt differenzierbar in t, wenn @(t) = 92(t) existiert, und sie zweimal differenzier-

dt
bar in t, wenn Z(t) = ‘fT:}(t) existiert. Wir sagen, die Kurve x(t) geht durch einen
Punkt & € H, wenn fiir ein ¢ € [a, )] die Bedingung x(f) = Z gilt. Die Tangential-
ebene an T € H ist die Menge der Tangentialvektoren i(t) aller durch den Punkt
Z gehenden differenzierbaren Kurven in H.

Wir definieren die (glatte) Fliche
(1.2) E={zeR"|e(z) =0}
in R™. Unser Ziel ist es nun, die Tangentialebene an einem Punkt z € £ mit Hilfe
der Gradienten von e;, 1 < ¢ < m, zu beschreiben. Daher betrachten wir die Menge
Kern Ve(z) = {v € R"| Ve(z)v = 0},
wobei Ve(Z) € R™*™ die Funktional-Matrix
Vei(z)
Ve(z) =
Ve (T)
bezeichnet und Ve;(Z) € IR*™ der Gradient von e; an 7 ist, 1 <i < m.
Wir wollen in Satz 1.4 zeigen, dass Kern Ve(Z) die Tangentialebene an £ im

Punkt Z darstellt. Dazu muss die Funktional-Matrix Ve am Punkt Z aber folgende
Eigenschaften haben:

DEFINITION 1.3. Ein Punkt T € £ heifst regulérer Punkt (oder einfach regulir)
beziiglich der Nebenbedingung e(x) = 0, wenn die Gradienten Ve1(Z),...,Ven(T)
linear unabhdingig in IR™ sind.

Nun kénnen wir folgenden Satz beweisen.

SATZ 1.4. Sei & € £ ein reguldrer Punkt. Dann ist die Tangentialebene an T
gleich der Menge Kern Ve(Z).

BEWEIS. Sei T die Tangentialebene am Punkt Z. Die Inklusion T' C Kern Ve(Z)
ist erfiillt, auch ohne dass Z ein regulirer Punkt ist; denn ist x(¢) eine Kurve, die
durch Z geht mit z(f) = z und Ve(z)z(¥) # 0, so liegt die Kurve z = x(¢) nicht in
£.



3. NOTWENDIGE BEDINGUNGEN 1. ORDNUNG FUR GLEICHUNGS-RESTRIKTIONEN 7

Nun zu KernVe(z) C T. Zu zeigen ist, dass fiir beliebiges v € KernVe(Z) eine
Kurve z(t) existiert, die durch  geht mit dem Tangentialvektor v. Wir betrachten
dazu die Gleichung

(1.3) e(Z + tv + Ve(z)Tu(t)) = 0,

=xz(t)

wobei u(t) € R™ zu bestimmen ist. Offenbar ist (1.3) ein nicht-lineares Gleichungs-
System mit m Gleichungen fiir die m Unbekannten u(t), und die Abhiingigkeit von
t ist stetig. Wegen e(z) = 0, lost u(0) = 0 die Gleichung (1.3) fiir ¢ = 0. Ferner ist
die Jacobi-Matrix von (1.3) beziiglich der Unbekannten u

Ve(z)Ve(z)T € R™*™

invertierbar, da Z ein reguldrer Punkt ist. Aufgrund des Satzes iiber Implizite
Funktionen existieren ein € > 0 und eine stetig differenzierbare Abbildung u :
[—e,e] — R™, so dass (1.3) fiir alle t € [—e,¢] erfiillt ist. Wegen (1.3) liegt
z(t) = z + tv + Ve(T)Tu(t), t € [—¢,¢], in € mit 2(0) = z. Wir differenzieren
die Gleichung (1.3) beziiglich der Variablen ¢ an ¢ = 0 und erhalten

0= @ty = (Vela(®) (o + Ve a)],_,

= Ve(z)v + Ve(z)Ve(z) " u(0).

Wegen v € KernVe(z) folgt Ve(Z)v = 0, Da Z ein regulidrer Punkt ist, folgen
%(0) = 0 und damit
v.

i(0) = %(@ +tv+ Ve(@) ult)) |, =

Wir haben damit eine Kurve x(¢) gefunden, die in £ liegt und deren Tangential-

vektor an x(0) = T gleich v € Kern Ve(Z) ist. Damit liegt v in der Tangentialebene
an £ im Punkt Z, was zu zeigen war. O

BEMERKUNG 1.5. Die Voraussetzung, dass  regulér ist, stellt keine Voraus-
setzung an die Menge £ dar, sondern an die Darstellung mittels der Funktion e.
Die Tangentialebene an Z ist unabhéngig von der Repréisentation von £ durch die
Abbildung e, die Menge Kern Ve(z) aber offensichtlich nicht. O

BEISPIEL 1.6. Seien n = 2, m = 1 und e(z1,22) = x1. Dann ist die Menge
& die z2-Achse. Wegen Ve(0,22) = (1,0) # (0,0) sind alle Punkte in & regulér.
Repriisentieren wir aber die Menge € mit der Funktion e(z1, x2) = 2%, erhalten wir
allerdings Ve(0,z2) = (0,0) fiir alle Punkte aus £. Damit ist in diesem Fall kein
Punkt aus &€ regulér. O

3. Notwendige Bedingungen 1. Ordnung fiir Gleichungs-Restriktionen
Wir betrachten nun an der Stelle von (P) das (in der Regel einfachere) Problem
(Pai) minJ(z) uwdN. z € R" und e(x) = 0.

Das Haupt-Resultat dieses Abschnittes lautet wie folgt: Sei z* € IR™ ein lo-
kales Minimum von (P¢;) und ein regulidrer Punkt. Dann existiert ein Lagrange-
Multiplikator \* = (\},..., \%5)T € R™ mit

(1.4) VJ(z*) + i AiVe;(z*) =0.
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Die Gleichung (1.4) 14sst sich wie folgt interpretieren:
1) Der Gradient von J an z* liegt im Span der Gradienten der Nebenbedin-
gung;:
VJ(z*) € Span {Vei(z*),..., Ven(z*)}.
2) Schreiben wir

Z ANiVei(z*) = (N)TVe(x*)

und transponieren die Gleichung (1.4), so erhalten wir
Ve(z*) T\ = —VJ(z*)T.
Damit gilt VJ(z*)T € Bild Ve(z*)T. Der transponierte Gradient V.J(z*)T
liegt damit im Bild der adjungierten/transponierten Matrix Ve(z*)T. Da
x* regulir ist, ist Ve(z*) surjektiv und daher Ve(z*)T injektiv. Es kann
daher also htéchstens nur ein A* geben.
3) Multiplizieren wir Gleichung (1.4) mit v € Kern Ve(z*), so folgt sofort

VJ(x*)v =0 fiir alle v € Kern Ve(z").

Fiir Variationen v € Kern Ve(z*) erfiillt = 2* + v die Nebenbedingung
e(z) = 0 bis zur ersten Ordnung. Damit darf J beziiglich dieser Variation
bis zur ersten Ordnung nicht wachsen oder fallen.

BEISPIEL 1.7. Betrachte das Optimierungs-Problem
minJ(z) = z; + x5 wdN. 22 +22 =2

Wie wir uns leicht grafisch iiberlegen kénnen, ist z* = (—1,—1) die eindeutige
Losung. Wir berechnen VJ(z*) = (1,1) und Ve(z*) = (-2, —2) # (0,0). Damit ist
x* ein reguldrer Punkt, und mit A* = 1/2 folgt (1.4). O

BEISPIEL 1.8. Wir wollen nun das Problem
. B er(@)\ [ (z1—-1)%*+23-1Y\ [0
min J(z) =1 +z2 uwdN. < e () )_< @ —-22+a2-4 )= o
untersuchen. Hier ist die Menge £ ein-elementig, und 2* = (0, 0) der einzige zuléssi-
ge Punkt und damit die (triviale) Losung des Minimierungs-Problems. Der Gradient
von J ist wie im vorangegangenen Beispiel gegeben durch VJ(z*) = (1,1). Ferner
ergeben sich wegen Vei(x1,22) = (2(x1 — 1),222) und Ves(z1,22) = (2(z1 —
2),2x9) die Gradienten von e; und es an z* zu Vei(z*) = (—2,0) bezichungs-
weise Veg(z*) = (—4,0). Damit sind die Gradienten Ve;(z*) und Veg(x*) linear

abhiingig in IR?, der Punkt z* kann also nicht regulir sein. Offenbar 16st x* 16st die
Minimierungs-Aufgabe, es gibt aber kein \* € IR?, so dass (1.4) erfiillt ist. O

Wir kommen nun zur Formulierung des Haupt-Resultates von diesem Ab-
schnitt.

Satz 1.9 (Notwendige Bedingungen 1. Ordnung). Sei der Punkt z* eine lo-
kale Lésung von (Pgp) und ein reguldrer Punkt. Dann existiert genau ein \* =
(A, A5 )T € R™, der sogenannte Lagrange-Multiplikator, so dass

(1.5) VJ(") + i NiVei(z*) = VJ(2*) + (A\)TVe(z*) = 0.
i=1
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BEWwEISs. Offenbar ergibt m = n ein triviales Resultat, da V.J(z*) € IR™ und,
nach Voraussetzung, Span {Vej(z*),..., Ve, (z*)} = IR™ gelten. Sei also m < n.
Wir sortieren den Vektor x um, indem wir @ = (zp,2gr) € R™ schreiben mit zp €
R™ xr € R™™ ™ so dass Vge(z*) € R™*™ invertierbar ist. Hierbei bezeichnet Vp
den Gradient mit den partiellen Ableitungen beziiglich des Vektors zp. Da z* =
(x, 2%) Losung von (Pg;) ist, haben wir e(z%;, 27) = 0. Wir werden den Satz tiber
Implizite Funktionen anwenden, um die Variable xp durch xr auszudriicken. Da
V ge(x*) invertierbar ist, existieren ein Radius r > 0 und eine stetig differenzierbare
Funktion

®: By(z}) = {or € R" " ||lzr — 2| <7} = R™
mit
O(zy) =25 und e(P(zgr),zr) =0 fir alle xg € B, (z}).
Ferner ist der Gradient von ® beziiglich des Vektors zr gegeben durch
Ve®(zr) = —(VBe(fb(xR),:ER))_lvRe(@(:CR),:ER) fir alle 2 € B,.(z}),

was wir sofort aus der Identitit e(®(xr),zr) = 0 durch Differenzieren nach zp
erhalten. Unter Verwendung der Abbildung ® betrachten wir das reduzierte Problem

(1.6) minJ(zg) wdN. zg € B.(zh) C R"™™

mit J : R — R, J(zg) = J(®(xR),zr). Die Abbildung J wird auch als re-
duziertes Kostenfunktional bezeichnet. Offenbar 16st 27, lokal das (unrestringierte)
Problem (1.6). Daher folgt die notwendige Optimalitéitsbedingung

(1.7) Vrd(zh) = 0.
Fiir der Gradienten von .J erhalten wir

VRJ(I'R) = VBJ((I)($R),$R) VR(I)(,TR) —I—VRJ(‘I)(,TR),,TR)

clR1xm clRmx(n—m) cIRLx (n—m)
-1
= — VBJ((I)(:ER), xR) (VBS(‘I)(:Z?R), xR)) VRG((I)(ZER), IR)
clR1xm clRmxm elRmXx(n—m)

+ VRJ((I)(LL'R),,TR),

wobei wir den Gradienten von ® nach dem Satz iiber Implizite Funktionen ersetzt
haben. Wir fithren nun den Lagrange-Multiplikator A* € IR™ durch die Gleichung

X = (Vo (®lak), k) (Vae(@(ai).oh) ") =~ (Vpela) " Vo(a')"
ein. Wir erhalten somit aus (1.7)
(1.8a) VrJ(x*) + (A\) ' Vge(z*) =0
Ferner lost A* die adjungierte/duale Gleichung

Vpe(z*) '\ = —VpJ(z*)T

beziehungsweise die Gleichung
(1.8b) VeJ(z*) + (A\) T Vge(z*) = 0.
Aus (1.8) folgt (1.5), was zu zeigen war. O
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BEMERKUNG 1.10. a) Die notwendigen Optimalitiitsbedingungen erster
Ordnung

VJ(z*) + (A\)Ve(z*) =0
zusammen mit der Nebenbedingung
e(z*)=0
ergeben ein (nichtlineares) Gleichungs-System mit n + m Gleichungen fiir
die n + m Unbekannten z* € R® und \* € IR™.
b) Der Beweis von Satz 1.9 zeigt auch, wie der Lagrange Multiplikator A*

berechnet werden kann. Fiir gegebene optimale Losung z* von (Pg;) 16st
A* das lineare System

Vpe(z*) '\ = —VpJ(z*)T
Offenbar ist A* = 0 im Fall von VgJ(z*) = 0. O

Wir bezeichnen mit (-, )r= das Euklidische Skalarprodukt im IR™. Mit der
Einfithrung der Lagrange-Funktion

(1.9) L(z,\) = J(2) + Me(x) = J(z) + (A e()) gm

lassen sich die Optimalitéitsbedingungen (1.8) kompakt schreiben mit Hilfe des Gra-
dienten von L:

(1.10a) V.L(z*, \*) = VJ(z*) + (\*) ! Ve(z*) =0,
(1.10b) VaL(z*, \*) = e(z*)T =0,
also insgesamt VL(z*, \*) = 0.
BEISPIEL 1.11. Wir betrachten das Problem
min x1To + roxs + 123 u.d.N. x1 4+ 29 + 23 = 3.
Um die Form (Pg;) zu erhalten, setzen wirn = 3, m = 1, J(x) = x120+ 2223+ 2123
und e(z) = x1 + x2 + 23 — 3 fiir & = (21,22, 73) € R3. Wegen Ve(z) = (1,1,1) ist
jeder Punkt z € R regulir. Zum Aufstellen des Gleichungssystems (1.10) fiihren
wir die Lagrange-Funktion gemif} (1.9) ein:
L(z,)\) = J(z) + de(z) = z122 + 2233 + 123 + M(w1 + T2 + 23 — 3).

Dann folgen die beiden Gleichungen:

VaoL(z,A) = (z2 + 23+ N\21 + 23+ N\ 21 + 22 + X)) =0,

V)\L(:Z?,/\) =z +z2+23—3=0.

Nun lassen sich z* = (z},23,25) € R? und A\* € R als Losung des Gleichungs-
Systems

0 1 1 1 ] 0
1 01 1 zs | | O
1 1 01 s |1 0
1110 A* 3
berechnen. Wir erhalten x} =1 fiir ¢ = 1,2,3 und A* = —2. Somit haben wir eine

Losung von (1.10) gefunden. Wir wissen aber nicht, ob es sich bei dem Punkt z*
um eine Minimum, Maximum oder einen Sattelpunkt handelt. O
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4. Bedingungen 2. Ordnung fiir Gleichungs-Restriktionen

Seien sowohl das Zielfunktional J als auch die Gleichungs-Nebenbedingung e
zweimal stetig differenzierbar.

SATZ 1.12 (Notwendige Bedingungen 2. Ordnung). Sei z* ein lokales Minimum
von J unter der Nebenbedingung e(xz) = 0. Ferner sei x* ein requlirer Punkt. Dann
ist die n X n-Matriz

VeeL(z*, X*) = V2J(2*) + (W) V2e(z*) = V2J(z¥) + Z AV2e;(x*)

positiv semi-definit auf Kern Ve(z*), das heifst,
vV oo L(xz*, N >0 fiir alle v € Kern Ve(z*).

wobei \* den nach Satz 1.9 eindeutig bestimmten Lagrange-Multiplikator zu x* be-
zeichnet und V? fiir die zweite Ableitung steht.

BEWEIS. Nach Satz 1.4 ist die Tangentialebene an £ im Punkt z* durch den
Unterraum Kern Ve(z*) gegeben. Sei x(t) eine zweimal stetig differenzierbare Kurve
in & mit 2(0) = 2*. Dann gilt

42
(1.11) @J(x(t))\tzo > 0.
Wir berechnen die zweite Ableitung von J und bekommen
LI,y = S(VI0)i0)],_
d2 t=0 dt t=0
(1.12) = (#(®)"V2I(@(t)a(t) + VI (2(£)E(1) | ,_,

= 2(0)T'V2J(2*)%(0) + V.J(z*)#(0).

Differenzieren wir die Gleichung (A\*)%e(z(t)) = 0 zweimal nach ¢ und werten die
zweite Ableitung an ¢ = 0 aus, so folgt

(1.13)
0=—5 ¢ () Te(a(t))] = i((/\*)TVG( ()a(t))|
a2 =0 T q t=0
= (@®)T ()T V2e(z()i(t)) |,_,
(()\*)TVe (t)a(t) ) ’t 0
= #(0)" (A)"V2e(a*)i(0) + (\*) Ve(a™)i(0).

Wir addieren nun (1.13) zu (1.12) und verwenden (1.11) sowie (1.5). Dann ergibt
sich die Ungleichung

0< %J( ),y = #(0)T (V2I(*) + (A)TV2e(z)) i(0)
+ (VJ (") + (X)) Ve(z¥)) £(0)
= #(0)T Vo L(z*, A*)2(0).

Da #(t) ein beliebiger Tangentialvektor in Kern Ve(z*) ist, erhalten wir die Be-
hauptung. O
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Satz 1.13 (Hinreichende Bedingungen 2. Ordnung). Seien z* € £ C R® und
A* € R™ zwei Punkte mit
(1.14) VJ(z*) + ()" Ve(z*) = 0.
Ferner seien x* ein regulirer Punkt und die Matriz V. L(z*, \*) positiv definit auf
Kern Ve(z*):

v Voo L(x*, X)) > 0 fiir alle v € Kern Ve(z*) \ {0}.

Dann ist x* ein striktes lokales Minimum von J unter der Nebenbedingung e(x) = 0,
das heifit, x* ist eine strikte lokale Losung von (Pgi).

BEWEIS. Angenommen, x* ist kein striktes lokales Minimum von J unter der
Nebenbedingung e(x) = 0. Dann gibt es eine Folge {z*}° ) mit

klim ¥ =g*,  J(2®) < J(z*) und e(z¥) = 0 fiir alle k& > 0.

Wir schreiben ¥ = z* + s, dzF, wobei s; > 0 fiir alle & und §zF € IR™ mit
|62*|| = 1 gelten. Damit folgt s — O fiir kK — oo. Ferner besitzt nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrass die Folge {6:6’“}2020 eine konvergente Teilfolge, die wir wieder
mit {62}, bezeichnen. Sei dz* € R™ das Grenzelement der Teilfolge, das heift,
Sx¥ — dz* fiir k — oco. Wegen e(z*) = e(z*) = 0 erhalten wir

0= lim SE) —e@) o elaf) —e(@r)

k—oo Sk k—o0 HSk 5Ik||

Damit liegt 6z* in Kern Ve(x™*).
Eine Taylorentwicklung der i-ten Nebenbedingung e;(x*) am Entwicklungspunkt
x* ergibt wegen e;(z*) =0

= Ve(z")ox".

2
(1.15) 0= e;(2") = s, Vei(2*)dzk + %k (62T 2e;(nf)oxk, i=1,...,m,
und fiir das Kostenfunktional J(z*) erhalten wir
2
(1.16) 0> J(z*) — J(z*) = s, VJ(x*)oz* + %’“ (622 T (nk)ox*.

In (1.15) und (1.16) bezeichnen die ¥, i = 0, ..., m, Zwischenstellen aus der Ver-
bindungsstrecke {z € R" |2z = 72* 4+ (1 — 7)2* mit 7 € [0, 1]}. Multiplizieren wir
(1.15) mit A}, addieren die m Gleichungen und fiigen diese zu (1.16) hinzu, so
erhalten wir die Ungleichung

2 m
0> s, (VJ(2*) + (\) ' Ve(z™)) 62" + %k (62*)T (VQJ(ng) + Z /\fv2ei(nf)) sk
i=1

Aus (1.14) schlieBen wir, dass der erste Term auf der rechten Seite gleich null ist.
Da die Zahlen sy, fiir alle k positiv sind, folgt

0> (6zM)T (VQJ(n’g) + Z /\;“VQei(nf)) Sx*
i=1
Wegen limy_o n¥ = ¥, 0 < i < m, bekommen wir beim Grenziibergang k — oo

die Ungleichung

0> (6z*)" <V2J(:E*) +) A Ve, (x*)> 6" = (0a") TV pu L(x*, \*)02*.
=1
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Da dz* € KernVe(z*) gilt, haben wir einen Widerspruch zu der Voraussetzung,
dass V. L(z*, \*) positiv definit auf Kern Ve(z*) ist. Daher ist die Annahme falsch
und a* eine strikte lokale Losung von (Pgy). (]

BeispieL 1.14. Wir wenden uns nun noch einmal dem Beispiel 1.11 zu. Die
Losung der notwendigen Optimalititsbedingungen sind 2* = (1,1,1) und \* = —2.
Dann folgt

Ve L(x*, X)) =
1 1 0

Die symmetrische Matrix V. L(x*, A*) ist indefinit mit den drei Eigenwerten p; =
—1, uo = —1 und p3 = 2. Um die hinreichenden Bedingungen 2. Ordnung nach-
zupriifen, wéhlen wir v = (v1,v2,v3) € KernVe(z*) \ {0} beliebig. Dann folgen
v1 +vg +v3 =0 und

0TV oo L(x™, N0 = vy (v2 + v3) +va(v1 +v3) +v3(v1 +1v2) = —vi —vi —v2 <0.
Damit ist V, L(2*, A*) negativ definit und an z* liegt kein Minimum, sondern ein

Maximum vor. O

5. Sensitivitidtsanalyse

Sei x* € R™ ein reguldrer Punkt und eine lokale Losung von
(1.17) minJ(z) wdN. e(z)=0.

Ferner seien J und e zweimal stetig differenzierbar. Mit A* € IR™ bezeichnen wir
den nach Satz 1.9 eindeutig bestimmten Lagrange-Multiplikator zu x* Wir wollen
nun das Problem

(1.18) min J(z) wdN. e(z)=c
mit ¢ € R™ 16sen.

LEMMA 1.15. Seien @Q € R™ "™ und A € R™*"™ gegeben, wobei Rang A = m gilt
und Q positiv definit auf dem Teilraum Kern A ist. Dann ist die Matriz

(4%)

BEWEIS. Angenommen, das Paar (z,A) € R™ x R™ 16st das System
(1.19a) Qr+ATx=0,
(1.19b) Az =0.

invertierbar.

7Zu zeigen ist, dass * = 0 und A = 0 gelten muf. Wir multiplizieren (1.19a) mit x7
von links und erhalten die Gleichung

2T Qz + 2T AT N =0.
Mit (1.19b) folgen 27 AT = 0 und daher 27 Qx = 0. Wegen (1.19b) haben wir aber
x € Kern A, so dass = 0 ist. Aus (1.19a) ergibt sich mit = 0 nun AT\ = 0. Nach
Voraussetzung gilt Rang A = m. Damit ist A surjektiv und deshalb AT injektiv. Das

bedeutet aber, dass A = 0 sein muf. Wir haben damit gezeigt, dass (z, A) = (0,0)
erfiillt ist. g

Nun konnen wir folgenden Satz beweisen.
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SATZ 1.16. Sei z* € R™ eine lokale Lisung von (1.17) und sei * ein reguldrer
Punkt. Der Vektor \* € RR™ bezeichne den Lagrange-Multiplikator zu x*. Es gelte

(1.20) vV L(z*, X)) > 0 fiir alle v € Kern Ve(z*) \ {0}.

Dann gibt es eine Umgebung U(0) C R™ wvon 0 € R™, so dass (1.18) eine Lisung
x(c) fiir alle c € U(0) besitzt, die stetig von ¢ abhingt mit x(0) = x*. Ferner gilt

Vel (x(c)|,_y = —(A)".
BEWEIS. Wir betrachten das Gleichungs-System
(1.21a) VJ(z) + MN'Ve(z) =0,
(1.21b) e(z) =c.
Nach Voraussetzung 16st (z*, \*) das System (1.21) fiir ¢ = 0. Die Jacobi-Matrix

der Abbildung

o= (VL)

am Punkt (z*,\*,0) € R"” x R™ x IR™ beziiglich der Variablen (z, \) ist
* )k _ vme((E*, )\*) ve(x*)T _ 2 * ok
V(m,)\)F(fE LAY, 0) = ( Ve(z*) 0 = V7L(z*, \*).

Wegen (1.20) und der Tatsache, dass z* ein regulirer Punkt ist, ist VZL(x*, \*)
nach Lemma 1.15 invertierbar. Nach dem Satz iiber Implizite Funktionen gibt es
eine Losung (x(c), A(c)) von (1.21) in einer Umgebung U(0) C IR™ von 0 € R™.
Diese Losung héngt sogar stetig differenzierbar von ¢ ab. Da 2 — Ve(z) stetig ist, ist
Ve(z(c)) surjektiv fiir alle ¢ in einer eventuell kleineren Umgebung U(0) C U(0) von
0. Da V. L(x, \) stetig ist, liisst sich auch zeigen, dass eine Umgebung U (0) ¢ U(0)
existiert mit

vV e L(z(c),M(c))v > 0 fiir alle v € Kern Ve(z(c)) \ {0}

fiir alle ¢ € U(c), siehe [35, Lemma 2.12]. Damit erfiillen die Punkte (z(c), A(c)),
¢ € U(0), die hinreichenden Bedingungen 2. Ordnung. Also ist z(c) eine strikte
lokale Losung von (1.18).

Mit der Kettenregel erhalten wir

Ve (x(c)|,_, = VJ(2*)V.2(0)
und
(N]._o = Ve(@*)Vex(0).
Wegen (1.21Db) folgen Ve( ) z(0) =1 € R™ ™ und mit (1.21a)
Ved (@(e)],—y = —(A)7,

was zU zeigen war. ([

6. Ungleichungs-Nebenbedingungen

Seien J und e zweimal stetig differenzierbar. Wir betrachten das Optimierungs-
Problem

(P) minJ(z) udN. e(z)=0und g(z) <0.
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DEFINITION 1.17. Sei z* € R"™ ein Punkt mit

(1.22) e(z") =0 und g(x*) <O0.

Mit A C {1,...,p} bezeichnen wir die Menge der aktiven Indizes i € A, fir die
gi(xz*) = 0 gilt. Der Punkt x* heifft reguldrer Punkt fiir (1.22), wenn Ve;(z*),
1 <i<m, und Vg;(z*), i € A, linear unabhingig sind.

SATZ 1.18 (Karush-Kuhn-Tucker). Sei 2* € R™ ein lokales Minimum von (P)
und sei x* ein requldrer Punkt fir (1.22). Dann existieren Vektoren A* € R™ und
w* € IRP mit u* >0, so dass

(1.23a) VJ(z*) + (W) Ve(z*) + ()T Vg(z*)
(1.23b) () g(a") =
BEMERKUNG 1.19. Die Gleichung (1.23b) wird Komplementaritits-Bedingung

genannt. Aus p* > 0 und g(«*) < 0 folgen, dass (1.23b) dquivalent mit der Tatsache
ist, dass p* > 0 nur dann gelten kann, wenn i € A erfiillt ist. %

0,
0.

BEWEIS VON SATz 1.18. Nach Voraussetzung ist z* eine lokale Losung von
(P). Dann existiert eine Umgebung U C IR™ von z*, so dass g;(z) < 0 fiir alle
ie{l,...,p}\ Aund alle z € U gilt. Damit 16st «* auch das Problem

(1.24) minJ(z) uwdN. e(z) =0, g;(z) =0 fiir i € A.

Sei A = {i1,...,5} miti; € {1,...,p}, 41 < ... <igund £ < p. Da z* ein reguldrer
Punkt ist, garantlert Satz 1.9 die Existenz eines Multiplikators £* € R™*¢, so dass

Ve(z*)
v.gil (:C*)

Wir setzen \f = & fiir j = 1,...,m und A* = (A}, ..., AT € R™. Ferner definie-
ren wir fir j=1,...,p

o | & falls j =iy firein k € {1,..., 4},
Hi=9 0 sonst.

und p* = (p5,...,pu5)". Offenbar gelten dann sowohl (1.23a) als auch (1.23b). Zu
zeigen bleibt noch, dass p* > 0 erfiillt ist. Wegen pf = 0 fiir ¢ € A brauchen wir
nur g7 > 0 fiir i € A zu zeigen. Angenommen, es gibt ein iy, € A mit p; < 0. Wir
setzen

S={zeR"|e(x) =0, g;(z) =0 fiir j € A\ {ix}}.

Da z* ein reguldrer Punkt fiir (1.22) ist, sind Vei(z*),..., Ven(z*), Vg, (z*),. ..,
Vi, (z*) linear unabhingig. Insbesondere gilt Vg;, (z*) # 0 und z* ist auch ein
reguldrer Punkt fiir S, so dass wir die Tangentialebene an S im Punkt «* durch den
Kern der Matrix mit den Zeilen Ve;(z*), 4 € {1,...,m}, und Vg;(z*), i € A\ {ix}
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dartellen kénnen. Da die Menge
Ve(x*)
v.gil (‘T*)

Kern | Vg, _,(2*) | ={ve R"|Ve(z*)v =0, Vg;(z*)v =0 fiir i € A\ {i}}
VQik+1 (‘T*)

Vi, (‘T*)
grofler als die Menge
Ve(z*)

v.gil (‘T*)

Kern ={v € R"|Ve(z*)v =0, Vg;(z*)v =0 fiir i € A}

Vi, (‘T*)

ist, gibt es ein Element v € R™ mit Ve(z*)v = 0, Vg;(x*)v = 0 fiir i € A\ {ix}
und Vg;, (z*)v < 0. Der Vektor v liegt in der Tangentialebene an & im Punkt z*.
Es gibt daher eine Kurve z(¢) in & mit 2(0) = z* und 4¢(0) = v. Damit gelten
e(z(t)) = 0 und g;(x(t)) = 0 fiir alle i € A\ {ig}. Aus g;(x(0)) = g;(z*) < 0 fiir alle
i ¢ A folgt die Existenz von € > 0 mit g;(x(t)) < 0 fiir alle ¢ € (—e, ). Wegen

d .
& Gix (‘T(t)) ’t:O = Vglk(x )U <0
und g;, (z*) = 0 gibt es ein € > ¢ > 0, so dass g¢;, (z(t)) < 0 fiir alle t € [0,¢).
Deshalb schlieen wir, dass die Kurve z(t) fiir alle ¢t € [0, ¢) zuldssig fiir (P) ist.
Wir betrachten die Ableitung des Zielfunktionals entlang der Kurve z(¢) an ¢t = 0
und verwenden (1.23a). Es ergibt sich

d

ST (1) |,y = VI = ()T V(") — (u")T Vg0

== Y Vg -, Vi (@)=Y uVi(a*)v <0,
i€ A\{ix} ig A

da Ve(z*)v = 0, Vgi(z*)v = 0 fiir alle i € A\ {ir}, ui, <0, Vg, (2*)v < 0 und
wi = 0 fir alle i € A. Damit fillt die Zielfunktion an z* in Richtung v und z*
kann keine lokale Losung von (P) sein. Das ergibt einen Widerspruch. Damit kann
es kein iy, € A mit 7 < 0 geben. O

Bei Ungleichungs-Restriktionen fithren wir eine gegeniiber (1.9) erweiterte La-
grange-Funktion wie folgt ein:

Lz, \p) = J(@) + NTe(x) + (u)Tg(x) fiir (z,\ p1) € R® x R™ x IRP.
Offenbar ldsst sich (1.23a) in der Form V,L(x*, \*, u*) schreiben.
BEISPIEL 1.20. Wir betrachten das folgende Beispiel:

1
min B (7 + 23 +23) wdN. z; +23+a3 < 3.

Aus (1.23a) erhalten wir die drei Gleichungen
2+ pt=0, z34+up =0, z5+p =0

fiir ein lokales Minimum z* = (z7, z3, 2%). Es gibt zwei Moglichkeiten:
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1) Die Nebenbedingung ist an z* inaktiv, d.h.,
o] + a5 +ay < 3.
Wegen (1.23b) folgt sofort u* = 0. Also erhalten wir direkt z* = (0,0, 0),
was aber der Ungleichungs-Nebenbedingung widerspricht. Also entfillt
diese Moglichkeit.
2) Die Nebenbedingung ist aktiv. Dann haben wir vier Gleichungen zur

Verfiigung, um die Variablen x7, 23, 3, u* zu berechnen. Wir bekommen
das lineare Gleichungs-System

] 0

x5 _ 0

x| 0

% -3
Die Koeffizienten-Matrix ist nach Lemma 1.15 invertierbar. Wir berechnen
die Losung 27 = —1,1 <4 < 3, und p* =1 > 0. Es gibt damit nur einen
Kandidaten z* fiir ein lokales Minimum. O

Notwendige und hinreichende Bedingungen zweiter Ordung fiir Probleme mit
Ungleichungs-Restriktionen werden im wesentlichen dadurch hergeleitet, dass nur
die aktiven Nebenbedingungen betrachtet werden.

SATz 1.21. Seien J, e, g zweimal stetig differenzierbar und x* ein requldirer
Punkt von (1.22). Ferner nehmen wir an, dass x* ein relatives Minimum fir (P)
ist. Dann existieren Lagrange-Multiplikatoren \* € R™ und p* € IRP mit p* > 0,
so dass (1.23) gilt und die Hesse-Matriz

Vo L(a®, X, 1) = V2 I (2*) + (A") T V2e(a”) + (u") V2 g(a")
m p
=V2J(@") + > N V2e(r) + > ui Vigi(x")
i=1 i=1
positiv semi-definit ist auf dem Tangentialraum zu den aktiven Nebenbedingungen.

BEWEIS. Wenn z* ein lokales Minimum beziiglich der Nebenbedingung (1.22)

ist und die Menge der aktiven Indizes mit A = {i1,...,4s} bezeichnet wird, ist es
auch eines fiir das Problem
minJ(z) wdN. e(z)=0,g;,(x)=...=g,(x)=0

(siehe auch im Beweis von Satz 1.18). Daher folgt die Aussage aus Satz 1.12. O

Um hinreichende Kriterien herzuleiten, miissen wir den Fall beriicksichtigen,
dass die zu aktiven Ungleichungen assozierten Lagrange-Multiplikatoren den Wert
Null haben kénnen. Daher mufl V., L(x*, \*, 1*) positiv definit auf einem gréfierem
Unterraum sein.

SATZ 1.22. Seien J, e, g zweimal stetig differenzierbar. Hinreichende Bedin-
gung, dass * € R™ ein striktes lokales Minimum von (P) ist, ist die Ezistenz von
Vektoren \* € R™ und p* € RP, so dass

(1.25a) pt >0,
(1.25b) (u*) " g(z*) = 0,
(1.25¢) VJ(z*)+ A\ Ve(z*) + (") TVg(z*) =0
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gelten und die Hesse-Matrix
Ve L(@* X5, 1) = V2 (@) + (V)T V2e(a®) + ()T V2g(a™)
positiv definit auf dem Unterraum
K= {v € R" | Ve(z*)v =0, Vg;(z")v =0 fiiri € ./Zl}
mit A= {i € Alu} > 0}.
BEMERKUNG 1.23. Wegen A C A folgt
K={veR"|Ve(z*)v =0, Vg;(z*)v =0 fiir i € A} C K,
das heift, die Menge K ist im allgemeinen grofer als die Menge K. O

BEWEIS VON SATZ 1.22. Wir nehmen wie im Beweis von Satz 1.13 an, dass *
kein striktes lokales Minimum ist. Sei {z¥}2° eine Folge von zulissigen Punkten
mit

klim ¥ =2 und J(z%) < J(x*) fir alle k € N.
Wir schreiben wieder 2% = z* + sxdz® mit s > 0 und ||6z%|| = 1 fiir alle k.
Eventuell nach Ubergang zu einer Teilfolge setzen wir voraus, dass ein Element
dx* € R™ existiert mit
klim s, =0 und klim o2k = da*.

Wegen

kY _ *

T a6

sk |16z |
erhalten wir VJ(z*)dz* < 0. Ferner schlieBen wir aus e;(z*) = e;(2¥) = 0 fiir
1 <i<m, dass

(z*) — ei(z*)

Ve;(z*)ox* = lim G

=0, 1<:<
Koo sg||02F | poa =t

erfiillt ist. Damit gilt dz* € Kern Ve(z*). Analog ergibt sich fiir die aktiven Neben-
bedingungen
. gi(z") — gi(z*)
gi(x7)oa" = lim === [62F]

Im Fall von Vg;(z*)dz* = 0 bezichungsweise uf = 0, i € A, das heifit, i € A\ A,
verlduft der Beweis genauso wie in dem von Satz 1.13. Hier kann ich die positive
Definitheit von V., L(z*, A\*, p*) auf K verwenden. Gilt Vg;(z*)dz* < 0 fiir minde-
stens ein i € A. Dann bekommen wir mit (1.25¢), und g = 0 fiir alle i ¢ A\ A,

0> VJ(z*)oz* = —(\)TVe(z*)dz* — (u*)TVg(z*)oz*
== wiVgi(a")6x" =Y piVgi(a®)ox — Y piVgi(a*)oz"

<0, i€ A

igA icA icA\A
== 4 Vgi(z*)sz* >0,

N~ ——

i€ A >0 <0

da mindestens ein i € A existiert mit Vg;(z*)dz* < 0. Damit haben wir aber einen
Widerspruch. (I
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BEMERKUNG 1.24. Gilt A = A, so ist die Voraussetzung, dass V. L(z*, \*, u*)
positiv definit auf

{veR"|Ve(z*)v =0, Vg;(z*)v =0 fiir i € A}
ist, eine hinreichende Bedingung fiir ein striktes lokales Minimum an z*. %

BEISPIEL 1.25. Wir setzen das Beispiel 1.20 fort und berechnen

100 00 0
ViJ(z*)=| 0 1 0 und Vig(z*)=[ 0 0 0
00 1 00 0

Also ist V. L(x*,\*, u*) gleich der Identitit in IR3*3. Da die Nebenbedingung
aktiv ist und p* = 1 > 0 gilt, ist eine hinreichende Bedingung fiir ein striktes
lokales Minimum an z* nach Satz 1.22, dass V. L(z*, \*, u*) positiv definit auf
dem Unterraum Kern Vg(z*) ist. Offenbar ist aber V,,L(z*, \*, u*) positiv auf
IR3, und damit liegt an z* ein striktes lokales Minimum vor. O

Wir geben noch ein Sensitivitdtsresultat an. Ein Beweis basiert auf #hnlichen
Argumenten wie denen im Beweis von Satz 1.16.

Satz 1.26. Seien J, e, g zweimal stetig differenzierbar. Fir (c¢,d) € R™ x RP
betrachten wir die Familie von Problemen

(1.26) min J(z) w.d.N. e(zx)=c undg(z) <d.

Der Punkt x* € IR™ sei regulir und eine lokale Lisung von (1.26) fir (c,d) =
(0,0). Ferner erfille x* zusammen mit den nach Satz 1.18 zugehirigen Lagrange-
Multiplikatoren X* € R™ und p* € IRP mit u* > 0 die hinreichenden Bedingungen 2.
Ordnung fiir ein striktes lokales Minimum (siehe Satz 1.22). Ferner gelte uf > 0 fiir
alle aktiven Ungleichungs-Restriktionen. Dann existiert eine Umgebung U C IR™+P
von (0,0), so dass (1.26) eine lokale Lésung x = x(c,d) zu jedem (c,d) € U besitzt.
Diese Lisung x(c,d) hingt stetig von (c,d) ab mit (0,0) = x*. Ferner gelten

VeJ(z(e,d)) ‘(c,d):(0,0) =T und VaJ(x(c,d)) ’(c,d):(0,0) = —(uH)T.






KAPITEL 2

Lineare Programmierung: Innere-Punkte
Verfahren

In diesem Abschnitt werden wir uns mit Innere Punkte Verfahren zur Behand-
lung von lineare Ungleichungs-Nebenbedingungen beschéftigen. Dabei werden wir
Innere-Punkte Verfahren verwenden.

1. Primal-Duale Verfahren
Wir betrachten das Problem
(2.1) minc’z wdN. Az =bund x>0

mit ¢ € R", A € R™*™ sowie b € R™. Da sowohl die Zielfunktion sowie die Neben-
bedingungen linear sind, wird (2.1) auch als Problem der Linearen Programmierung
bezeichnet.

Im Kontext von Abschnitt 1 setzen wir

J(z) =c"z, e(x) =b— Az, g(z) = —z und p = n.

Dann erhalten wir VJ(z) = ¢I', Ve(r) = —A sowie Vg(x) = —I. Sei 2* € R"
eine lokale Losung von (2.1). Da alle Nebenbedingungen, d.h., e und g, linear sind,
existieren Lagrange-Multiplikatoren A* € IR™ und p* € R™ mit p* > 0, so dass die
notwendigen Optimalitéits-Bedingungen erster Ordnung erfiillt sind:

(2.2) VJ(z*) + (A Ve(z*) + ()T Vg(z*) = 0.
Einen Beweis finden wir z.B. in [29, S. 351-353]. Fiir unser Beispiel lautet (2.2):
(2.3a) ATX 4 =c.

Ferner erfiillt z* die Gleichungs-Restriktionen:
(2.3b) Ax* =b.
Aus der Komplementaritits-Bedingung ()T g(2*) = 0 folgt

> wigia®) = 0.
i=1

Nun gelten pf > 0 und g;(z*) < 0 fiir alle ¢ = 1,...,n. Daher kénnen wir die
Komplementaritiats-Bedingung auch in der Form

(2.3¢) wigi(z*)=0 firi=1,...,n

schreiben. Schliefflich sind z* und p* nicht-negativ. Wir driicken das wie folgt aus:

(2.3d) (z*, u*) > 0.

21
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Primal-Duale Verfahren bestimmen eine Losung (z*, \*, 1*) von (2.3) durch An-
wendung des Newton-Algothmus auf (2.3a)-(2.3¢), wobei die Suchrichtung so mo-
difiziert wird, dass (2.3d) in jeder Iteration strikt erfiillt ist. Daher werden diese
Methoden auch Innere-Punkte Verfahren genannt.

Die Bedingung (2.3d) macht das Problem (2.3) deutlich schwieriger und ist
Ursache fiir Entwicklung von unterschiedlichen Varianten der Inneren-Punkte Ver-
fahren. Wir fithren die Abbildung F': IR® x R™ x R™ — IR” x R™ x R™ durch

AT A+ p—c
F(z, A\, pn) = Az —b , (z, A p) € R" < R™ x R™
XMe

ein, wobei
1

X =diag(z1,...,2,) € R", M =diag(p1,...,pun) € R"", e=| ¢ [ eR"
1

gesetzt worden sind. Dann ldsst sich das Problem (2.3) in der Form

(2.4a) F(z, A\ p) =0,

(2.4b) (x,1) >0

schreiben. Wie wir bereits oben erwiahnt haben, generieren Primal-Duale Verfahren
Iterierte (z¥,\*, u¥), die (2.4b) strikt erfiillen, das heifit, es gelten z*¥ > 0 und
u* > 0 fiir alle k. Damit werden insbesondere keine Iterierten erzeugt, die (2.4b)
nicht erfiillen.

Zulissige Innere-Punkte Verfahren fordern, dass sowohl (2.3a) als auch (2.3b)
fiir alle Iterationen gelten. Wir fithren aus diesem Grund zwei Mengen ein:

F={(z,\p) e R" x R" x R"| A" A\ + p=c, Az =10, (z,p) >0},
Fo={(z,A\p) e R*x R" x R" | AT N+ p=c, Az =b, (z,1) >0}
und bezeichnen F als zuldssige Menge und F° als strikt zuldssige Menge. Die Forde-
rung, dass die Iterierte (z¥, \*, u¥) strikt zulissig ist, lisst sich wie folgt schreiben:
(2%, N, k) € Fo.
Wir wollen nun einen Newton-Schritt fiir das nicht-lineare System (2.4a) betrachten.

Sei die Iterierte (%, \¥, u*), k > 0, gegeben. Dann berechnen wir (Az*, ANF, Ap*)
als Losung des linearen Gleichungs-Systems

AxF
VF@F N by | AN | = —F(a® \F, iF)
Apk
mit der nichtsymmetrischen Funktional-Matrix
0o AT I
VE@, u)=| A 0 0
M 0 X

Wir bemerken an dieser Stelle, dass die Funktionalmatrix durch die Diagonalma-
trizen M und X von den Argumenten z sowie u, aber nicht von A abhéngen. Die
neue Iterierte ist nun gegeben durch

(@F TN ) = (@R NF, ih) 4 (AR, ANF, ApP).
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Im Allgemeinen werden wir keinen vollen Newton-Schritt ausfithren kénnen, oh-
ne (2.4b) zu verletzen. Daher bestimmen wir einen Schrittweiten-Parameter ay, €
(0,1], so dass

(@ N ) = (@8N ib) + an(Aa®, ANF, Apt)

die Bedingung (2.4b) erfiillt. Oft muss aber dann der Parameter oy sehr klein
gewihlt werden, um (2.4b) fiir die néichste Iterierte zu garantieren.
Primal-Duale Verfahren modifizieren daher wie folgt:

1) Sie “zwingen” die Suchrichtung in das Innere von F°, so dass wir ein
groBeres ay withlen kénnen, ohne (2.4b) zu verletzen.

2) Sie verhindern, dass die Komponenten von z und p “zu nahe” an die Null
kommen.

Wir fithren den zentralen Pfad C ein, eine durch 7 > 0 parametrisierte Kurve in
R™ x R™ x IR™, wobei die Punkte (7, A7, u") € C Losungen des folgenden nicht-
linearen Gleichungs-Systems sind:

(2.5a) ATX 4+ p=c,
(2.5b) Ax = b,
(2.5¢) xipi =71, 1€{l,...,n},
(2.5d) (x, 1) > 0.

In (2.5d) bedeutet (x,u) > 0, dass sowohl z > 0 als auch u > 0 gelten. Anstatt
von (2.3c) verlangen wir, dass alle Produkte von 27 und u] gleich 7 > 0 sind. Der
zentrale Pfad ist daher die Menge

C={(@",\",u") € R" x R™ x R™ | («7, A", ") 18st (2.5) fiir ein 7 > 0}.

Es kann gezeigt werden, dass fiir jedes 7 > 0 genau eine Losung (7, A7, u”) existiert,
wenn F° # () gilt. Wir kénnen (2.5) in der Form

0 0
(2.6) P X i) = Fa ) - [ o | = o
Te 0

schreiben. Damit approximiert (2.5) das System (2.3) zunehmend besser fiir 7 — 0.
Wenn fiir eine Folge {7,}22, mit 7, > 0 fiir alle n und lim,,_,o 7, = 0 die Folge
{(&™, A\, u™)}52, fiir n — oo gegen ein Grenzelement (z*, A*, u*) konvergiert, so
lost (z*, \*, u*) das System (2.3).

Primal-Duale Verfahren wéhlen fiir 7 > 0 Newton-Schritte zum zentralen Pfad
C. Sei o € [0,1], und die sogenannte gewichtete Dualitits-Liicke definiert durch

1 « =Ty
n= Ez;fﬂiui = P
i=

Im Englischen werden die Parameter o und 7 centering parameter beziehungsweise

duality measure genannt. Wir schreiben 7 = on und wenden bei festem 7 einen
Newton-Schritt auf (2.6) an, das heifit, auf das System F (2™, A", u7) = 0:

0 AT I Az 0
A 0 0 AN | = 0 ,
Mk 0 XF ApF —XkMPFe + one
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wobei X* = diag (z,...,2%) und M* = diag (u¥, ..., u*) gelten. Das Losungs-
Tripel (Axz®, ANF, Ap¥) ist damit ein Newton-Schritt in Richtung des Punktes
(2 X7 u) mit 27" ul" = on bei festen Werten von ¢ und 7. Im Fall von o = 0
erhalten wir wieder den Newton-Schritt fiir (2.4a), fiir o = 1 hingegen einen Schritt
in Richtung von (2, A", u"). Oft wird o € (0, 1) gewéhlt.

Wir wollen nun den Primal-Dualen Algorithmus formulieren.

ALGORITHMUS 2.1 (Primal-Duales Verfahren).
1) Wihle (z°, X %) € F° und setze k = 0.
2) Ldse das lineare Gleichungs-System

0 AT I Ag* 0
(2.7) A 0 0 AN | = 0
Mk o0 XF ApF —X*M*e + opnpe
mit oy, € [0,1] und ny, = (2*)T ¥ /n. Setze
(2.8) (@ N ) = (2% N, 1F) 4 o (AR, ANE, ApR),

wobei ay, € (0,1] derart bestimmt wird, dass (x*+1, p*+1) > 0 erfiillt ist.
3) Sofern kein Abbruch-Kriterium eintritt, setze k = k + 1 und gehe zuriick
zu Schritt 2).

BEMERKUNG 2.2. 1) Die Wahl der Parameter o, und «y, fithrt zu un-
terschiedlichen Varianten von Algorithmus 2.1.
2) Fiir den Startwert haben wir (2%, A\, u%) € F°. Mittels Induktion kénnen
wir zeigen, dass (z¥, \¥, u¥) € F° fiir alle k > 1 gilt.
3) Bei nicht-zulissigen Innere-Punkte Verfahren fordern wir nur (z°, u%) > 0.
Mit der Notation

ry(x) = Az —b und .\ p)=ATA+pu—c

losen wir dann an der Stelle von (2.7) das lineare System

0 AT T Az —re (N, )
A 0 O AN | = —rp(xF)
MF 0 XF ApF —XFMFe + opnre

Gilt af = 1 fiir ein k > 0, so folgen ry(z¥) = 0 und r.(\*, u*) = 0 fiir

alle k > k. Das liegt an der Linearitét der beiden Gleichungen (2.5a) und

(2.5b). O
2. Pfad-Verfolgungs Verfahren

Pfad-Verfolgungs Verfahren restringieren die Iterierten auf eine Umgebung des
zentralen Pfades C und folgen der Kurve C zu einer Losung des linearen Optimie-
rungs-Problems. Dabei wird der Ausdruck

1 n
== foﬂf
i=1

sukzessive fiir k& — oo verkleinert. Fiir 6, € (0, 1] definieren wir folgende Umge-
bungen des zentralen Pfades C:

Us(0) = { (2, A\, 1) € F°| | X Me — nell, < On}
M*OO(’Y) = {(.I,)\,,U) € F° |I’L,U“L > n fiir ¢ = 17" 'an}
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Typische Werte sind § = 0.5 und v = 1073, In U_o(y) fordern wir x;u; > yn
fiir jede Komponente des Vektors X Me. Wir ndhern uns im Grenzfall v — 0 der
Menge F. In Us(0) sind die Anforderungen im allgemeinen restriktiver.

BEISPIEL 2.3. Wir withlen als Beispiel im IR? die Vektoren x = (11,1)7 und
p=(1,1)". Dann gilt (z,u) > 0. Ferner bekommen wir
C11-141-1
S —
Mit v = 1/6 folgt z;u; > ~n fiir « = 1,2. Fir die Euklidische Norm hingegen
erhalten wir

[XMe —nelly, = /(11 —6)2+ (1 - 6)2 = V50 > 7> 0y fiir alle § € (0, 1].

Damit erfiillt das Paar (x, 1) die Ungleichungs-Bedingung in U_ () fiir v =1/6 €
(0, 1], allerdings nicht die entsprechende Bedingung in Uy (0) fiir ein § € (0,1]. O

=6.

ALGORITHMUS 2.4 (Zuliissiges Pfad-Verfolgungs Verfahren).
1) Wihle y € (0,1),0<ag <7 <1,e€ (0,1), w’ = (22, X% u°) € U_o(7)
und setze k = 0.
2) Ist g = (2F)T ¥ /n < e erfillt, dann STOPP.

3) Wihle ok € [0,T] und bestimme eine Lisung
AwF = (AzF, ANE, ApF)

des linearen Gleichungs-Systems (2.7). Sei oy, die grofste Schrittweite o €
(0,1] mat

wh(a) = (2% + aAz® N+ aANF 1P+ aApF) e U (7).
4) Setze w* = wF(ay), k =k + 1 und gehe zuriick zu Schritt 2).

BEMERKUNG 2.5. 1) Algorithmus 2.4 ist ein Spezialfall von Algorith-
mus 2.1. Bei der Wahl von o bestehen weiter Freiheitsgrade, allerdings
sind o = 0 und o = 1 ausgeschlossen. Ferner haben wir gleichméfige
Schranken fiir die o;’s: 0 < g < 0, <7 < 1 fiir alle k£ > 0.

2) Die Wahl von «y ist in Algorithmus 2.4 fest vorgeschrieben. Die Konver-
genzeigenschaften des Verfahrens éndern sich aber nicht, wenn wir geeig-

nete Backtracking-Strategien verwenden:
imax € IN; € € (0,1); i =0; agco) =1;

while (wk(ag)) ZU_(v) and i < imax and a,(f) > 6)

a,(jﬂ) = ﬁa,(:); t=1+1;
end;
ap = oz,(:);

mit einem Parameter 5 € (0, 1). Bei einer Wahl 8 ~ 1 lisst sich das oy, aus
Algorithmus 2.4, Schritt 2), recht gut bestimmen, es sind aber eventuell
viele Iterationen in der while-Schleife der Backtracking-Strategie notwen-
dig. Ist 8 ~ 0, so ist die while-Schleife schnell beendet, der Schrittweiten-
Parameter o wird aber in der Regel deutlich kleiner sein als der von
Algorithmus 2.4 in Schritt 3). O
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3. Konvergenz-Analyse fiir Algorithmus 2.4

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Untersuchung der Konvergenz
von Algorithmus 2.4. Es wird sich herausstellen, dass der Algorithmus folgende
beiden Eigenschaften besitzt:

e das Verfahren bricht nach endlich vielen Iterationen mit Schritt 2.) ab,
e die Anzahl der Iterationen hingt polynomial von der Anzahl der Unbe-
kannten ab (polynomiale Komplezitit).

Wir bemerken an der Stelle, dass das Simplex-Verfahren aus der Linearen Program-
mierung kein polynomiales Verfahren ist. Es gibt dazu das Gegenbeispiel von Klee
und Minty.

Zur Untersuchung der Konvergenz-Eigenschaften sind einige Hilfsresultate not-
wendig.

LEMMA 2.6. Seien u,v € R™ zwei Vektoren mit uTv > 0. Dann gilt
lUVelly <272 [[u+ vl

wobei U = diag (u1,...,u,), V = diag(vi,...,v,) Diagonalmatrizen aus IR™*"
sind und e = (1,...,1)T € R™ gilt.

BEWEIS. Zunichst gilt fiir beliebige Zahlen «, 8 € IR:
1 2 1 2
(2.9) Z(a—i—ﬁ) = Z(a—ﬁ) +af > af.

Wegen uTv > 0 erhalten wir

(2.10) 0<ulv= Z u;v; + Z U;V; = Zuivi - Z w04

w;v; >0 u;v; <0 ieP ieEM

mit der Menge P = {i € {1,...,n}|u;v; > 0} der nicht-negativen Indizes und der
Menge M = {i € {1,...,n}|u;v; < 0} der negativen Indizes. Weiter haben wir die
Ungleichung

(2.11) lz|ly < x|, = Z |z;| fiir alle z € R™
i=1

zur Verfiigung. Die Beziehung (2.11) sehen wir wie folgt: Fiir = 0 ist nichts zu
zeigen. Sei nun a = [|z||; > 0. Dann gilt |z;|/a < 1 fiir alle 1 < ¢ < n und wir
erhalten

(e 2i\? _ <= |z
Z (a) - ; « ’

2
Il =

woraus direkt (2.11) folgt. Bevor wir nun die Aussage des Lemmas beweisen kénnen,
fiihren wir noch eine Notation ein: Fiir den Vektor w € IR™ mit den Komponenten
w; = w;v;, ¢ = 1,...,n, schreiben wir [u;v;];ep fiiv den Vektor, der nur die nicht-
negativen Komponenten von w; enthélt und [u;v;];em fiir den Vektor, der nur die
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negativen Komponenten enthélt. Nun ergibt sich aus (2.9)-(2.11):

9 9 1/2
juvell, = (Nuwilier 3 + uiviicad3)

L (el + uvdien?)
"L Glwderl?) ” = VElwoer,
L B+ ) = 2+
icP
< 2*3/22n:(u1- +0i)? =27 Ju+v|]3,
=1
was zu zeigen war. .

Seien AxF = (Az¥, ..., AzF)T und ApF = (Auk, ..., Apk)T die Losungen von
(2.7). Wir fithren die beiden folgenden n x n-Diagonal-Matrizen ein:

AXF = diag (Az¥, ... AzF) und AM* =diag (ALY, ..., Auk).
LEMMA 2.7. Sei (%, \F, i¥) € U_oo (7). Dann folgt

1
||AXI€AM]€€||2 < 973/2 (1 + ;)nnk,

wobei n = (x¥)Tuk /n die aktuelle gewichtete Dualititsliicke bezeichnet.

BEWEIS. Nach Voraussetzung gelten xfuf > yni > 0, so dass alle Komponen-

ten auf den Diagonalen von X* und M¥ positiv sind. Aus der dritten Blockzeile
von (2.7) ergibt sich

MFAZ? + XFApF = —X*MFe + opnpe.

Multiplizieren wir diese Gleichung mit (X*M*)~1/2 von links und verwenden die
Abkiirzung D* = (X*)Y/2(M*)~1/2 50 erhalten wir

(MP*)=V2(X*) =120k Agk 4 (MF)=1/2(XF) /2 AL
= (XFMF)=V2(— XEMPFe + opmpe).
Da X* und M* Diagonalmatrizen sind, erhalten wir
(2.12) (D*)*Azk + D*Ap* = (X*FM*) 72 (— XFMFe + opne).
Weiter haben wir
(2.13) (AzF)TApF = 0.
Denn aus der ersten Blockzeile in (2.7) folgen AT AN + Ap* = 0 und daher
(AzM)TATANY + (Az™) T APk = 0.

Wegen der zweiten Blockzeile in (2.7) gilt (Az*)TAT = 0 und damit bekommen
wir (2.13). Setzen wir v = (D*¥)"'Az* und v = D*Ap*, so bekommen wir mit
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Lemma 2.6 und (2.12)
|AXEAMYell, = [|((D*) " AXH)(DFAMP el
.14) < 27902 (D) Ak + DF AR
= 273/2 || (X*MF) Y2 (— XFMFe + aknke)llg-

Aus (28)Tpk = nny, eTe = n, abpk > yny, fiir i = 1,...,n und oy € (0,1) erhalten
wir
JAX AP e, < 2732 || = (XFMM) e + g (XEME) 7 2e) 5
1
= 2_3/2( z* T,uk - ZUknkeTe + 02772 —>
( ) k k; xfﬂf
<2732 ((:10’“)Tu’C — 20pmpe’ e + U%ﬁkﬁ)
v
2
— 9—3/2 (m?k — 2ok + na,ﬂk)
Y
3/2 o 3/2 1
— 973/ nnk(l—on—i——) <273/ mYk(l'i‘—)a
v v
was zU zeigen war. 0

Wir geben als néchstes eine obere Schranke fiir die Schrittweite o an. Dieses
Resultat kann als der wesentliche Schritt zum Nachweis der polynomialen Komple-
xitdt von Algorithmus 2.4 angesehen werden.

LEMMA 2.8. Sei die Iterierte (x*, \¥, u¥) € U_(y) gegeben. Dann gilt

(2" (@), X (a), 1 (@) € U ()
fir alle o € (0, @] mit
o 177
n 1l+7v
BEWEIS. Aus der dritten Blockzeile von (2.7) ergibt sich

ap = 23/2

(2.15) pE ALl 4 af Apl = —abpk v opne firi=1,...,n.

Anwendung von Lemma 2.7 fithrt auf
1

(2.16) |AzEApF| < |AXFAMPFe||, < 273/2 (1 + —)nnk firi=1,...,n.
v

Mit z¥puk > ymy fir i = 1,...,n, (2.15) und (2.16) folgt
i (e)pi () = (af + aldaf)(uf + aldpy)
= afpf + a(ef Auf + pfAcf) + o® A Apf

(2.15)
(2.17) > (1= a)zful + aopn, — o?| Azt Apk|

(2.16) 1
> (1—a)yn + aoknr — 2_3/2a2m7k (1 + —>
Y

fir i =1,...,n und fiir a € [0, 1]. Die dritte Blockzeile von (2.7) lautet in Matrix-
Schreibweise
MFAzR + XFAPY = —XFEMFe + opnpe.
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Summation iiber die n Komponenten dieser Gleichung liefert

(uk)TA.’L'k + (xk)TAMk _ _(1 _ Uk)(wk)Tuk.
Zusammen mit (2.13) ergibt sich daher
(2.18) (@ ()T k() = (") Tuk + (") T Ak + (2%)T Apk)
= (@) (1 = a(l — o).

Daher ist die Bedingung

(z* ()" p*(a) (2.18) (

(2.19) y ()l (o) > yme = - (1 = a(l = o))

fiir i = 1,...,n erfiillt, sofern wegen (2.17)

_ 1
(1 — @) + aokme — 273202 (1 + 3)”771@ >v(1—a(l—or)m

erfiillt ist. Eine Umformung der Terme zeigt, dass dies dquivalent ist zu

1
aopme(1 — ) > 2732020y, (1 + —).
Y

Letzteres fithrt auf die Bedingung

l—v
<22y _ gy
a< v Ty ay
Nun ist nur noch (z*(a), \¥(a), ¥ () € F° fiir alle a € [0, ax] zu zeigen. Nach
Voraussetzung haben wir Az* = b und ATA* 4+ p¥ = c. Wegen (2.7) gelten dann
offenbar

AzF(a)=b und ATN(a)+ pF(a) =
fiir alle @ > 0. Aus v € (0,1) bekommen wir y(1 — ) < /4 Also
a§23/2’7%1_—7§23/210 1 L<1,
n 1+~ 4nl+y \/Qn
Wegen zF = 2¥(0) > 0 und p* = p*(0) > 0 folgt aus (2.19) und dem gerade
bewiesenem Teil fiir alle o € (0, ] [0,1]:
aF(a)pf(a) > y(1—a(l —oy) )gr >0 firi=1,...,n
———
<1
Also kann kein Index i € {1,...,n} und kein a € [0, &) existieren mit x¥(a) = 0
oder p¥(a) = 0. O

Nun konnen wir die Reduktion von 7, abschétzen.

Satz 2.9. Sei {(zF,\*, u*)}2, eine durch Algorithmus 2.4 erzeugte Folge.
Dann gilt

)
Met1 < (1 — —> ne  fir alle k>0

fiir eine von k unabhingige Konstante § > 0.
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BEWEIS. Wegen Lemma 2.8 erhalten wir

1—
ap > ay, =23y ZE_— T iy alle k > 0.
nl+y
Aus (2.18) ergibt sich daher
(@ (@) )

M1 = Me(ax) =
(2.20) a2 |

= (1—ak(1—ak))nk§ (I—T”y zak(l—ak)>77k.

Die quadratische Funktion o — (1 — o) ist strikt konkav. Daher nimmt sie ihr
Minimum in dem kompakten Intervall [o,7] C (0,1) an einem der Endpunkte an.
Also gilt

or(1—0p) >min{c(1 —0),5(1—o)} fir alle o4 € [0,7].
Setzen wir )
§ =232, % min {o(1 - 0),5(1 —7)} >0,

so folgt die Behauptung des Satzes aus (2.20). O

Nun sind wir in der Lage, das wesentliche Konvergenzresultat fiir Algorith-
mus 2.4 zu beweisen. Dieses besagt, dass der Algorithmus 2.4 nach O(n|log(e)|) Ite-
rationen dem Abbruchkriterium aus Schritt 2) geniigt, wobei die in der O-Notation
steckende Konstante von der Qualitdt des Startvektors abhéngt.

Satz 2.10. Sei {(zF, N, 1*)}22 ) eine durch Algorithmus 2.4 erzeugte Folge,
wobei der Startvektor (z°,\°, u°) der Bedingung

(2.21) <o
fiir eine positive Konstante o > 0 geniigt. Dann existiert ein K € N mit K =
O(nllog(e)|) und

e <e firalle k> K.

BEWwWEIS. Nach Satz 2.9 haben wir
0
Mer1 < |1 —— |7
n

0
log ni+1 < log (1 - E) + log M.
Wiederholte Anwendung ergibt mit (2.21)

Also folgt

0 0
log ), < log <1 - ﬁ) + lognk—1 < 2log <1 - ) + log k-2

n
) 1) 1
<klog|1l——] +logn <klog(1—— |+ olog-.
n n €
Wegen 1 + 3 < ef gilt
log(1+p) < g fiir alle 5> —1.

Daher erhalten wir
0 1
logny < k| —— ) + olog —.
n €
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Es gilt also n, < ¢, sofern

0 1
k(— —) + olog— <loge
n €

erfiillt ist. Also bekommen wir die Bedingung

1
kZKz(l—i—g)%logg,

was zu zeigen war. O

BEMERKUNG 2.11. Wir betonen abschliefend noch, dass die beiden Sitze 2.9
und 2.10 auch noch gelten, wenn wir ay, in Algorithmus 2.4 durch die in Lemma 2.8
gegebene explizite Schranke @y ersetzen. %

Nun kommen wir zu einem nicht-zuléssigen Verfahren. Dazu haben wir bereits
die Residuenvektoren

m(z) =Ar —beR™ und 7.\ pu)=A"A+pu—cecR®

eingefiihrt. Wir werden die Kurzschreibweise rf = r,(z%) sowie r* = r.(A\k, u¥)

verwenden. In Algorithmus 2.4 galten stets r{f =0 und r¥ = 0 fiir alle k¥ € IN. Die
Wabhl eines Startwertes (2%, A%, u°) € U_ () kann aber unter Umstéinden nicht so
einfach sein. Im weiteren miissen die beiden Residuenvektoren 7 und 7% nicht mehr
notwendig gleich null sein, so dass im Hinblick auf die Wahl des Startwertes mehr
Freiheiten zugelassen sind. Allerdings muss die Menge U_ () modifiziert werden:

U_(7,8) = {(x,)\,u) €R" x R™ x R"™ | @; p; > yn fiir 1 <4 <n und

T'O ,r.O
e el < 2

mit vy € (0,1), 3 > 1und n = 27 u/n. Offenbar ist 3 > 1 notwendig dafiir, dass auch
der Startwert (2%, A%, u0) in U_ (7, B) liegt. In U_ (7, B) habe wir die zusitzliche
Forderung

I(ry,re)

Vo), re (A 1), < Iz 4,

um die Verletztheit der beiden linearen Gleichungen Az = b und ATA 4+ = ¢ zu
messen.
Gilt limg .0 nx = 0, so folgt auch fiir nicht-zulissiges (2%, \¥, u¥)
lim rf =0 und lim r]c“ =0.
k—o0 k—o00
Jeder Héufungspunkt der Folge {(z%, A\, %)}  erfiillt daher die Optimalitiitsbe-
dingungen

ATXN+p=c,

Ax = b,
i =0, 1=1,...,n,

(z, 1) > 0.

ALGORITHMUS 2.12 (Nicht-zulissiges Pfad-Verfolgungs Verfahren).
1) Wihle v € (0,1), 3>1,0< 0 <7 <1/2, e € (0,1), w® = (2% \°, u0)
mit (29, 1%) > 0 und 29l > yno firi=1,...,n und setze k = 0.
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2) Ist mi, = (x®)Tp¥ /n < e erfiillt, dann STOPP.
3) Wihle ok € [0,T] und bestimme eine Lisung
Aw® = (Az* AN ApF)

des linearen Gleichungs-Systems

0o AT I Az —rk
(2.22) A 0 0 AN | = —rk
MF 0 Xk Ap —X*MFe + opnpe

Sei ay, die grifite Schrittweite o € (0,1] mit
(2.23) wh(a) = (% + aAz® N+ aANE 1P+ alp®) e U (v, B)

und
(2.24) N () < (1 —0.01a)ny.

4) Setze w1t = wF(ay,), k =k + 1 und gehe zuriick zu Schritt 2).
BEMERKUNG 2.13. 1) Wegen 3 > 1 folgt (2%, A%, %) € U_ (7, B). Da-

her liegt wegen (2.23) die gesamte Folge {w*}2 in U_oo (7, ).

2) Die Bedingung (2.24) garantiert eine hinreichende Abnahme der gewich-
teten Dualitatsliicke 7.

3) Die schwer zu berechnende Schrittweite oy, kann wieder durch einen expli-
ziten Ausdruck ersetzt werden. Fiir Details verweisen wir an dieser Stelle
auf [13]. O

Wir zitieren hier den folgenden Satz aus [13, S. 159].

SATZ 2.14. Sei {wk}iozo eine durch Algorithmus 2.12 erzeugte Folge. Dann
gelten folgende Aussagen:
1) Die Folge {ni}32, konvergiert linear gegen Null.
2) Die Folge {||(rf,r¥)||}32, konvergiert r-linear gegen Null, das heift, die
Folge {||(rf,r5)|1}22. micht-negativer Zahlen wird durch eine linear gegen
Null konvergierende Folge {cy}72, majorisiert (ci, > 0 fiir alle k € N,
limy o0 cx = 0 und ||(rF, 75)||2 < ci fiir alle k € IN).

4. Der Pradiktor-Korrektor Algorithmus von Mehrotra

Die meisten Innere-Punkte Verfahren in Programm-Bibliotheken basieren auf
einer von Mehrotra vorgeschlagenen Variante, die im wesentlichen zwei Gesichts-
punkte hat:

1) Hinzufiigen eines Korrektur-Schrittes bei der Berechnung der Suchrich-
tung;
2) adaptive Wahl des Parameters oy,.
Motivieren kann man das Verfahren, in dem der zentrale Pfad C so verschoben wird,
dass er an der aktuellen Iterierten (¥, \¥, u*) beginnt und weiterhin in der Menge
der zuldssigen Losungen endet. Daher haben wir eine modifizierte Kurve

H = {(&(s),\(s), fu(s)) € R" x R™ x R" : s € [0,1)}
mit (£(0), M(0), 2(0)) = (z*, \*, i*) und, sofern der Grenzwert existiert,
lim (&(s), As), ils)) € C
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Damit startet die Kurve H von einem Punkt, der nicht auf C liegt, endet aber in
einem Punkt, der zur Menge C gehort.
Das Verfahren kombiniert drei Schritte zur Bestimmung der Suchrichtung:

1) Pradiktor-Schritt, der erlaubt, o) zu berechnen;

2) Korrektur-Schritt, der Information zweiter Ordnung von H (d.h., Informa-
tion iiber die Kritmmung), ausnutzt, um niher an die Losung zu kommen;

3) Zentrierender Schritt, in dem oy in die dritte Blockgleichung in (2.22)
eingesetzt wird.

Konkret 16sen wir zunéchst (2.22) mit der Wahl oy, = 0, d.h.,

0 AT I Azt —rk
(2.25) A 0 0 AN = —rk
MF 0 Xk Apft —XFMFe

Die Richtung (Az?®, AN Ap*T) wird im Englischen affine scaling direction ge-
nannt, daher die Bezeichnung mit dem Index aff.

Dann bestimmen wir die groffitmogliche Schrittweiten agifim, ag‘gal € (0,1], so
dass
P (afh,) = o + o AT >0, ph(adf,) = pf + adl A > 0.

prim prim

Wir haben explizite Formeln fiir die Schrittweiten zur Verfiigung:

k
ot
2.26a o —min{1, min L5,
( ) prim { it Azatt<o Az }
£ —//-C
2.26b Qe = min< 1,  min Lob.
( ) dual { i Apstt<o Apdtt }

Dann folgen offenbar

k
:vf + ot AZC?H > :vf — i A=,

prim xaff i
1
k £ fF k /Lk fF
i + Oquadpg = i — oy Apgt = 0.
Ap
Mit den berechneten Schrittweiten berechnen wir
1 T
f f
(2.27) R )

und mit 7 = (z%)T pk /n setzen wir

aff \ 3
= (1)
Tk
Ist nun 7% < 1y, so ist o klein (und umgekehrt).
Im Korrektur-Schritt wéihlen wir auf der rechten Seite von (2.25) den Vektor

(0,0, ~AXAM* )T und im letzten Schritt (0,0, onre)”. Insgesamt haben wir
dann das System

0 AT I Az —rk

(2.28) A 0 0 AN | = —rk
Mk 0 XF Ap —XkMFe — AXEAM e + onge
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und setzen dann

k
2.29 P = min {1 -
(2.29a) Q@ mm{ ’i;ml<o A:zcZ }
(2.29b) a},"*! = min {1’ R AIL,LLM }

BEMERKUNG 2.15. Um den Korrekturschritt zu motivieren, betrachten wir
(af + D) (u + M) = bk + b Aud® + ATk + A2t AL = Aapt AT,

wobei wir die dritte Blockzelle von (2.25) verwendet haben. erd also ein voller
Schritt gewahlt, d.h. aprlm adff =1, so geht das Produkt z¥u? im Pridiktor-
Schritt statt auf den Wert 0 iiber in das Produkt Az2fAu2f i = 1,... n. Der
Korrektur-Schritt versucht dieses zu kompensieren, so dass das Produkt der Kom-
ponenten z¥ + Az mit ¥ + Ay niher an Null ist. O

ALGORITHMUS 2.16 (Mehrotra Priadiktor-Korrektur Verfahren).
1) Wihle (2°, X% %) € R™ x R™ x IR™ mit (2°, u°) > 0, € € (0,1) und setze
k=0.
2) Ist g = (xF)T ¥ /n < e erfiillt, dann STOPP.
3) Lase (2.25) fir (Ax™t, AN Ay2f).

4) Berechne die Schrittweiten oA o3 0™ gemdp (2.26) sowie (2.27)

und setze o = (n™F /ny)3.

5) Lase (2.28) fiir (Ax, AN, Ap).

6) Berechne die Schrittweiten o™ und o™ mit (2.29).

7) Setze xFt1 = b 4 oAz, (WL ) = (VR F) 4 amal(AN, Ap),
k=k+1, und gehe zuriick zu Schritt 2).

BEMERKUNG 2.17. Fiir Algorithmus 2.16 ist keine Konvergenzanalysis vorhan-
den. Es gibt auch Beispiele, in denen Algorithmus 2.16 divergiert, was allerdings
durch kleine Modifikationen verhindert werden kann. In vielen Anwendungen ist
aber das Konvergenzverhalten des Pradiktor-Korrektor Verfahrens sehr gut. O



KAPITEL 3

Quadratische Programmierung

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Quadratischen Programmierung
(im Englischen quadratic programming), wo die Zielfunktion quadratisch ist und
lineare Nebenbedingungen vorliegen. Diese Problemklasse ist insbesondere auch
deshalb von grofler Bedeutung, da sie uns im Kapitel 4 als Teilproblem von einem
iterativem Verfahren, dem SQP-Verfahren, wieder beschéftigen wird.

Das Standard-Problem in diesem Abschnitt lautet wie folgt
T
3

alz >b;, i=m+1,...,m+p.

a;x=>b;, i=1,...,m,

(QP) ming(x) = %xTQx +27d wd.N. {

Wir setzen voraus, dass @ € IR™*™ symmetrisch und positiv semi-definit ist. Fer-
ner gelte a; € R™ fiir ¢ = 1,...,m + p. Dann ist (QP) ein konvexes Optimie-
rungsproblem, da die Nebenbedingungen eine konvexe Menge beschreiben und die
Zielfunktion konvex ist.

1. Gleichungsrestringierte Probleme

In diesem Abschnitt beschrinken wir uns auf Probleme ohne Ungleichungen.
Daher betrachten wir

1
(QPy) min g(z) = ixTQx +27d wdN. Az =0,
wobei A € R™*™ gegeben ist durch
af
A=
or

mit Rang A = m, d.h., A hat vollen Rang. Ferner gelte m < n.

Um die notwendigen Bedingungen erster Ordnung (siehe Satz 1.9) aufzustellen,
fithren wir die affin-lineare Abbildung e : R® — R™ durch e(z) = Az — b fiir
z € R™ ein. Wegen Ve(z) = A folgt, dass die Jacobi-Matrix von e vollen Rang
besitzt fiir alle z € R™. Damit sind alle Punkte in IR™ regulire Punkte beziiglich
der Nebenbedingung e(z) = 0. Ist also 2* € IR™ eine lokale Losung von (QP ), so
existiert ein Lagrange-Multiplikator A* € IR™ mit

Va(z*) + (M) Ve(z*) = 0.
Speziell fiir (QP ;) bekommen wir daher die notwendige Bedingung:
Qr* +d+ ATX* =0.

35
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Mit der Gleichungs-Nebenbedingung erhalten wir das lineare System

6 (35)(%)-(3)

Da (3.1) die notwendigen Bedingungen erster Ordung darstellen, wird die Koeffizi-
enten-Matrix in (3.1) auch KKT-Matriz bezeichnet, wobei die Abkiirzung KKT fiir
Karush-Kuhn- Tucker steht (vergleiche Satz 1.18).

Mit z* = z + Az, e(z) = Ar — b und Vq(z) = (Qz + d)7 lisst sich (3.1) auch
in der Form

oo (3 (W)

Wir erhalten bei der Wahl eines beliebigen = € IR™ die Losung (z*, \*) von (3.1),
indem wir (3.2) 16sen und dann z* = x + Az setzen.
Um hinreichende Bedingungen fiir die Invertierbarkeit der KKT-Matrix anzu-

geben, fiilhren wir eine Matrix Z € IR™*("=™) ¢in, deren Spalten eine Basis fiir
Kern Ve(z) bilden. Damit gilt

(3.3) AZ =0 e R™x(n=m),

LEMMA 3.1. Die Matriz A habe vollen Rang m, und ZTQZ sei positiv definit.
Dann ist die KKT-Matriz
_(Q A"
K= ( A0

invertierbar. Insbesondere existiert ein eindeutiges Paar (x*, \*), welches (3.1) ldst.

BEWEIS. Der Beweis folgt bereits aus Lemma 1.15. Wir wollen ihn aber hier
noch einmal mit etwas anderen Argumenten durchfiithren. Seien (z,A) € R™ x R™
beliebig gew#hlt mit

60 (5 5)(2)-(0)

Aus der zweiten Blockzeile in (3.4) erhalten wir Az = 0, das heifit, x € Kern A.
Damit existiert ein w € IR"~™, so dass wir x in der Form z = Zw schreiben kénnen.
Aus Ax = 0 folgt 27 AT = 0. Daher fiihrt (3.4) auf die skalare Gleichung

o[ * T Q AT z\ [z r Qu+ AT\ T
AP A0 A )T UA 0 B
=wl'ZTQZw.

Nach Voraussetzung ist Z7QZ positiv definit, also muss w = 0 gelten. Damit ist
auch © = Zw = 0. Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass auch A = 0 gilt. Aus der
ersten Blockzeile in (3.4) ergibt sich mit x = 0 die Gleichung AT\ = 0. Da A vollen

Rang besitzt, ist A surjektiv. Deshalb ist die Matrix A7 injektiv. Das bedeutet aber
A=0. O

BEMERKUNG 3.2. Die Matrix Z7QZ wird reduzierte Hesse-Matriz genannt.
Wir werden spéter noch auf diese Matrix zuriickkommen. O

BEIispIEL 3.3. Wir betrachten das Problem

ming(z) uwdN. z1+2z3=3, z2+23=0
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mit x = (21,22, 23) € R® und
_ 9.2 5 o 2
q(z) = 327 + 2z120 + 2123 + 3 5 + 2x2x3 + 225 — 871 — 3T2 — 3T3.

Zuerst schreiben wir das Problem in der Form (QP ;). Wir setzen daher n = 3,
m = 2 und

6 2 1 -8
Q=125 2 |,d=| -3 ,A:(é?i),b:(g).
1 2 4

Eine Basis von Kern A ist gegeben durch Z = (—1,—1,1)7 € IR**!. Dann folgt
ZTQZ =13 > 0. Nach Lemma 3.1 existiert genau eine Losung (z*, \*) von (3.1),
und zwar

2

¥ = -1 und )\*:<3).
1 -2

In diesem Beispiel ist @) selbst positiv definit. O

Ist (z*, \*) eine Losung von (3.1) unter den Voraussetzungen von Lemma 3.1,
so gelten auch die hinreichenden Bedingungen zweiter Ordnung, das heifit, =* ist
ein striktes lokales Minimum von (QP ;). Wir kénnen diese Tatsache aber auch
auf einem anderen, direktem Weg beweisen.

SATZ 3.4. Es seien die Voraussetzungen von Lemma 3.1 erfillt. Dann ist die
eindeutige Losung x* von (3.1) auch eine eindeutige globale Lisung von (QP ).

BEWEIS. Sei x € R™ ein zuldssiger Punkt, das heifit, es gilt Az = b. Ferner sei
Ax = z* — z. Dann folgen Ax* = Ax = b und daher AAx = 0. Somit liegt Az im
Kern von A. Ferner erhalten wir

q(z) = % (z* — Ax)TQ(z* — Az) + d¥ (z* — Ax)

(3.5) X
=3 AzTQAz — Azt Qa* — d¥ Az + q(z*).

Aus (3.1) schlieBen wir Qz* = —d — ATA*. Also bekommen wir mit Az € Kern A
Az"Qz* = Az" (—d— ATX*) = —Az"d.

Einsetzen in (3.5) liefert
1
q(z) = 3 AzxT QA + g(z*).

Wegen Az € Kern A ergibt sich die Darstellung Ax = Zu fiir ein u € R"™™, wobei
die Spalten der Matrix Z € IR"*("=™) eine Basis des Kerns von A bilden. Damit
lésst sich g an der Stelle = schreiben als

q(x) = % W ZTQZu + q(z™).

Da ZTQZ positiv definit ist, gilt ¢(x) > g(z*) fiir alle uw € R"™™ \ {0} und daher
fir alle z € R™\ {z*} mit Az = b. Das bedeutet, dass z* das eindeutige globale
Minimum von (QP;) bezeichnet. O
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BEMERKUNG 3.5. Wenn die reduzierte Hesse-Matrix nicht-positive Eigenwerte
hat, so besitzt (QP;) keine beschrénkte Losung, ausgenommen in einem Spezial-
fall. Angenommen, (z*, A\*) 16sen (3.1). Sei u € R~ ein Vektor mit u?'Z7QZu <
0. Wir setzen Az = Zu. Dann folgt fiir alle o > 0

A(z™ + aAz) = b,

so dass z* + aAx fir alle > 0 zuléssig ist, aber
2 2
q(z* + aAz) = q(z*) + aAz” (Qz* + d) + % AzTQAr = q(x*) + % AzTQAx

gilt, wobei wir die Beziehungen Qz*4+d = —ATX* und AzT AT \* = uTZT AT \* =0
genutzt haben. Damit konnen wir zu jedem 2*, das die KKT-Bedingungen (3.1)
erfiillt, eine Richtung Az finden, in die ¢ nicht wéchst. Es existiert sogar im Fall,
wenn Z7(QZ mindestens einen negativen Eigenwert besitzt, eine Richtung, in die
q sogar streng monoton fallend ist. Der einzige Fall, in dem (QP;) eine Losung
besitzt, tritt ein, wenn Z7QZ positiv semidefinit ist. Aber dann ist 2* auch kein
striktes lokales Minimum. O

2. Losung des KKT-Systems

Zunichst wollen wir bemerken, dass im Fall m > 1 die KKT-Matrix stets
indefinit ist. Es gilt sogar das folgende Resultat (ohne Beweis):

LEMMA 3.6. Die Matriz A habe vollen Rang m, und ZTQZ sei positiv defi-
nit. Dann hat die nach Lemma 3.1 regquldre KKT-Matrix genau n positive und m
negative Figenwerte.

Wir wollen hier zwei Methoden zum Losen des KKT-Systems besprechen, die
im Englischen mit range space method und null space method bezeichnet werden.

Range space method. Ist (Q symmetrisch und positiv definit, so kénnen wir
folgende Blockelimination beim KKT-System durchfithren: Wir multiplizieren die
erste Zeile von (3.2) mit AQ~! von links und erhalten

AQTIQAZ + AQTTAT N = —AQ 'V (x)T.
Subtraktion der zweiten Zeile von (3.2) fithrt auf
(3.6) AQTTATN = —AQ M (Qx + d) +e(z) = e(zx) — Ax — AQ ™ 'd.

Offenbar ist die Matrix AQ~'AT € R™*™ symmetrisch und positiv definit, da wir
vorausgesetzt haben, dass () symmetrisch und positiv definit ist. Damit konnen
wir das lineare Gleichungs-System (3.6) mit dem CG-Verfahren oder mit Hilfe der
Cholesky-Zerlegung l6sen. Ist A* berechnet, so bekommen wir fiir Az das System

QAz = —(Qz +d) — ATX*

Auch hier konnen wir das CG-Vefahren oder die Cholesky-Zerlegung zur Bestim-
mung von Az verwenden.

Erforderlich ist bei der Anwendung der Range-Space-Methode die Realisierung
von Q~'. Daher wird dieses Verfahren zur Losung des KKT-Systems angewendet,
wenn

e () gut konditioniert ist,

e (! ohne viel Aufwand zu invertieren ist, explizit bekannt ist oder durch
Quasi-Newton Updates approximiert wird,

e im Fall von m < n.
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Null space method. Fiir diese Strategie ist det @ # 0 nicht erforderlich, so
dass dieses Verfahren im allgemeinen ofter angewendet werden kann. Vorausgesetzt
werden die Annahmen von Lemma 3.1: Rang A = m und Z7QZ ist positiv definit,

wobei Z € R"*("=™) gine Matrix ist, deren Spalten eine Basis des Nullraums von
A bilden. Wir schreiben Az in

() ()(8)

in der Form
(3.8) Ax =Y Azy + ZAxy,

wobei wir die Matrix Z bereits eingefithrt haben und Y € IR"*™ derart gewéhlt ist,
dass die zusammengesetzte Matrix [Y'|Z] € IR"*" regulér ist. Ferner gelten Azxy €

IR™ und Azz € R"~™. Offenbar bilden die Spalten von Y eine Basis von Bild A7
Weiter bekommen wir A[Y|Z] = [AY|0], AY € R™*™ und Rang (AY) = m. Wir
schlieflen aus der zweiten Blockzeile in (3.7)
(3.9) (AY)Azy = —(Az —b).
Das System (3.9) besitzt genau eine Losung Azy € R™. Wir setzen nun die Zerle-
gung (3.8) in die erste Blockzeile von (3.7) ein:
QY Azy + QZAzxy + ATN* = —Qx — d.

Multiplikation mit Z7 von links fithrt wegen AZ = 0 € R™*(=™) auf
(ZTQZ2)Axy =—-ZTQYAxy — ZTATN — ZT(Qx + d)

=-ZT(QY Azy + Qz +d).
Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.1 ist die Matrix Z7QZ positiv definit.
Daher kénnen wir zur Berechnung von Azz aus (3.10) das CG-Verfahren oder die
Cholesky-Faktorisierung verwendet werden. Damit ist Az aus (3.8) mittels (3.9)
und (3.10) berechenbar. Multiplizieren wir die erste Blockzeile in (3.7) mit Y7 von
links, so erhalten wir das lineare System
(3.11) (AN = YT (Qz + d + QAx).
Wegen det(AY') # 0 ist A* durch (3.11) eindeutig bestimmt.

(3.10)

BEISPIEL 3.7. Wir betrachten das Problem von Beispiel 3.3. Als Matrix Z
wihlen wir Z = (-1, —1,1)?. Damit kénnen wir die Matrix

2 -1

1
Y:§ -1 2
1 1

wéhlen. Es folgt

2 —1
AY:%(l(f}) 12 :(
11

O =

i)
N~

Wir wihlen 2 = 0 in (3.7). Damit folgen

e(x)—Aa:—b——b—<_g) und Vg(@)' =Qz+d=d=| -3
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Aus (3.9) bekommen wir Azy = b = (3,0)T. Wir berechnen die reche Seite von
(3.10):

3 -8
—ZTQY< > -z -3
0
-3
6 2 1 2 -1 -8
11 1
1 2 4 1 1 -3
2 1 2
75 1
B (5’5"§> o < g > +8=(7,5-1)| -1 | =0.
1 1 1
Damit ist die Lésung von (3.10) durch Axzz = 0 gegeben. Also folgt
3 -1 2
Ax—YA:cY+ZAJ:Z—Y<O>+ -1 | 0= -1
1 1
Nun zur Berechnung von A* gemif (3.11): Wegen AY = T folgt
-8 2 s
N=-YT|[ =3 | -YTQ[ -1 :( 2).
-3 1
Wegen z* = x + Ax bekommen wir wegen x = 0 die Losung
2
zr=1 -1 und )\*—<_3).
2
1
als Losung von (3.7). O

Ist n — m Kklein, so ist die Null-Space-Methode oft sehr effizient. Allerdings ist
die Berechnung von Z notwendig. Die Matrix Z ist nicht eindeutig bestimmt und
die Matrix Z7QZ eine schlecht konditionierte Matrix. Sind allerdings die Spalten
von Z orthonormal, so folgt fiir die Konditionszahl k2(ZTQZ) = k2(Q).

3. Ungleichungsrestringierte Probleme

Wir wollen die Optimalitédtsbedingungen fiir das Problem (QP). Dazu setzen
wir

e(xr)=Az—b und g(z)=r - Chz,

wobei
alT a%ﬂ
A= : e R™", C = : € RP*"
a% aﬁer
und
b1 bin+1
b= : eR™ r= : € RP

bm bm+p
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gelten. Die Lagrange-Funktion ist
1
Lz, A\ p) = 5:Z:TQ:E +2ld+ (Az — b, \)gm + (r — Cz, 1) gp-

Die KKT-Bedingungen lauten daher

(3.12a) Qr* +d+ATN —CTp* =0 in R”,
(3.12b) Az* =b in R™,
(3.12¢) Cz*>r in RP,
(3.12d) uw* >0 in IRP,
(3.12¢) () (r — Caz*) =0,

Fiir konvexe quadratische Optimierungsprobleme, wenn also @) positive semide-
finite ist, sind die notwendigen Optimalititsbedingungen bereits hinreichend dafiir,
dass z* eine globale Losung von (QP) ist.

SATZ 3.8. Wenn x* die Bedingungen (3.12) erfillt zusammen mit einem \* €
R™ wund einem p* € IRP mit p* > 0 und wenn Q positiv semidefinit auf Ker Ve(x*)
ist, dann ist z* eine globale Lisung von (QP).

PROOF. Sei z ein zuldssiger Punkt fiir (QP). Dann gelten Az = b in IR™ und
Cz > r in RP. Wir setzen Az = x — z*. Dann folgen AAx = 0 und
(CAz), = (Cx—Czx*), > r; — (Cz*), =0 fiir alle i € A(z"),
wobei A(z*) C {1,...,p} die Menge der an z* aktiven Indizes bezeichnet. Es gilt
weiter pf = 0 fiir alle 4 € Z(2*) = {1,...,p} \ A(z*). Zusammen mit (3.12a) und
(3.12d) erhalten wir

AT (Qr* +d) = —AxTATN + AzTCT p* = AaTCT
(3.13) = Y (Cax)ur+ Y (CAz)u; >0
i€ A(z) i€Z(a*)

Da @ positiv semidefinit auf Ker Ve(z*) ist, schlieBen wir aus (3.13), dass
1 1
@) = a(a") + AaT(Qe" +d) + 3 AT QAT > q(a”) + 5 AxT QA > gla”),
so dass x* eine globale Losung von (QP) ist. O

BEMERKUNG 3.9. 1) Eine kleine Modifikation des Beweises von Satz 3.8
zeigt, dass x* die eindeutige, globale Losung von (QP) ist, wenn ) positiv
definit auf Ker Ve(z*) ist.

2) Wenn @ nicht positiv definit auf Ker Ve(z*) ist, dann kann (QP) mehrere
Losungen besitzen.

Verfahren zum Losen der KKT-Bedingungen sind zum Beispiel aktive Mengen-

strategien, projezierte Gradienten-Verfahren oder Innere Punkte Methoden.

4. Innere-Punkte Verfahren fiir Quadratische Programmierung

Wir betrachten

1
(3.14) min g(x) = 3 2TQr +2Td wdN. Az >0b
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wobei Q symmetrisch und positiv semi-definit ist und d € R", A € R™*" sowie
b € R™ gelten.

Notwendige Optimalitdts-Bedingungen erster Ordnung: Sei x* eine Lésung von
(3.14). Dann 16st (z*, pu*), p* der assozierte Lagrange-Multiplikator, das System

Qr—ATpu+d=0 in R”,
b—Ax <0 in R™,
(b— Azx)jp; =0 firi=1,...,m,
uw>0 in R™.
Mit Einfithrung der Slack- Variablen y = Ax — b € R™ folgt
(3.15a) Qr—ATp+d=0 in R™,
(3.15b) b—Az+y=0 in R™,
(3.15¢) yitt; =0 firi=1,...,m,
(3.15d) y>0 in R™,
(3.15e) w>0 in R™.

Das System (3.15) ist auch hinreichend, da die Zielfunktion und die Menge der
zuldssigen Punkte konvex sind. Wie in Abschnitt 2 schreiben wir (3.15) in der
folgenden Form

Qr—ATp+d
F(%yaﬂ): b_AI+y =0 und (y7u)207
Y Me

wobei
Y = diag (y1,...,ym), M =diag(p1,..., ) und e=(1,...,1)7 € R™

Sei (z,y, 1) € R™ x R™ x IR™ eine aktuelle Iterierte. Dann ist die gewichtete Dua-
litatsliicke n definiert durch

ﬁ—m_ 1%,“1— m
1=
Der zentrale Pfad C besteht aus der Menge von Punkten (2., y,, ), n > 0, so dass

0
F(z,y,p) = 0 und (Y-, pr) >0
Te
gilt.
Ein Newton-Schritt, ausgehend von (z,y, 1) auf den Punkt (24y, Yon, fton) € C
zu mit o € [0, 1], geniigt dem lineaen Gleichungs-System

Q 0 AT Ax —rq(x, 1)
(3.16) -A 1 0 Ay | = —ry(z,y) ,
0 M Y Ap —Y Me+ one
wobei
(3.17) ra(z,p) = Qr — ATp+d und ry(x,y) =b— Az +y

gelten. Die niichste Iterierte ist dann fiir a € (0, 1] gegeben durch
(3.18) @y ") = (2,9, 1) + a(Ax, Ay, Ap),
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so dass (y*,ut) > 0 erfiillt ist.

Losung des primal-dualen Systems. Der Hauptaufwand der Inneren-Punkte-
Verfahren besteht in der Regel in der Losung des Systems (3.16). Aufgrund der
Hessematrix @ in der Koeffizientenmatrix kann die Losung von (3.16) viel aufwen-
diger sein als die Losung des KKT-System in Abschnitt 2 im Zusammenhang mit
Inneren-Punkte-Verfahren in der Linearen Programmierung. Daher ist es wichtig,
die spezielle Struktur von (3.16) auszunutzen, indem wir eine geeignete direkte Zer-
legung oder einen passenden Vorkonditionierer im Kontext von iterativen Verfahren
verwenden.

Aus der dritten Blockzeile von (3.16) erhalten wir

Ay = Mﬁl( — MYe+ one — YA,u) =—Ye+onM te— M'YAp
= —y+onMte— MY Ap.
Einsetzen von Ay in die zweite Blockzeile von (3.16) ergibt
AAx — Ay = AAz +y —onM e+ MY Ap
Az
=(A|M™Y —(—y+onMle).
(i) (3 ) = (= o omit)

Damit konnen wir das System (3.16) in der Form

(3.19) ( g ]\;412/ ) ( ﬁz ) = ( —ry(z,y) ;Edﬁxyﬁ—? onM~'e) )

Mit der zweiten Blockzeile in (3.19) erhalten wir
Ap=Y'"M(—r—y+onM 'e— AAx)

so dass die erste Blockzeile von (3.19) auf das System

(320) (Q+ATY 'MA)Ar = —rqg+ ATY M (= ry(z,y) —y+onM'e).

Das System (3.20) kann mit einem (modifizierten) Cholesky-Verfahren (siehe [29])
gelost werden. Diese Vorgangsweise ist insbesondere geeignet, wenn die Matrix
ATY 1M A im Vergleich zur Matrix @ nicht so dicht besetzt ist und das System
(3.20) deutlich kleiner als das in (3.19) ist. Als iteratives Verfahren kann ein pro-
jeziertes CG-Verfahren eingesetzt werden (siehe [29]), in dem nur Matrix-Vektor-
Produkte auszuwerten sind.

Das System (3.16) kann auch in der Form

Q 0 AT Az —rq(z, 1)
0 M Y Ay | = -YMe+one
A -1 0 Ap rp(2,y)

geschrieben werden. Das sind aber die KKT-Bedingungen fiir das konvexe, quadra-
tische Optimierungsproblem

wn(32)°(2 S ) (32)+ (&) (i)
wdN. (4] =1) ( i; ) = ry(z,y),

welches unter Verwendung geeigneter Optimierungsverfahren gelost werden kann,
zum Beispiel mit dem projezierten CG-Verfahren.
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Schrittlingen-Bestimmung. Innere Punkte-Verfahren fiir die Lineare program-
mierung sind effizienter, wenn fiir die primalen und dualen Variablen unterschied-
liche Schrittweiten-Parameter (aP™ beziehungsweise a9"*!) verwendet werden.

Seien die néchsten Iterierten durch

(3.21) (2t,y") = (z,y) + P (Az,Ay) und pt = p+ oAy,

wobei aP™ > 0 und a?"® > 0 so gewihlt sind dass (y*,ut) > 0 erfiillt ist. Aus
(3.16) und (3.17) folgen

rf=A(z+ apriA:v) —(y+ apriAy) —b=ry(z,y) +aP" (AAz — Ay)

3.22a .
( ) = (1—a®)ry(z,y)
sowie
7“; = Q(az + apriA:r) — AT (u + adualA,u) +d
=rq+ oPQAz — ot ATA
(3.22b) ¢ N :

= rq + ool (QA:C - ATAM) + (apri _ adual)QALL'
=(1- ad“al)m + (apri — ad“al)QAgg,

Gilt aP! = adual = o 5o fallen beide Residuen linear fiir alle € (0,1). Allerdings
fiir unterschiedliche Schrittweiten aP™ und o kann ||r]||2 anwachsen, so dass das
Innere-Punkte-Verfahren divergiert. Eine Moglichkeit besteht darin Schrittweiten
gemiB (3.18) zu withlen, wobei wir v = min{a®™ o914} setzen mit

o =max {a € (0,1) | p+ aldp > (1 - 1)y},

3.23
( ) agual :max{a c (071)|/1,—|—CYAM2 (1_7—),u}

Dabei steuert 7 € (0,1), wie weit wir von dem maximalen Schritt, der die Bedin-
gungen p + aAp und g+ aAp erfiillt, (relativ) entfernt sind.

Die numerische Erfahrung hat allerdings gezeigt, dass die Wahl unterschiedli-
cher Schrittweiten fiir die primalen und dualen Variablen oft zu schnellerer Konver-
genz der Innere-Punkte-Verfahrens fithrt. Eine Moglichkeit zur Wahl unterschiedli-
cher Schrittweiten is, (aP™, adua!) als (niherungsweise) Losung der Minimierungs-
aufgabe

: 2
min|Qa* — ATyt dlly + [ Aat —y* bl + () ut
wdN. 0 < aP < aftl) 0 <l < gdval yund (27, y ", uh) gemis (3.18).

Ein praktischer Primal-dualer Algorithmus. Die am meisten verwendete Va-
riante des Innere-Punkte-Verfahrens basiert auf dem P#diktor-Korrektor Algorith-
mus von Mehrotra; vergleiche Abschnitt 4. Zuerst wird ein affiner Skalierungsschritt
(Az™ Ay ApT) bestimmt, indem in (3.16) mit o = 0. Die erhaltene Richtung
wird dann in einem nachfolgenden Korrekturschritt verbessert, wobei o = (n*f /)3
gesetzt wird. Insgesamt l6sen wir im Korrekturschritt das System

Q 0 -—-AT Az —rq(x, 1)
(3.24) A I 0 Ay | = —rp(z,y)
0 M Y Ap —MYe— AM*AY?e + gne

ALGORITHMUS 3.10 (Prédiktor-Korrektor Verfahren fiir quadratische Proble-
me).
1) Wihle (z°,4°, u®) mit (y*,u*) > 0 und setze k = 0.
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2) Setze x,y, 1) = (z¥, y*, 1*) und lose (3.16) fir (Az>T, Ayt Ap2f) mit
o=0.

) Berechne n = y*'u/m.

) Setze & = max{a € (0,1]] (y, u) + a(Ay*T, Aprf) >0}

) Bestimme ™% = (y + o®TAY)T (1 + o Ap) /m und wihle o = (n /n)3.

) Lase (3.24) fiir (Ax, Ay, Ap).

) Wiihle 71, € (0,1) und setze & = min{a®™, a2t} vergleiche (3.23).

) Setze (xF T y*+L kL) = (2% ok 1k) + a(Az, Ay, Ap), k =k + 1 und
gehe zuriick zu Schritt 2).

Im Algorithmus 3.10 kénnen wir ¢, — 1 wahlen, wenn die Iterierten konver-
gieren, um die Konvergenz zu beschleunigen. Wie im Fall der Linearen Program-
mierung hingt die Effizienz von Algorithmus 3.10 von der Wahl geeigneter Start-
werte ab. Eine mogliche Heuristik verwendet einen gegebenen Startwert (Z, 7, i),
um diesen hinreichend weit weg von dem Rand der durch die Bedingung (y, ) > 0
definierten Menge zu verschieben, so dass zu Beginn von Algorithmus 3.10 grofle
Schrittweiten moglich sind.






KAPITEL 4

SQP-Verfahren

In diesem Abschnitt werden wir uns mit einem der effizientesten Verfahren
der nichtlinearen restringierten Optimierung beschéftigen, mit dem SQP- Verfahren.
Dabei steht SQP fiir sequential quadratic programming.

1. Das lokale SQP-Verfahren
Wir betrachten
(P) min J(z) uwd.N. e(zr) =0,

wobei J : IR® — IR und e : R® — IR™ zweimal stetig differenzierbar sind und die
zweiten Ableitungen Lipschitz-stetig sind.

Wesentliche Idee des SQP-Verfahrens ist es, dass (P) an jeder Iterierten z*
durch ein quadratisches Modell ersetzt wird und der Minimierer dazu benutzt wird,
die neue Iterierte %! zu berechnen.

Die Lagrange-Funktion zu (P) lautet

L(z,\) = J(x) + A\Te(2).
Wir bezeichnen mit
Vei(x)
(4.1) A(x) = : € Rmx™
Vem(x)
die Jacobi-Matrix von e am Punkt z. Die KKT-Bedingungen VL(x, \) = 0 ergeben

VIt + A)TA N o
(4.2) F(z,\) = ( o(z) =0
Hat A(z*) vollen Rang m, so ist z* ein reguldrer Punkt und es existiert zu
jeder Losung z* € IR™ von (P) ein zugehériger Lagrange-Multiplikator A* € IR™
mit F(z*, A*) = 0. Wir 16sen (4.2) mit dem Newton-Verfahren. Die Jacobi-Matrix
von F' ist

(4.3) V2L(z,\) = (

Ve L(z, N) A(x)T)
A(x) 0 '

Damit ist der Newton-Schritt von der Iterierten (z¥, \¥) gegeben durch

(4.42) (i )= (% )+ (A )

wobei

AxF

(4.4D) VEL(, X ( AN

) = —VL(z",\F)

47



48 4. SQP-VERFAHREN

gilt. Das Verfahren (4.4) heifit daher oft auch Lagrange-Newton-SQP Verfahren, da
es als Newton-Verfahren in den Variablen (x*, \¥) interpretiert werden kann. Ist
die Hesse-Matrix V2L(z*, \*) invertierbar, so ist die Iteration (4.4) wohldefiniert.
Voraussetzungen fiir die Regularitit von V2L(z*, A\¥) sind in Lemma 3.1 gegeben.

VORAUSSETZUNG 4.1. 1) Die Jacobi-Matriz A = Ve(z*) hat vollen
Rang.
2) Die Hesse-Matriz V .. L(x*, \F) ist positiv definit auf dem Kern von A(z").
BEMERKUNG 4.2. 1) Gilt
AzTV o L(z*, N) Az > k|| Az|®  fiir alle Az € Kern A(z*)

fiir ein £ > 0 (hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung), so folgt die
Voraussetzung 4.1-2) in einer Umgebung von (a*, \*).

2) Aufgrund der Theorie des Newton-Verfahrens ergibt sich fiir das SQP-
Verfahren lokal quadratische Konvergenz in (z, A), das heift, es gibt ein

C > 0 mit
(@, ALY — (2% A7) < Cl(aF, AF) — (@, A7) fiir alle k > 0,
sofern [|(x%, A\%) — (2*, \*)|| hinreichend klein sind. O

Wir wollen nun eine andere Motivation fiir (4.4) geben. Dazu betrachten wir
das quadratische Problem

(4.5a) Iili% %(Awk)TVmL(xk, MYAZE + VI (a*)Az®
(4.5b) wd.N. AyAz" +e(2¥) = 0.

Hier erkennen wir, warum das Verfahren SQP-Algorithmus heifit: Es sind in jeder
Iteration quadratische Probleme zu l6sen.
Die Optimalitéits-Bedingungen fiir das quadratische Problem (4.5) lauten

(4.6a) Vo L(z® XY Az? + VI (2")T + AT % =0,
(4.6b) ApAzh = —e(z")
mit einem Lagrange-Multiplikator % € IR™. Die Voraussetzung 4.1 garantiert, dass

es eine eindeutige Losung (Ax*, u*) von (4.6) existiert. Wenn wir A7 A¥ in der ersten
Blockzeile auf beiden Seiten von (4.4b) addieren, so erhalten wir

Vo L(zP, N AP + AT \FY 4 AT = — v (aF)T — ATXE 1 AT AR,
N——
=AMNF
Insgesamt ergibt damit (4.4b)

W ( VooL(ah, AF) AT > < NG ) - ( VI (k)T >
' Ap 0 Ak+L e(z) '

Unter der Voraussetzung det(VZL(x* \¥)) # 0 folgt A\**! = p*. Damit sind
das Newton- und das SQP-Verfahren dquivalent. Unter der Voraussetzung 4.1 an
(2%, A\F) kann die nichste Iterierte (z%+1, \¥1) als Losung des quadratischen Pro-
blems (4.5) oder als Tterierte des Newton-Verfahrens (4.4) berechnet werden.

Aus der Sicht des Newton-Verfahrens lassen sich eher theoretische Resultate
nachweisen (zum Beispiel die quadratische Konvergenz), wihrend die Interpretation

als SQP-Algorithmus es ermoglicht, praktische Verfahren zu entwerfen und auch
Ungleichungen zu beriicksichtigen.
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ALGORITHMUS 4.3 (Lokales SQP-Verfahren).
1) Wiihle Startwerte 2° € R™, \° € R™ und kmax € IN.
2) For k=0,1,..., kmax
e Berechne Ji, = J(z%), VJ, = VJ(2%), Ve L(2%, \F), e, = e(a*) und
Ay = Ve(xF);
o Lise (4.5) fiir (Az®, u*);
o Setze x*t1 = zF + Ak und Nt = pk;
e Priife die Abbruchkriterien;
end (For).

Wir haben bereits erwiihnt, dass die lokal quadratische Konvergenz in (z*, \¥)
von Algorithmus 4.3 aus der lokalen Aquivalenz mit dem Newton-Verfahren fiir die
Gleichung (4.2) folgt.

Das Zielfunktional in (4.5a)

%(Awk)TVmL(:vk, MYAzF + VI (2F) Az”

koénnen wir wegen (4.5b) durch
%(Awk VIV wo L(2%, N A® + V, L(z* \F) Ak
ersetzen; denn es gilt
V. L(z*, N)Azk = V(b)) Azk + (AT Ve(2P) Ax®
= VJ(a")Az" + ()T (—e(ah))
= VJ(@")AzF — (W) e(2h)

und der Term —(A\¥)Te(z*) ist konstant, beeinfluBt daher die Minimierung nicht
Damit koénnen wir (4.5) auch durch

_l’_
_l’_

Iili% %(Awk)TVmL(:vk, MYAZ? + V, L(z® \F) Ak

wd.N. A Az + e(z®) = 0.

ersetzen.
Das SQP-Verfahren kann einfach auf nichtlineare Probleme mit Ungleichungs-
Nebenbedingungen erweitert werden. Wir betrachten

(4.8) min J(z) uwdN. e(z)=0in R™ und g(z) <0 in RP.

Zur Losung von (4.8) linearizieren wir sowohl die Gleichungs- als auch die Unglei-
chungs-Nebenbedingungen. Dann erhalten wir

min J, + VJ Az + 1(Agck)TVML(gck, /\k)A,Tk
(4.9) AzkelRr 2

w.d.N. Ve(zF)Azk + e(zF) =0 in R™, Vg(z*)Az® + g(z*) <0 in IRP.

Nun konnen wir Algorithmen fiir quadratische Programme verwenden, z.B., das
Innere-Punkte-Verfahren aus Abschnitt 4. Die neue Iterierte ist durch das Paar
(¥ 4+ AzF \Ft1) gegeben, wobei §x* und A\**! die Losung beziehungsweise der
assoziierte Lagrange-Multiplikator von (4.9) sind. Ein lokales SQP-Verfahren fiir
(4.8) hat damit die Form von Algorithmus 4.3 mit der Modifikation, dass der Schritt
durch die Losung von (4.9) bestimmt wird.
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2. Berechnung des SQP-Schrittes

Wie im vorigen Abschnitt wollen wir uns auch hier auf Gleichungs-Restriktionen
beschréanken.

a)

(4.10a)
(4.10b)

(4.10¢)

(4.11)

(4.12)

Als erste Alternative konnen wir das System (4.7) entweder mit einem
direktem Verfahren (zum Beispiel einer LR-Zerlegung) oder einem ite-
rativen Gleichungsloser (zum Beispiel GMRES-, QMR-, MINRES- oder
SYMMLQ-Verfahren, siehe [21]) l6sen. Die Vorkonditionierung der itera-
tiven Verfahren ist ein aktives Forschungsgebiet.

Wenn V.. L(z¥, \F) positiv definit ist, konnen wir das System (4.7) ent-
koppeln und gemifl der Range-Space Methode in Abschnitt 2 16sen. Dann
erhalten wir die beiden Gleichungen

(ApVao L(z® N TTADYNAY = — A,V L(2, NIV I + ey,
Ve L@, M)Ak = - JF — AT Nk
mit Ay = Ve(z¥), VJ, = VJ(z*) und e, = e(a*). Dieser Losungsweg
ist insbesondere dann sehr effizient, wenn V., L(z*, \F) durch positiv de-
finite Approximationen ersetzt wird, zum Beispiel durch Quasi-Newton
Updates.
Die letzte Moglichkeit wird bei sehr vielen SQP-Verfahren genutzt. Hier
wird die Idee der Null-Space Methode aus dem dritten Abschnitt angewen-
det. Wir miissen also Matrizen Z; und Y} bestimmen, wobei die Spalten
von Zj, eine Basis des Nullraums von Ay und die Spalten von Y} eine des
Bildraums von A} bilden. Mit
AxF = YkAxlff + ZkA:r%
ergeben sich aus (4.6) die beiden Gleichungen
(Akyk)A,TI;/ = —€k,
(ZEV oo (2" NF) Z) Azl = —ZFV o L(a® N )Y A2l — ZTV T
Der Lagrange-Multiplikator zu Problem (4.5) ergibt sich dann aus
(ApY3) TN = —VI(VIE 4 Vo L(2®, A¥) Azh).

Fiir diesen Losungsweg benotigen wir nur, dass die reduzierte Hesse-
Matrix Z,ZVML(xk,)\k)Zk positiv definit ist. Eine Variante berechnet
A+1in (4.10c), indem auf der rechten Seite der Term V., L(z*, \¥)Az*
weggelassen wird. Wegen AzF — 0 macht dieses auch Sinn. Weiters
konnen wir im Fall von Rang AL = m die Wahl Y, = A7 treffen, was
auf

MNHL = (A, AD) T AV IE

fiihrt. Dieser Lagrange-Multiplikator wird als Least-Squares Multiplikator
bezeichnet; denn er ergibt sich als Losung des Least-Squares-Problems

min [|[VJE + AT,
AelR™

Offenbar sind nédmlich die Optimalitéits-Bedingungen fiir (4.12)
(VIE + ATV (ATv) =0 fiir alle v € R",
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was auf die Normalgleichungen

A AT = — AV I

fithrt. Auch wenn x* weit von der Losung x* von (P) entfernt ist, macht

(4.11) Sinn, da in jeder Iteration die Optimalitits-Bedingungen
Vo Lz, )T =VJ(@)" + A@)TA=0

erfiillt ist, vergleiche (4.2). Wir berechnen daher A**1 durch (4.11), wobei
wir auf der rechten Seite die Ausdriicke bereits an der neuen Iterierten
auswerten:

N = —(Ak+1A£+1)71Ak+1 VchT-i-l .

Damit wird das SQP-Verfahren in ein Verfahren transformiert, das nur
auf der primalen Variablen z* arbeitet, denn Ak hiéngt nur von z*, nicht
aber von A\F~1 ab.

Eine weitere Variante vernachliissigt ZF V. L(z*, \*)Y, Az¥ auf der
rechten Seite von (4.10b). Es wird also nur das System

(4.13) (ZEV oo (2" NF) Z1) Aaly = —ZF VT

gelost. Die Konvergenz dieser sogenannten reduced SQP methods wurde
in [24] untersucht.

3. Die Hesse-Matrix des quadratischen Modells

In Abschnitt 1 haben wir iiber die Aquivalenz des SQP- mit dem Newton-
Verfahren gesprochen. Unter sinnvollen Voraussetzungen erhalten wir daher lokal
quadratische Konvergenz. Unter Umstédnden ist aber die Matrix

Ve L(a®, M) = V2I(a%) + ) " \EV2e;(a")
=1

schwer zu berechnen oder nicht positiv definit auf dem Kern der linearisierten
Nebenbedingungen. Eine Alternative ist daher, V., L(z*, \*) durch eine Quasi-
Newton Approximation Bj zu ersetzen. Die Quasi-Newton Updates haben sich
bereits sehr effizient in der unrestringierten Optimierung erwiesen. Wir werden sie
daher jetzt hier anwenden. Der Update fiir By beim Schritt von k nach k£ + 1
verwendet die Vektoren

(4.14) st =gkt — 2% und  yF = VLM O — v, L2k, )T
zum Beispiel beim BFGS-Update wie folgt
Bksk(sk)TBk yk(yk)T

(s5)T By sk (yF)T sk
Diese Variante kénnen wir als Quasi-Newton Update fiir den Fall deuten, dass die
Zielfunktion durch L(z, \) bei fixiertem A gegeben ist. Das macht die Stirken, aber
auch die Schwiichen dieser Variante klar. Ist V,,L(x*, \¥) in der Region, wo die
Minimierung durchgefithrt wird, positiv definit, so geben die Quasi-Newton Appro-

ximationen By gute Informationen iiber die Kriimmung und das Verfahren kon-
vergiert schnell und robust gegen die Minimalstelle. Besitzt hingegen V. L(z*, \¥)

Byy1 = B —
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negative Eigenwerte, so sind die positiv definiten Approximationen nicht sehr ge-
eignet. Die Bedingung (s*)Ty* > 0 braucht noch nicht einmal in einer kleinen Um-
gebung der Losung zu gelten. Diese Beobachtungen haben zu folgenden geddmpften
BFGS-Update Formeln fiir SQP-Verfahren gefiihrt:

1) Definiere die Vektoren s* und y* gem#B (4.14) und setze

r* = Opy® + (1 — 0),) Bys”,

wobei der Skalar 6, € [0, 1] gegeben ist durch
(4.15) O = { ! 0.8(s")7 By s* o (S?;yi
falls (s*)"y

GRYT Brsk—(sh)TyF

0.2(s*)T By.s*,

> 0.
< 0.2(s*)T Bys*.

2) Berechne By mit der Update-Formel

Bypsk(s*)T' By r*(r*)T

4.16 Byy1 = By — .
(4.16) kt1 k (sF)T By, s* (rF)TsF

Die Formel (4.16) ist die BFGS-Update Formel, wobei y* durch den Vektor r*
ersetzt worden ist. Fiir 6, = 1 folgt 7* = y*. Im Fall von ) # 1 erhalten wir mit
(4.15) die Abschétzung

(sM)Tr% = (M) (0ky* + (1 — 0x) Bis®) = 0k (s")Ty* + (1 — 6x)(s*) " Byes*
_O8(RT Byt (BT 0.2 Bt — ()Y rp
(s*)T By,sk — (s%)Tyk (s*)T Bysk — (s%)Tyk k
0.8(s*)Ty* 0.2(s") T Bis® — (s)Ty*\ |, vor s
~ \GF)TBysk — (sF)TyF (sF)T Bysk — (sF)TyF (s%)" Brs
=0.2(s")"Bys* >0

Damit ist Bjy1 positiv definit. Fiir 8, = 0 folgt By = Bgy1. Andererseits fiihrt
0, = 1 auf eine moglicherweise indefinite Matrix, die sich aus den unmodifizierten
BFGS-Formeln ergibt Mit 6, € (0,1) erhalten wir eine Interpolation der beiden
Extremfille.

Eine andere Variante bietet sich dadurch an, die reduzierte Hesse-Matrix der
Lagrange-Funktion ZEVML(xk , \¥)Zy, zu approximieren, insbesondere dann, wenn
die Dimension dieser Matrix klein ist. Die Herangehensweise ist in Reduced-Hessian
Quasi-Newton Methods realisiert. Die Suchrichtung erfiillt

(4.17a) Me = — (A AL T ALV IE,
(4.17b) (Akyk)ACL'?/ = —€g,
(4.17¢) MpAzh = —ZIVIL,

wobei wir in (4.17¢) im Vergleich mit (4.13) eine Quasi-Newton Approximation fiir
die reduzierte Hesse-Matrix Z,CTVML(xk,/\k)Zk verwendet haben. Im Folgenden
wollen wir diskutieren, wie die Matrizen M}, konstruiert werden konnen. Sei oy Az®
der Schritt von (z*, \*¥) nach (z*+1, \¥*1). Wegen des Satzes von Taylor folgt

VML(ka, /\k+1)(o¢kAxk) ~ VIL(Ik + apAz”, /\k'H)T - VzL(xk, )\k+1)T
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mit Azk = 2F1 — 2k = 7, Az¥, + Y, Azl Multiplikation mit Z ergibt
ZFV 3 L(@ T N Z) (g Aty
(4.18) ~ —ZFVpa Lz A (04 Y Aah)
+ZT (Vo L+, XD T — v, L2k, \b+))T).
Vernachlissigen des ersten Terms auf der rechten Seite von (4.18) fiihrt auf
Myyas* = "

mit
(419)  sF=qAzl und ¥ = ZL (VL AT — v, L2k, AT,
Damit konnen wir die BFGS-Formeln
Mys* (s My, y*(y*)T

(sF)T Mj,s* (y*)T sk

verwenden, um die neue Approximation M1 zu berechnen. Es gibt Varianten von
(4.19), zum Beispiel

M1 = My, —

vt =2 (VI = VIE)
oder
(4.20) y* = ZL (Vo L(a® + Ze Azl NMHT — v, L(a®, AT

(Cole und Coleman). In (4.20) ist die zusiitzliche Auswertung des Terms V, L(z* +
Zp Az N1 notwendig. In einer Umgebung der Losung gilt fiir (4.20) die Ab-
schitzung

(*)T's* = ap (Vi L(a® + ZpAxl NeTY) — v, L(a® A1) Z, Al

1
= ak(Ax’g)T( / ZEV pu L(z® + sZp Ay, NP1 7y, ds) Az >0
0

fiir (2% + sZp Ak, \FT1) € U(2*, A*). Damit sind die BFGS-Formeln wohldefiniert.

4. Merit- oder Straffunktionen

Um zu garantieren, dass das SQP-Verfahren von Startwerten, die weit weg von
Losungen liegen, konvergiert, wird héufig eine Merit- oder Straffunktion verwendet,
um bei Liniensuch-Verfahren die Schrittweite zu kontrollieren oder bei Trust-Region
Verfahren den Trust-Region zu modifizieren. Im unrestringierten Fall haben wir die
Zielfunktion verwendet. Wir wollen hier nur zwei Meritfunktionen diskutieren: die
nicht-differenzierbare ¢; -Meritfunktion sowie Fletchers exakte und differenzierbare
augmentierte Lagrange Funktion.

Ziel der Meritfunktion ist die Garantie globaler Konvergenz ohne Schritte zu
verwerfen, die zur Losung fiihren. Die ¢;-Meritfunktion fiir Probleme mit Glei-
chungs-Restriktionen lautet

1 1 &
(4.21) 1 (23 1) = J(2) + — e@)], = I (@) + — D lea(w)],

H =
wobei > 0 ein Strafparameter ist. Die Abbildung ®; ist insbesondere fiir Punk-
te z mit e;(z) = 0 fiir mindestens ein ¢ € {1,...,m} nicht differenzierbar. Eine
Richtungs-Ableitung von @, existiert dagegen immer.
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BEISPIEL 4.4. Wir berechnen fiir J(z) = ||z||; die Richtungs-Ableitung

D(J(z); Azx) = ;I\I\%é (J(z +eAx) — J(x))

in eine Richtung Az € R™. Wir erhalten

n

1 1
- (o +eaally = flally) = lim = 2 (lzs + D] — |a4]).

D(J(x); Ax) = 1i
(J(2); Av) = lim
Gilt x; > 0 fiir ein ¢ € {1,...,n}, so folgt |x; +eAx;| = x; + eAx; fiir € hinreichend
klein. Ist hingegen z; < 0 fiir ein ¢ € {1,...,n}, so erhalten wir |z; +cAx;| = |x;| —
eAw; fiir € klein genug. Im Fall von ; = 0 fiir ein ¢ € {1,...,n} gilt |z; + cAx;| =
e |Az;|. Insgesamt berechnen wir daher
D(J(z); Azx) = Z Az, — Z Az; + Z |Az;]
x>0 1:x; <0 1:x;=0

als Richtungs-Ableitung von J am Punkt z in Richtung Azx. %

LEMMA 4.5. Seien Ax* und \¥t1 Lésungen von (4.7). Dann gilt fiir die Rich-
tungs-Ableitung von ®; in Richtung Ax* die Abschitzung
(4.22)

D(®1(a*; p); Ax®) < —(Aa®) Voo La", A7) Az® — (l - I/\’”llloo) lle(z*)1l;-
I

BEMERKUNG 4.6. Ist V., L(x*, \¥) positiv definit, so folgt aus (4.22), dass Az*
eine Abstiegs-Richtung fiir ®; an x* ist, wenn p hinreichend klein gew#hlt wird.
Es lédsst sich zeigen dass dieser Schlufl auch gilt, wenn die reduzierte Hesse-Matrix
ZngL(xk, M\¥)Z,. positiv definit ist. In der Praxis wird

B 1
SRR
mit einem & > 0 gewéhlt. Eine andere Moglichkeit ist es zu fordern, dass die Rich-
tungsableitung von ®; hinreichend negative ist:

1 0
D&y (2" p); Ax®) = VI (aF) Axh — m le(z")], < o ("),

for some p € (0, 1). This inequality hold if
1 Vi@Eh)adt (- o)lle(")l]
— (1= ollez™)l, VJ(zF)Azk
Diese Wahl héngt nicht vom Lagrange-Multiplikator ab und wird in der Praxis
héufig verwendet. O

(4.23) beziehingsweise p <

BEWEIS VON LEMMA 4.5. Wir wenden den Satz von Taylor an:
1 (z* + aAzk; p) — @ (aF; 1) = T (2" + aAz®) — J(2F)

1
+ (le(=" + ara®)[l, = lle(=")];)
< aVJ(a*)Az® + a2 | Az*|

1
ty (le@@®) + adp Az, — lle(®)];)
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wobei v > 0 eine Schranke fiir die zweiten Ableitungen von J und e bezeichnet.
Fiir Az* aus (4.7) gilt AgAz* = —e(z¥). Also gilt fiir o € [0, 1]

1 2
B1(a* + ada¥i) - @i(ahin) < o TIEHA - L@l ) + oty Aa*

Analog schlielen wir
B0 +adekip) - @i 2 (VI - L], ) - o 180t
Daher folgt
D(@1(a¥ ) Ac¥) = V@) A* < [elab)],

Aus der ersten Blockzeile in (4.7) bekommen wir
D(®y (2" ), Ax®) = —(Ax®)TVou L(a", AF) Az® — (Ax)TALNH! — % lle(™)lly
und wegen der zweiten Blockzeile in (4.7) gilt

D(® (2% 1), AxP) = —(AF) TV, L(xF, M)Ak + e(aF)T AT — i le(z™)|,-

Aufgrund der Abschitzung
e(@™) TN =3 e (a)NF < IS Jes ()] = A fle(aM)
i=1 =1
folgt (4.22). O

Eine weitere sehr effektive Strategie, um den Strafparameter u zu wéhlen, wird
sowohl im Kontext von Liniensuch- oder Trust-Region-Verfahren verwendet. Das
Vorgehen basiert auf einem quadratischen Modell fiir ®;:

2 q z)=J(")+ T z— Az’ V. L(x", z + —m(Ax),
424 W(Az) = J (2 VJkAgATVL’fA’fA Lon(a
W

wobei

m(Ax) = [le(a®) + ApAz],
gilt und o ein Parameter ist, den wir spéter definieren. Haben wir einen Schritt
AzF berechnet, so wihlen wir p hinreichend klein, so dass

(4.25) 4.(0) — g (Az*) > § (m(0) — m(Az"))

erfiillt ist mit einem g € (0,1). Es folgt aus (4.24), dass die Ungleichung (4.25) bfiir

(4.26) 1 > VJ(zF)Azk + Z (Az®) TV o L(z*, NF) Ak
p (1= o)lle(=*)Il;

gilt. Erfullt der Parameter u aus der vorangegangenen SQP-Iteration die Bedin-

gung (4.26), so dndern wir g nicht. Andernfalls wird p verkleinert, so dass (4.26)

gilt. Die Konstante o ermoglicht es, den Fall zu behandeln, wenn die Hesse-Matrix

V2 L(x%, \F) nicht positiv definit ist. Wir setzen daher

o { 1 falls (AzF)TV . L(z®, \F)Axk > 0,

0 andernfalls.

Erfiillt 1 (4.26), so garantiert die Wahl fiir o die Ungleichung D(® (x*; u); Az¥) <
—(o/u) |le(x)||1. Damit ist Az* eine Abstiegsrichtung fiir ®;. Dies ist nicht immer
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erfiillt, wenn 0 = 1 und V. L(2*, \¥) nicht positiv definit ist. Ein Vergleich von
(4.23) und (4.26) zeigt, dass wir im Fall o > 0 in der Strategie, die (4.24) verwendet,
einen groferen Strafparameter zulassen. Damit wird mehr Gewicht auf die Erfiillung
der Nebenbedingungen gelegt. Das ist sinnvoll bei Schritten, die eine Reduktion der
Nebenbedingungen, aber einen Anstieg im Zielfunktional bewirken. Diese Schritte
werden dann durch die Meritfunktion eher akzeptiert.

Nun kommen wir zu Fletchers augmentierter Lagrange-Funktion:

1
(4.27) Cp (w5 p) = J (@) + M) e() + % le()II%,
wobei p > 0 einen Penalty-Parameter bezeichnet und

(4.28) Az) = —(A@@)A@@)T) " A@@) VI ()T

der Least-Squares Multiplikator ist. Offenbar ist @ differenzierbar. Es folgt
T
1
Vor(zh;p) = V(") + (A;;F)\k + VA(z*)Te(z?) + = A;;Fe(:vk)> :
I

Lost Az* das System (4.7), so gilt

Vor(zh; p)Azk = VI(z®)Azk — (AT e(zF) + e(a®)T V() ALk — % He(a:k)||2.

Wir schreiben Azk = ZkA,TI% + YkA:v’{/, wobei Z;, eine Basis des Nullraums von Ay,
ist und Y, = A7 gesetzt ist. Wegen (4.10a) erhalten wir

AT Ak = —AT (AR AT) e(a®),

und wegen (4.28) gilt

VI (") AT Al = =V (%) AT (A AT)

e(xk) = ()\k)Te(:Ck).
Damit folgt

VOp(2*; p)Azh = VI(2F) Zp Az, + VI (a*) AT Azl — (\F)Te(2")

+ e(z") TV (R Ak — % lle(z®)|”

1
= VJ(2%) Ze Az, + e(z®) T V(") Azk — - lle(z®)))%.

Aus der ersten Blockzeile in (4.7) folgt
Vo L(xF, N Azk = Vo L(z® N Zp A, + V0 L(2F, N9 AL Axh,
= —VJ (@) — AT\
Mit AzF = AgAaz’{, + ZkAxlg erhalten wir
Vor(zh; p)Azk = (AT ZFV 0 L(z®, N0 Z), At
— (AT ALV oo L(2®, NO) Z Ay + ()T VA (@F) Ak

1 ka2
— — |le(z™)]".
o Nle@l
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Damit is Az* eine Abstiegsrichtung fiir die Abbildung ®r, wenn die reduzierte
Hesse-Matrix Z}'V ., L(z*, \*F)Z), positiv definit ist und p der Bedingung

1 — 2 (AL T ZEV oy L(2F, M) Zp Az + e(a®)T VA (2F) Az®

H o Je@IIF”

—(Azy )T AV L(x", \°) Z Az
le(a®))?

geniigt fiir ein 6 > 0. Im Falle von e(2*) = 0 ist Az* eine Abstiegsrichtung fiir jedes
> 0, siehe (4.10a).

(4.29)

+90

SATZ 4.7. Angenommen, ¥ ist kein stationdrer Punkt des Problem (P) und
die Hesse-Matriz ZkTVmL(xk, /\k)Zk ist positiv definit. Dann ist die Suchrichtung
Az* aus (4.7) eine Abstiegsrichtung fir ®,, wenn (4.22) gilt, und fir ®r, wenn
(4.29) erfillt ist

5. Ein SQP-Verfahren mit Liniensuche

Es gibt viele Varianten fiir SQP-Verfahren. Sie kénnen sich zum Beispiel durch

folgende Aspekte unterscheiden:

e Approximation der Hesse-Matrix,
Wahl der Merit-Funktion,
Berechnung des Schrittweiten-Parameters,
Update fiir den Multiplikator A*,
unterschiedliche Formeln fiir die Quasi-Newton Approximation,
andere Parameter,
Globalisierung mit Trust-Region oder Liniensuch-Strategien,
Berechnung des SQP-Schrittes.

Wir wollen nun ein Beispiel fiir ein SQP-Verfahren angeben.

ALGORITHMUS 4.8 (SQP-Verfahren fiir nichtlineare Optimierung).
1) Wihle n € (0,1/2), 7 € (0,1), (2°,A%) € R™ x R™, kmax € IN;
2) Wihle positiv definite und symmetrische Startmatriz By € R™*™ als Ap-
proximation der reduzierten Hesse-Matriz; berechne Jo, VJy, eq sowie Ag;
3) for k =0 to kmax
if Konvergenz, breche ab;
Berechne den SQP-Schritt Ax*;
Bestimme py, > 0, so dass Ax* eine Abstiegsrichtung fiir die Merit-
Funktion ® ist;
Setze o9 =1 und i = 0;
while (@(zF + oW Azk; pug) > ®(2*; pur) + naD D(D(2F; p); Az*)
Setze oY) = 7,0 mit 7, € (0,7) und i =i+ 1;
end
Setze ay, = o und 25 = 2F + AP
Berechne Jgi1, VJgi1, €xr1 sowie Agi1;
Bestimme Least-Squares Multiplikator \F+1:

AL — (Ap1ALL) 71Ak+1VJ1?+1;

Setze sk = aAx®, y* = ZF(V L(aM 1 \NOT — v, L(ak, NeF1 T,
Berechne Byy1 aus By, mittels BFGS-Update;
end (for)
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Wir kénnen bei der Losung der quadratischen Teilprobleme durch die Verwen-
dung von Warm-up Strategien deutlich eflizienter werden. Ferner kann ein Limited-
Memory BFGS-Verfahren [29] verwendet werden, insbesondere im Kontext von
hoch-dimensionalen Optimierungsaufgaben. Wird die Hesse-Matrix V., L verwen-
det, so gehen wir davon aus, dass eine Modifikation der Hesse-Matrix durchgefiihrt
wird, sofern die Matrix nicht positiv definit auf dem ker Ay, ist.

6. Trust-Region SQP-Verfahren

Trust-Region SQP-Verfahren besitzen mehrere Vorteile. Auch wenn die Hesse-
Matrix V. L positiv definit auf dem Unterraum ker Ay oder gar singulér ist, kann
eine Strategie verfolgt werden, die globale Konvergenz garantiert. Die einfachste
Weise, einen Trust-Region Algorithmus zu entwerfen, besteht darin, zum quadrati-
schen Teilproblem (4.9) eine Trust-Region-Restriktion dazuzufiigen:

(4.30a) Jmin o+ VAT + %(Axk)TVmL(xk, AR Ak
(4.30b) w.d.N. Ve(zF)Az" 4 e(z) = 0 in R™,

(4.30c) Vg(z*)Az® + g(z*) <0 in RP,

(4.30d) [Az* ], < Ay

Selbst wenn die Bedingungen (4.30b) und (4.30c) kompatibel sind, kann es sein, dass
das Problem (4.30) keine Losung besitzt, da aufgrund von der Restriktion (4.30)
die Menge der zuldssigen Losungen leer ist. Um den Konflikt der Bedingungen
(4.30b)-(4.30d) zu 16sen, kann nicht einfach der Rust-Region Radius Ay vergrofert
werden, denn sonst kann keine globale Konvergenz garantiert werden. Daher wird
die folgede Strategie verwendet: Es besteht keine Notwendigkeit, die Gleichungs-
nebenbedingung (4.30b) exakt zu erfiillen, sondern im Laufe der SQP-Iterationen
die Gleichungsnebenbedingung zunehmend besser zu garantieren. Es gibt hier drei
unterschiedliche Strategien: Ralaxierungsmethoden, Penalty-Verfahren oder Filter-
Algorithmen.

Wir wollen hier kurz auf Relaxierungsmethoden eingehen. Dabei beschrénken
wir uns auf (P), das heifit, auf Optimierungsprobleme mit Gleichungsrestriktio-
nen. Erweiterungen auf Probleme mit Ungleichungs-Nebenbedingungen basieren
auf Innere-Punkte-Verfahren. Sei die Iterierte z* gegeben. Wir berechnen im SQP
Schritt die Losung des Teilproblems

1
(4.31a) min Jy + VJ Az + - (Axk)TVmL(xk, M)A
AzkelRn 2
(4.31b) wd.N. Ve(zF)Az* 4+ e(a®) = rp in R™,
(4.31c) [Az"]|, < Ag.

Die Wahl des Vektors 1y, erfordert eine gute Strategie, da die Effizienz des Verfahrens
wesentlich davon abhéngt. Wir wihlen 7, als kleinsten Vektor, so dass (4.31b) und
(4.31c) erfiillt sind fiir einen leicht reduzierten Trust-Region Radius Ay. Daher 16sen
wir zunéchst das Teilproblem

(4.32) rél.}{i [ Axv + ex]s = 0T AT Ao + 2e, Ago + |lex]s wdN.  vf, < 0.8 Ay.

Sei vy, die Losung von (4.32). Dann definieren wir
(4.33) ry = Agvg + ek.
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Nun I6sen wir (4.31), bestimmen den Schritt Az* und setzen 28! = z* + Ax*. Nun
kann A\**! mit Hilfe der Least-Squares Formel berechnet werden. Wir bemerken,
dass nun (4.31b) und (4.31c) konsistent sind, da sie fiir Ax* = vy, erfiillt sind.

Auf den ersten Blick erscheint die Vorgangsweise nicht effizient zu sein, da in
der Regel die Probleme (4.30) und (4.32) nicht einfach zu 1sen sind, insbesondere
wenn V., Ly indefinite ist. Es sind aber sehr effiziente Verfahren entwickelt worden,
die beiden Optimierungsaufgaben inexakt zu losen.

Zur Losung von (4.32) verwenden wir ein Dogleg-Verfahren [29]. Dazu benéti-
gen wir den Cauchy-Punkt v°F, welcher der Minimierer des Zielfunktionals in
(4.31a) entlang der Richtung —Agey ist, und — im Falle der Existenz — den
Newton-Punkt vN¥ den unrestringierten Minimierer von (4.31a). Da die Hesse-
Matrix von (4.32) singuliir ist, gibt es unendlich viele Mglichkeiten zur Wahl von
NP die alle die Gleichung AvNY + e, = 0 erfiillen. Wir wihlen die Lésung mit
der minimalen Euklidischen Norm, indem wir die Singuldrwertzerlegung zur Losung
verwenden. Nun sei vj, der Minimierer von (4.32) entlang des Pfads, der durch v*F
und v definiert wird:

5() TP firo <7t <1,
P 4+ (r—1) (UNP — ’UCP) firl <r<2.

Eine bevorzugte Technik zur Berechnung einer approximativen Losung dz* fiir
(4.31) ist das projezierte konjugierte Gradienten-Verfahren. Wir wenden dieses Ver-
fahren zur Losung des problems (4.31a)-(4.31b) an, wobei wir darauf achten, dass
die Trust-Region-Bedingung (4.31c) erfiillt ist, und brechen ab, sobald der Trust-
Region-Rand oder eine Richtung negativer Kriimmung erreicht wird.

Eine Meritfunktion fiir die présentierte Vorgangsweise ist zum Beispiel die
nichtglatte ¢o-Funktion

1
Do (z;p) = J(2) + m le(@)lly,  p>0.
Fiir @5 verwenden wir das quadratische Modell
1 1
qu(Az) = J(2%) + VI (2F) Az + 3 AzTV . L(2®, N Az 4+ = m(Ax)
I

wobel wir
m(0z) = [lex + ApAz|,

setzen. Wir wihlen den Strafparameter p hinreichend klein, so dass die Ungleichung

(434) 0(0) = u(Aat) 2 2 (m(0) — m(Aat)), o€ (0,1),

erfiillt ist. Die Entscheidung, ob ein Schritt Az* akzeptiert wird, wird anhand des
Quotienten
0 ared,  Po(2F;p) — Po(zh + Az p)
k = =
pred,, qu(0) — gu(Azh)

durchgefiihrt.

ALGORITHMUS 4.9 (Byrd-Omojokun Trust-Region SQP-Verfahren).
1) Wihle Konstanten kmax € IN, € > 0 und n,v € (0,1);
2) Wiihle einen Startwert 2° und einen Trust-Radius Radius A°;
3) for k =0 to kmax
Berechne Ji, e, VJi und Ayg;
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Bestimme den Least-Squares Multiplikator \ = (AR AT AV Ty
if ||VJk — Ag)\kHoo < e and ||ekHoo <e
Abbruch mit der approzimativen Lésung x
end (if)
Lése das Teilproblem (4.32) zur Berechnung von vy und setze ry,
gemdf (4.33);
Berechne V.. L(x®, \F) oder eine Quasi-Newton Approzimation der
Hesse-Matrix;
Lése das Problem (4.31) unter Verwendung eines projezierten konju-
gierten Gradienten- Verfahren;
Bestimme einen Strafparameter py, der (4.34) erfiillt;
Berechne den Quotienten o), = aredy,/pred;,;
if o > 1
Setze x = ¥ + Ax¥ und wdhle einen neuen Trust-Region
Radius mit Agy1 > Ag;
else
Setze Ft1 = zF und wdhle einen neuen Trust-Region Radius
mit Apy1 <[ AzF]|;
end (if)

k.
’

k+1

end (for)



KAPITEL 5

Grundlagen der multikriteriellen Optimierung

Wir wollen in diesem ersten Abschnitt einige wesentliche Grundlagen der Vek-
toroptimierung zusammenstellen und einen Uberblick iiber bestehende Verfahren
geben. Dabei orientieren wir uns an dem Buch [17] von C. Hillermeier. Als weitere
Literatur verweisen wir zum Beispiel auf [28, 30, 33, 34].

1. Das Konzept der Pareto-Optimalitit

Gegeben sei eine vektorwertige Abbildung f : R® — IR* durch z — f(z) =
(fi(x),..., fr(z)). Da die Minimierung einer Komponentenfunktion f;, 1 < < k,
von f die Vergroflerung eines anderen f;, j # ¢, bedeuten kann, miissen wir das
Problem der Vektoroptimierung in geeigneter Weise interpretieren. Dazu benotigen
wir eine Ordnung auf R¥, die zu dem Problem passt. Offenbar gibt es keine totale
Ordnung auf R¥. Seien zum Beispiel k = 2 und y! = (4,2) sowie y? = (2,4). Wenn
es keine Gewichtung der beiden Komponenten von y! und y? gibt, lassen sich beide
Vektoren nicht mit einer Ordnungsrelation vergleichen. Aus diesem Grund fithren
wir die folgende Halbordnung auf IR* ein.

DEFINITION 5.1. Mit < bezeichnen wir eine Ordnungsrelation im IR¥, das heifst,
eine Teilmenge von IR* x IRF bestehend aus allen geordneten Paaren von Elementen
aus RE. An der Stelle von (y',y?) €< schreiben wir auch einfach y* < y?. Die
Ordnungsrelation ist wie folgt definiert:

y' <y’ =y’ -y e R,

wobei RE. = {y = (y1,...,yr) € R¥|y; >0 fiir alle i = 1,...,k} der nicht-negative
Orthant in R ist und R, = IREr gesetzt ist.

Anhand von Abbildung 5.1 ist Definition 5.1 erldutert. Fiir einen Vektor !,
der ungleich y? und kleiner als y? im Sinne von < ist, gelten y} < y?, 1 <i <k,
und le < yj2 fiir mindestens ein j € {1, ..., k}. Mit diesem Ordnungskonzept lassen
sich zwei Vektoren vergleichen.

BEMERKUNG 5.2. Wesentliche Eigenschaften der Ordnungsrelation < sind wie
folgt:

(1) Es gibt Paare (y',4?) € IR* x R¥, die nicht vergleichbar beziiglich der Ord-
nungsrelation sind. Damit gilt weder y' < 3% noch %2 < y'. Ein Beispiel
haben wir bereits mit y* = (4,2) und y? = (2,4) gegeben. Wir erhalten
y' —y? = (2,-2) ¢ R und y* — y' = (—2,2) ¢ RE. Unterschiedliche
Vektoren konnen von unterschiedlicher Signifikanz sein. Das ist ein we-
sentlicher Unterschied zur skalarwertigen Optimierung, wo der Raum, in
den die Zielfunktion abbildet (ndmlich R), eine totale Ordnung besitzt.

61



62 5. GRUNDLAGEN DER MULTIKRITERIELLEN OPTIMIERUNG

I
@)

ABBILDUNG 5.1. Bei gegebenem Vektor y ergibt sich in IR? die in
der Abbildung gezeigte Situation. Dabei ist z > y dquivalent mit
y < z, das heifft, z —y € IRi.

(2) Die Ordnungsrelation < ist eine partielle Ordnung im IR¥, denn es gelten
folgende Aussagen:
o y <y fiir alle y € R (Reflexivitit),
e y! <92 und y? < 5® implizieren y' < ¢? fiir y', y2, y* € R (Tran-
sitivitét),
o y' < y? und y? < y' ergeben y' = y? fiir y', y> € IR* (Antisymme-
trie),
o y! <% undy? < y? implizieren y* +1° < % +9° fiir o', o2, 13, y* €
IR* (Vertriiglichkeit mit der Addition),
o y' <y? ac Ry ergeben ay® < ay? fir !, y? € R* (Vertriglichkeit
mit skalarer Multiplikation).
(3) Da der nicht-negative Orthant IRi ein konvexer Kegel ist, wird < auch
Kegel-Halbordnung genannt. Insbesondere gelten:
o fiir y',y? € RE, ¢! <¢? A€ R, A >0 folgt Ay’ < Ay?,
o fiir y', 52, 4% € RF mit y* < 92 folgt y' + o3 < y? +4°. O

Auf der Grundlage dieser Ordnungsrelation kénnen wir nun das Ziel der Vekto-
roptimierung formulieren: Gesucht sind die Punkte z* € R™, so dass die Zielfunk-
tions-Vektoren f(z*) minimal beziiglich der Ordnungsrelation sind. Dabei wird das
Ziel mit Hilfe der Einfithrung von effizienten Punkten y* € R* formuliert. Weitere
Literatur zu diesem Thema finden wir zum Beispiel in [15, 31].

DEFINITION 5.3 (Effizienter Punkt, optimaler Pareto-Punkt, dominierender
Punkt). Sei f(R) das Bild der zulissigen Menge R C R™ unter der Abbildung
f:R" — R*. Ein Punkt y* € f(R) heifit (global) effizient beziiglich der Ordnungs-
relation "<’ im R¥ genau dann, wenn kein y € f(R) existiert mity # y* undy < y*.
FEin Punkt z* € R mit y* = f(z*) heifit (global) Pareto-optimal genau dann, wenn
y* ein effizienter Punkt ist. Ein Punkt ' € R dominiert einen Punkt x> € R genau
dann, wenn f(x') # £(2?) und f(x') < £(2?) gelten.

Damit besteht das Ziel der Vektoroptimierung, effiziente Punkte y* € f(R) und
optimale Pareto-Punkte z* € R mit y* = f(z*) zu finden. Sind die Komponenten
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fi, 1 < j <k, der Zielfunktion von der gleichen Wertigkeit, so kénnen wir a-
priori nicht einen effizienten Punkt von einem anderen unterscheiden. An dieser
Stelle bleibt uns nur, alle effizienten Punkte y* € f(R) C IR* zusammen mit den
Pareto-Punkten z* € R C IR” zu bestimmen. Von dieser effizienten Menge und der
Pareto-Menge mufl dann in der Anwendung entschieden werden, welche spezielle
Losung realisiert werden soll.

Wir wollen hier auch das folgende Konzept einfithren, bei dem der Vergleich
nur lokal vorgenommen wird.

DEFINITION 5.4 (Lokaler optimaler Pareto-Punkt). Fin Punkt z* € R heifst
lokal Pareto-optimal genau dann, wenn eine Umgebung U(xz*) C IR™ von x* exi-
stiert, so dass y* = f(x*) effizient beziiglich des Bildraumes f(RNU (z*)) ist. Analog
definieren wir lokal effiziente Punkte y* € f(R).

BEMERKUNG 5.5. Manchmal wird der Begriff des effizienten Punktes auch in
der Urbildmenge IR™ von f definiert: Ein Punkt z* € IR™ heifit effizienter Punkt
oder Pareto-Punkt, wenn kein x € IR™ existiert mit

(5.1) f(z) #f(z*) und f(x) <f(z*).

Gilt (5.1) nur in einer Umgebung U* C IR™ von z*, so heilt z* lokal effizient
oder lokaler Pareto-Punkt. Ein Punkt z; € IR™ wird durch einen Punkt x5 € IR™
dominiert, wenn f(x1) # f(x2) und f(z1) > f(x2) gelten. O

Das Problem, dass Optimierungs-Verfahren lokale Losungen berechnen, die
Anwendung aber oft nach globalen Losungen fragt, haben wir in der Vektoropti-
mierung genauso wie in der skalarwertigen Optimierung. Eine mogliche Strategie,
um das Problem zu 16sen, ist es, sowohl in der skalarwetigen als auch in der Vektor-
Optimierung stochastische Suchverfahren einzusetzen. Wir verweisen hier zum Bei-
spiel auf [32]. Ein Nachteil der stochastischen Verfahren ist die grofle Anzahl an
erforderlichen Auswertungen der Zielfunktion. Insbesondere bei industriellen An-
wendungen ist das oft ein Problem, da hinter jeder Auswertung der Zielfunktion
die Simulation des Systems stehen kann.

2. Beziehung zur skalarwertigen Optimierung

Wir betrachten das Problem
(5.2) minf(z) uwdN =ze€R,
wobei f : R" — IRF gilt und die Menge R C IR™ durch
(53) R={z € R"|hi(z) =0, i=1,...,mund hj(z) <0, j =m+1,...,m+q}

gegeben ist. Wir setzen voraus, dass die Funktionen f und h; : R" — IR stetig
differenzierbar sind.
Zum Nachweis des néchsten Resultats verweisen wir auf [15].

Satz 5.6 (Notwendige Bedingungen fiir optimalen Pareto-Punkt). Sei z* € IR
ein optimaler Pareto-Punkt fir (5.2). Wir bezeichnen mit A* C {1,...,m+ q} die
Menge der aktiven Indizes, fir die hi(x*) = 0 fir alle | € A* gilt. Dann existieren
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Vektoren
k
(5.4) o € RE mit Zaf =1,
i=1
(5.5) A e R™Te
so dass
k m+q
(5.6a) > Vi) + > AjVhy(a®) =0,
i=1 j=1
(5.6b) hi(z*) =0, i=1,...,m,
(5.6¢) A7 >0, hi(z*) <0, Ajhj(2") =0, j=m+1,...,m+gq

gelten, wobei die Gradienten Vf;, 1 <i <k, und Vh;, 1 <j <m+q, Spaltenvek-
toren sind. Sind die Abbildungen f; und h; konvex, so sind die Bedingungen (5.6)
auch hinreichend.

BEMERKUNG 5.7. Die notwendigen Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung
werden Karush-Kuhn-Tucker oder auch kurz KKT-Bedingungen genannt. %

Fir a € IR{“F definieren wir die skalarwertige Funktion
k

(5.7) 9o :R" =R, z+— Zaifi(x)
i=1

und beobachten, dass Zle a;Vfi(x) = Vgao(x) gilt. Damit sind die Gleichungen
(5.6) dquivalent damit, dass der Punkt z* ein KKT-Punkt fiir

ming,(z) uwdN. z€R

ist mit o = a* (vergleiche [20, 23] und [18]). Aus (5.4) und (5.7) schliessen wir,
dass g, eine Konvex-Kombination der Komponenten f; der Zielfunktion ist, wobei
die a;’s die entsprechenden relativen Gewichte sind. Auf dieser Beobachtung basiert
die Wichtungsmethode (siehe Abschnitt 2.1).

Bedingungen zweiter Ordnung sind bei der Vektoroptimierung nicht vorhanden.
Das ist der Preis dafiir, dass wir bei der Vektoroptimierung keine totale, sondern
nur eine Halb-Ordnung vorliegen haben. Notwendige Bedingungen zweiter Ordnung
fiir einen Punkt z*, der g, lokal minimiert, sind nicht notwendig dafiir, dass =* ein
optimaler Pareto-Punkt zu sein. Hier liegt ein wesentlicher Unterschied zwischen der
skalarwertigen und der Vektoroptimierung. Im Prinzip kénnen auch Sattelpunkte
von einer konvexen Kombination g, optimale Pareto-Punkte sein.

Aus Satz 5.6 folgt, dass ein optimaler Pareto-Punkt 2* ein Karush-Kuhn-Tucker
Punkt fiir die Funktion g, ist. Diese Eigenschaft fithrt dazu, dass der Gewichtungs-
vektor o € IRi in (5.4) wichtige Informationen iiber die lokale Geometrie der Menge
der effizienten Punkte enthélt.

Wir betrachten dazu das bikriterielle Beispiel in die Abbildung 5.2. Seien also

k = 2 und z* ein optimaler Pareto-Punkt von f = (fi, f2). Weiter sei z* ein
Minimum von g,, das heiflt, es gibt keinen anderen Punkt z € R mit
(5.8) 9a(T) < gala™) =: "

Die Menge von allen y € IR? im Bildraum

Bild f(R) = {z € R¥ | es gibt ein z € R mit z = f(x)}
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ABBILDUNG 5.2. Detail der Bildmenge f(R) und der anliegenden
Geraden aT'y = ¢, siehe Text.

von f, fiir die gilt
flx)=y = galz)=C",

bilden die Gerade aTy = ¢, die durch den Normalvektor « definiert ist, siche Abbil-
dung 5.2. Punkte im Bildbereich mit kleinerem Wert von g, liegen links/unterhalb
der Geraden, Punkte mit groferem Wert hingegen rechts/oberhalb der Geraden.
Die Menge f(R) mufl komplett auf der rechten Seite der Geraden liegen, damit es
keinen Punkt Z € R mit (5.8) gibt. Ist der Rand der Menge f(R) durch eine stetig
differenzierbare Kurve parametrisierbar, so ist der Winkel zwischen der Tangente
an den Rand der effizienten Punkte und der Geraden g, gleich null. Damit stimmen
die Tangente und die Gerade iiberein. Also ist a der Normalvektor der Tangente
an die Menge der effizienten Punkte, siehe [5, 6].

Die geometrische Bedeutung von « lidsst sich vom bikriteriellen auf den multi-
kriteriellen Fall iibertragen. Dazu zitieren wir den folgenden Satz (siehe [17, Theo-
rem 4.2]) fiir unrestringierte Vektoroptimierungs-Probleme

(5.9) minf(z) uwdN. ze€R"
mit £ = (f1,..., fx) : R® — RF.

SATzZ 5.8. Sei y* € R* ein lokaler effizienter Punkt von (5.9) und z* ein
assozierter lokaler optimaler Pareto-Punkt, das heifit, y* = f(x*). Wir setzen
Gar(x) = Zle of fi(z), wobei o € RE den Gewichtsvektor aus (5.5) bezeichnet.
Dann liegt &* im orthogonalen Komplement von Bild f'(z*) C IRF, wobei f'(x*) die
Jacobi- oder Funktionalmatriz von £ am Punkt z* bezeichnet.

PROOF. Von den notwendigen Optimalitéitsbedingungen erster Ordnung erhal-
ten wir

k
Vgar (%) =0 = Za;‘Vfi(;v*) =0

i=1
(5.10) Vfi(z*)
= (o))" : —0<— (") V@) =0.

fi(a*)
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Aus (5.10) schliessen wir, dass o* orthogonal zu den Spalten der Jacobi-Matrix
V f(x*) ist und

(O‘*)T(Vf(x*)v) =0 fiir alle v € R,
woraus die Behauptung folgt. 0

Offenbar folgt aus Satz 5.8, dass der Rang der Jacobimatrix f/(z*) kleiner
als m sein mufB. Damit ist die Abbildung f’(z*) : R™ — IR* nicht surjektiv. Gilt
insbesondere dim Bild f’(z*) = k — 1, so ist der Vektor a eindeutig bestimmt. Das
Resultat aus Satz 5.8 lisst sich auf den restringierten Fall iibertragen. Sei * € IR*
ein effizienter Punkt mit f(2*) = y* und seien im Punkt z* die Nebenbedingungen
hi, i € A* aktiv: h;(x*) = 0 fiir ¢ € A*. Mit p < m—+q bezeichnen wir die Anzahl der
Indizes in A*. Wir nehmen an, dass die Vektoren {Vh;(z*)};c 4~ linear unabhingig
sind (constrained qualification). Wir betrachten die n — p-dimensionale Menge

N* ={z€U*|hj(z) =0forie A*} CR"
in einer Umgebung U* C R™ von x*. Sei s : T' — V eine lokale, stetig differenzierba-
re Parametrisierung der Menge N*, wobei T' C IR"? offen und V C N eine offene

Umgebung von z* sind. Dann liegt o im orthogonalen Komplement von Bild Vf(t*)
mit £(¢) = fos(¢) (lokale Parametrisierung von f auf der Menge N*) und s(t*) = x*.

3. Die KKT-Punkte als differenzierbare Mannigfaltigkeit

Fiir jeden optimalen Pareto-Punkt gibt es nach Satz 5.6 einen Gewichtsvektor
ot € IRfCH so dass z* ein KKT-Punkt fiir die skalarwertige Funktion g~ (z) =
Zle of fi(z) ist. Wenn die zuldssige Menge des zugrundeliegenden Vektoropti-
mierungs-Problems durch m Gleichungen gegeben ist, gilt die folgende Aussage:
Fiir jeden optimalen Pareto-Punkt x*, fiir den {Vh;(z*)}", linear unabhingig

sind, gibt es Vektoren A* = (Af,...,A%)7 € R™ und o = (af, ..., ;)" € R mit
k m

(5.11a) Z a;Vfi(x*)+ Z AfVhi(z*) =0 (n Gleichungen)

(5.11b) - - h(z*) =0 (m Gleichungen)

(5.11c) iaf =1 (1 Gleichung)

In (5.11b) haben wir h = (hq,..., hy) gesetzt. Nun definieren wir die Abbildung
F : R*tm L R*tm+L durch

k m
F(z, A\ o) = - h(x;_

Wir kénnen dann (5.11) in der Form
(5.12) F(z*, A", a") =0
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schreiben. Andererseits sind Losungen (z*, A%, a*) von (5.12) mit o* € RE Kan-
didaten fiir optimale Pareto-Punkte. In [17, Theorem 5.1] finden wir das folgende
Resultat. Der Beweis beruht auf dem Satz iiber implizite Funktionen.

SATZ 5.9. Seien IfRI_CIr ={aeRF|a; >0 firi=1,...,k} und
M ={(z,\a) € R”+m+1|F(I/\a)—Ounda€|R+}
Gilt
(5.13) Rang F'(z,\,a) =n+m+1 fir alle (z,\ o) € R*™+,

s0 ist M eine k — 1 dimensionale Fliche in R"t ™+ die sich durch eine differen-

zierbare Funktion parametrisieren ldsst.

In [17, Abschnitt 5.2] finden wir notwendige und hinreichende Bedingungen
fiir die Voraussetzung (5.13) von Satz 5.9. Insbesondere gilt das folgende Resultat
(siehe [17, Corollary 5.5]:

KOROLLAR 5.10. Sei (x*, \*, a*) € M, das heifit, v* ist ein KK T-Punkt fiir die
skalarwertige Funktion go~ unter der Nebenbedingung h(x*) = 0. Ferner seien die
Vektoren {Vh;(x*)}™ linear unabhingig (constrained qualification). Wir setzten

K* = Kern h'(x*).

Weiter sei x* ein lokales Minimum von gq~, an dem die hinreichenden Bedingungen
zweiter Ordnung gelten:

V2L Za V2 fi(x*) + Z)\ V2hi(x*) ist positiv definit auf K*

oder x* sei ein Sattelpunkt von g, und V*Lo(x*,\*) — eingeschrinkt auf K* —
ist reqular mit negativen und positiven Eigenwerten. Dann hat F'(a*, \*, o*) vollen
Rang n +m + 1.

In Homotopie-Strategien werden ausgehend von einem Punkt (x*, \*, o*) € M
weitere Punkte (z, A, a) in M bestimmt. Auf diese Weise erhalten wir Kandidaten
fiir optimale Pareto-Punkte.

4. Ein Uberblick iiber Verfahren

In diesem Abschnitt wollen wir kurz die am haufigsten verwendeten Verfahren
beschreiben, die zur Berechnung der Menge der effizienten Punkte (oder meist einer
Teilmenge davon) fiir Probleme der Vektoroptimierung eingesetzt werden.

Zuerst wenden wir uns den deterministischen Methoden zu. Diese basieren (fast
alle) darauf, das Problem der Vektoroptimierung auf ein Problem der skalarwertigen
Optimierung zuriickzufiihren. Die Transformation des Vektoroptimierungs-Problem
in ein Problem der skalarwertigen Optimierung erfolgt unter der Verwendung von
Parametern. Da wir beim Losen des skalarwertigen Optimierungs-Problems in der
Regel jeweils nur einen effizienten Punkt berechnen, erhalten wir die Menge (oder
letztlich eine Teilmenge) der effizienten Punkte des Vektoroptimierungs-Problems
durch Variation der Parameter bei der Transformation des Vektoroptimierungs- in
das skalarwertige Optimierungs-Problem.
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ABBILDUNG 5.3. Das Wichtungsverfahren fiir die Losung eines
Vektoroptimierungs-Problems in IR¥ mit & = 2.

4.1. Die Wichtungsmethode. Dieses Verfahren wurde zuerst von Zadeh im
Jahre 1963 eingefiihrt und wird am hiufigsten verwendet, um Probleme der Vek-
toroptimierung zu losen. Dabei wird jeder Komponente der Zielfunktion wird ein
Gewicht a; > 0, 1 < i < k, zugeordnet mit der Eigenschaft Zle «; = 1. Wir 1osen
dann das Problem

k
(5.14) %EZaifi(x).
i=1
Der Transformations-Parameter ist der Gewichtsvektor o = (ay,...,ax)?, der die

relative Signifikanz der einzelnen Komponenten der Zielfunktion ausdriickt. Unter
Variation von « kénnen wir eine Teilmenge der Menge der effizienten Punkte berech-
nen. Globale Minimierer der skalarwertigen Zielfunktion Zle a;fi(z) = oTf(x)
sind notwendigerweise auch globale optimale Pareto-Losungen (bei «; > 0 fiir alle
i € {1,...,k}, sonst nur bei eindeutigen globalen Losungen von (5.14)). Ebenso
sind auch lokale Minimierer von (5.14) notwendigerweise lokale Pareto-Losungen.
Eine geometrische Interpretation des Verfahrens kann durch die Betrachtung
der skalarwertigen Funktion g, (x) = o f(z) durchgefiihrt werden. Durch die Glei-
chung g(z) = ¢ € R wird eine Ebene im Raum IR* aufgespannt, die durch den
Normalvektor a € IR¥ charakterisiert ist. Jede Wahl fiir « fiihrt auf unterschiedliche
Ebenen, siehe Abbildung 5.3. Die Methode hat folgende Nachteile (siehe [6]):

e Bei Vektoroptimierungs-Problemen ist die Menge f(R) im allgemeneinen
nicht konvex in IRF. In diesem Fall gibt es Beispiele, bei denen die ef-
fizienten Punkte keine Minimierer einer skalarwertigen Zielfunktion der
Bauart a”f(z) sind. Diese Punkte lassen sich nicht mit diesem Verfahren
bestimmen.

e Bei jedem numerischen Verfahren zur Losung eines Vektoroptimierungs-
Problems lassen sich nur endlich-viele effiziente Punkte berechnen. Eine
gleichmiBige Verteilung dieser Punkte in der Menge IR (Zielfunktions-
raum) kann durch die Gewichtungs-Methode nicht erreicht werden. Die
Absténde zwischen zwei effizienten Punkten kann nicht direkt durch das
Verfahren gesteuert werden.
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ABBILDUNG 5.4. Die gewichtete /P-Methode mit der Zielvorgabe
§ = u, dem Gewichtsvektor w = (1,1)”, der Dimension k = 2 und
der ¢P-Norm fiir p = 2.

4.2. Das gewichtete /P-Verfahren. Bei diesem Verfahren werden ein Refe-
renz-Punkt 7 € IRF gewihlt und dann effiziente Punkte gesucht, die ¢ in einer ¢P-
Norm moglichst nahe kommen. Daher wird diese Methode auch Zieloptimierung und
Normskalierung genannt (vergleiche [15, Abschnitt 3.2.2]). Dabei kénnen sowohl die
Wahl des Referenz-Punktes als auch die verwendete Metrik, in der der Abstand einer

Losung f(Z) zu § gemessen wird, variiert werden. Im Fall der Wahl der gewichteten
¢P-Norm

k 1/p
dp(y) = (Zw Iyz-l”) , pe[l,®), y=(y,...,y) €R*
1=1

mit w; > 0 fir 1 <i < k und Zle w; = 1 erhalten wir das folgende skalarwertige
Optimierungsproblem

k
5.15 i i | Ji — 7;|P.
(5.15) ggg;w |fi() = 7
Im Fall von p = oo definieren wir doo(y) = max{ws |y1|,-..,wk |yx|} als gewichte-

te Maximumnorm in IRF. In Abbildung 5.4 haben wir das Vorgehen dieser Me-
thode graphisch erlautert. Der Referenz-Punkt ¢, der Gewichtungsvektor w so-
wie der Exponent p sind die Transformations-Parameter bei der Uberfithrung des
Vektoroptimierungs—Problems in (5.15). Dabei mufl § der Forderung g; < f;(x)
fir alle z € R und ¢ € {1,...,k}. Das ist beispielsweise der Fall, wenn §; =
argmin{f;(z) : x € R} fiir 1 < i < k gesetzt wird. Im Fall von p € [1,00) sind die
erhaltenen Losungen von (5.15) notwendigerweise effiziente Punkte. Im Fall von
p = oo kénnen alle effizienten Punkte ebenfalls berechnet werden, wobei aber eine
sinnvolle Variation der Parameter (g, w,p) durchgefiihrt werden mufl. Das ist das
Problem dieser Methode. Insbesondere kann nicht gesagt werden, mit welcher Stra-
tegie zur Variation der Parameter (g, w, p) alle effizienten Punkte berechnet werden
kénnen, siehe [15].

4.3. Die e-Methode oder Methode der Beschrinkungen. Dieses Ver-
fahren geht zuriick auf Marglin [27] und Haimes [16]. Dabei wird eine Komponente
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ABBILDUNG 5.5. Die e-Methode oder Methode der Beschriankun-
gen mit j =1 und k£ = 2.

je{l,...,k} der Zielfunktion ausgewihlt und diese dann minimiert. Fiir alle an-
deren Komponenten wird eine obere Schranke festgelegt, die nicht {iberschritten
werden darf. Damit hat das skalarwertige Problem die folgende Darstellung

min {f;j(z) : x€ RNC}, je{l,....k}

(5.16) , o
C={zeR"|fi(x) <eg firallel <i<Fkmiti#j}

Ein eindeutiger globaler Minimierer von (5.16) ist notwendigerweise auch eine glo-
bale optimale Pareto-Losung des Vektoroptimierungs-Problems. Bei dieser Methode
sind der Index j € {1,...,k} sowie die oberen Schranken ¢; die Transformations-
Parameter bei der Uberfithrung des Vektoroptimierungs-Problem in (5.16). Prinzi-
piell sind daher alle effizienten Punkte berechenbar, wenn die Transformations-
Parameter variiert werden. Das Hauptproblem dieses Verfahrens besteht darin, den
Bereich von sinnvollen Werten fiir die ¢; festzulegen. Werden die ¢; zu klein gewéhlt,
dann kann (5.16) unter Umsténden keine Losung besitzen. Zu starke Restriktio-
nen erzeugen dann leere zuldssige Mengen. Andererseits, wenn eine obere Schranke
zu grof} gewihlt ist, so geht die dazugehorige Komponente der Zielfunktion bei
Variation des zugehorigen ¢;’s kaum in die Problemstellung (5.16) ein. Das kann
dazufiithren, dass keine neuen effizienten Punkte berechnet werden, obwohl die Pa-
rameter variiert werden.

4.4. Das Verfahren mit Gleichungs-Nebenbedingungen. Diese Strate-
gie ist von [25] entwickelt worden. Analog wie bei der vorigen Methode wird
wieder ein Index j € {1,...,k} ausgew#hlt und die entsprechenede Komponen-
te der Zielfunktion minimiert. Hier gehen aber die verbleibenden Komponenten f;,
ie€{l,...,k}\ {j} durch Gleichungs-Nebenbedingungen ein:

min {f;j(z) : € (RND)}, je{l,....k}
C={xeR"|fi(x) =¢ firalle 1 <7<k miti#j}.

Prinzipiell konnen bei diesem Verfahren wieder alle effizienten Punkte durch Va-
riation der Transformations-Parameter (j und ¢; fiir i € {1,...,k}\ {j}) berechnet
werden. Andererseits zeigt Abbildung 5.5, dass nicht jede Losung von (5.17) opti-

maler Pareto-Punkt ist. Das muss durch Uberpriifen von notwendigen und hinrei-
chenden Kriterien festgestellt werden, siehe [25]. Analog zur e-Methode hat dieses

(5.17)
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ABBILDUNG 5.6. Illustration der Situation bei dem Verfahren mit
Gleichungs-Nebenbedingungen, wo der globale Minimierer  von
(5.17) bei gewihltem e kein optimaler Pareto-Punkt ist mit j = 1
und k = 2.

Verfahren auch den Nachteil, dass (5.17) unter Umsténden fiir viele Parameterwerte
(fiir j und ¢; fiir i € {1,...,k} \ {j}) keine zulédssigen Losungen besitzt.

4.5. Die lexikographische Methode. Gemifl der Wertigkeit der Kompo-
nenten der Zielfunktion f = (f1,..., fx) wird eine Anordnung der Komponenten
angegeben:

ij€{L,...,k} fir je{l,...,k}, und i;#q4 firj#1.
Dann werden fiir j = 1,...,k die Aufgaben

(5.18) min fi (z)
gelost, wobei Ry = R C IR™ die zuléssige Menge fiir das zugrundeliegende Vektorop-
timierungs-Problem ist und R; = argmin{f;, ,(z)|z € R; 1} fir 2 < j < k
gilt. Das Verfahren endet bereits fiir j < &k, wenn die Menge R; einelementig ist;
denn in diesem Fall gilt R; = Rj;1 = ... = Ry. Es lésst sich zeigen, dass wir
im Fall der Losbarkeit von (5.18) optimale Pareto-Punkte berechnen, das heifit,
die Menge Ry ist eine Teilmenge der Menge aller optimalen Pareto-Punkte des
Vektoroptimierungs-Problems. Wir kénnen das Verfahren mit der Methode der Be-
schrankungen kombinieren, indem wir wie folgt vorgehen:
(1) Lose
min f;, () uwdN. z€R
und setze f; = minger fi, (), j = 0und Ry = R.
(2) Setze j = j+ 1 und gebe ein £; > 0 vor, um den der minimale Wert der
Komponentenfunktion f;; vergroflert werden darf. Lose dann

nelilg fi,(x) wdN. zeRj1:={xeR;|fi(x)<e;— f:;}
TER;

Gilt j +1 = k, so breche ab. Andernfalls setze f{;+1 = mingeg,,, fi,(x)
und wiederhole Schritt (2).

Die lexikographische Methode berechnet im allgemeinen nicht alle optimalen Pareto-
Punkte. Dazu betrachten wir als Beispiel fiir k£ = 2 die Abbildung 5.7. Offenbar ist
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ABBILDUNG 5.7. Illustration der lexikographischen-Methode fiir
ein konkretes Beispiel mit k£ = 2.

der Punkt f(z7) die Losung der lexikografischen Methode fiir

m(40))

Andererseits erhalten wir die Losung f(23), wenn wir

min (1))

betrachten. Es besteht aber die gesamte Kurve zwischen den beiden Punkten f(z7)
und f(z3) aus optimalen Pareto-Punkten.

4.6. Das Goal-Attainment Verfahren. In diesem Abschnitt widmen wir
uns der Goal-Attainment Methode, die in der MATLAB Optimierungs-Toolbox als
Routine fgoalattain zur Verfiigung steht (sieche Abschnitt 3.5). Wir betrachten
das Problem

(5.19) min f(x),

wobei die zuldssige Menge R gegeben ist durch
R= {xeXad|hi(:1:) =0,i=1,...,m, hj(z) <0, j:m—l—l,...,m—l—q}

mit Xoq = {z € R"|z; < z; <7, i = 1,...,n}. Zur Losung von (5.19) verwen-
den wir das Goal-Attainment Verfahren, siehe [14]. Dazu wird ein Vektor f* =
(ff,-.., ff) € R¥ (Goal) und ein Gewichts-Vektor w = (w1, ..., wy) € R* gewhlt.
Dann betrachten wir das Problem

(5.20) min v wdN. fi(z)—wy < fffiri=1,...k.

(v,z)eRxR

Die Problemstellung (5.20) ldsst zu, dass die Komponenten f;, i = 1,...,k, der
Zielfunktion f an der optimalen Losung z* € R sowohl gréfier als auch kleiner als
die jeweils vorgegebene i-te Komponente des Goals f* sein kénner. Die maximale
relative Abweichung ist durch den Gewichtsvektor yw gegeben, der auch als Slack-
Variable interpretiert werden kann. Wahlen wir w; = f* # 0, so folgt fiir zuléssige
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Punkte z € R mit fi(z) —wiy < fF,i=1,...,k
fi(z) fi(z)

L)< L) <
I 1=l = I =t
das heifit, die relative Abweichung zwischen f;(x) und f7, i € {1,..., k}, ist fiir jede
Komponente durch eine von ¢ unabhéngige Zahl beschrankt. Wahlen wir hingegen
w; =0fiiri=1,...,k, so erhalten wir f;(z) < f,i=1,... k.

Zur Losung von (5.20) kann ein Verfahren der skalarwertigen Optimierung ver-
wendet werden. Beispiele finden wir z.B. in [10, 11]. In der MATLAB Optimization
Toolbox wird in der Routine fgoalattain wird ein SQP-Verfahren verwendet. Da-
bei wird eine spezielle Merit-Funktion eingesetzt. Dazu schreiben wir (5.20) als
Min-Max-Problem

(5.21) min max Ty wdN. ;= 2@ =f
zER 1<i<k w;
Als Merit-Funktion wird
pimax {0, fi(z) —yw; — fF}  fir w; =0,

max ['; sonst,
1<i<k

k.

geeey

P(z) =

eingesetzt, siehe [4]. Weiter ist die Hessematrix der Zielfunktion in (5.20) indefini-
te, da die zweite Ableitung beziiglich der Variable v verschwindet. In dem Quasi-
Newton Verfahren wird die Approximation der Hessematrix so gewahlt, dass die
zweite Ableitung nach + auf einen kleinen Wert e = 10~ gesetzt.






KAPITEL 6

Kontrolltheorie

Ziel diese Abschnitts ist eine kurze Einfiihrung in das Gebiet der Kontrolltheo-
rie. Wir verwenden hier die Vorgangsweise aus [9].

1. Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) Gleichung

Betrachte das Problem

(6.1) { ;E;) :gi(’il?(s),u(s)) fiir t < s < T,

wobei & = 92 bezeichnet und 7 > 0 (Endzeit), z, € R™ (Anfangsbedingung),
t > 0 (Anfangszeit) gegeben sind. Ferner sind U C IR™ eine kompakte Menge
und f: IR® x U — IR™ eine gegebene beschriankte, Lipschitz-stetige Abbildung. Wir
bezeichnen z = z(s) den Zustand und o = «a(s) die Steuerung oder Kontrollvariable.
Mit

(6.2) U={u:[0,T] — U |u ist messbar}

fithren wir die Menge der zuldssigen Steuerungen ein. Wegen

(6.3) ’f(a:,u)‘ < C und ‘f(x,u) —f(y,u)‘ <Clz—y|firalez,y e R", ueU

mit einer Konstanten C' > 0 hat (6.1) fiir jede Steuerung u € U genau eine Lsung
x = z(-;u) auf [¢,T], die stetig differenzierbar ist. Manchmal wird = auch als
Response des Systems (6.1) auf den Input u bezeichnet.
Ziel ist es, eine Steuerung u € U zu finden, die (6.1) optimal beeinflusst. Dabei
ist optimal beziiglich eines noch zu definierenden Zielfunktionals gemeint.
Gegeben seien z, € IR” und 0 < ¢t <T'. Wir definieren

T
(6.4) J(U;xo,t):/t h(z(s), u(s)) ds + g((T)),

wobei x das Problem (6.1) 16st und h sowie g gegebene Funktionen sind mit den
Eigenschaften

[h(z,w)| < O, [h(z,u) = by, u)] < Cllz =yl
(@) <C, g(x) —g(w)| < Cllz =yl
fiir alle z,y € R™, w € U. In (6.5) bezeichnet C' > 0 eine Konstante. Ziel ist es,
zu gegebener Anfangsbedingung x, zur Anfangszeit ¢ eine optimale Steuerung u*
zu bestimmen, die das Zielfunktional J unter allen zuldssigen Steurungen u € U
minimiert.

Um das Problem zu 16sen, fithren wir fiir 2, € R und ¢ € [0, 7] die minimale
Wertefunktion
(6.6) V(zo,t) = in£ J(u; 2o, 1)

ue

(6.5)

75
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ein. Wir betrachten V' als Abbildung in der Anfangsbedingung und der Anfangszeit.
Auf diese Weise wird unser Problem, das Zielfunktional (6.4) unter der Nebenbe-
dingung (6.1) fiir fixierte Werte von 2, und ¢ zu minimieren, in ein allgemeineres
Problem iiberfiihrt.

SATZ 6.1 (Optimalitéitsbedingungen). Seien x, € R™ und t € [0,T]. Fiir jedes
hinreichend kleine At > 0 mit t + At < T gilt dann

(6.7) V(zo,t) = iIelzf;{ { /tHAt h(z(s),u(s)) dt + V(x(t + At, t + At)},

wobei x = x(-;u) das Problem (6.1) mit der Steuerung u lost.

PRrROOF. Der Beweis erfolgt in zwei Schritten. Zunéchst wihle eine Steuerung
u1 € U und lose

(6.8) { z1(8) = f(z1(s),u1(s)) for s € (t,t + At],

z1(t) = zo.
Zu beliebig gewéhltem € > 0 wahle ein uy € U mit

T

(6.9) V(zr(t+ At), t + At) + ¢ > /H_At h(z2(s), uz(s)) ds + g(z2(T)),

wobei xo das Anfangswertproblem

Ta(s) = f(wa(s),ua(s)) forse (t+ At,T),
(6.10) { xa(t + At) = z1(t + At)

16st. Nun definieren wir die Steuerung

(s) = ui(s) firt <s <t+ At,
us\s) = ug(s) firt+At<s<T

und bestimme die Losung x3 von
#3(s) = f(xs(s),us(s)) forse (¢, T,
x3(t) = o

Wegen der eindeutigen Losbarkeit von (6.1) gilt

(s) = x1(s) firt < s <t+ At
T3l8) = xo(s) firt+At<s<T

Aufgrund der Definition der minimalen Wertefunktion durch (6.6) und mit (6.9)
folgt

V(zo,t) = érellf/l J(u; 2o, 1)

T
Sﬂwmmﬂ=1lMM%wwD®+MM@D

t+At T
:L’ Mﬁ@ﬂﬁﬂ@+l h(a(s), us(s)) ds + g(za(T))

+At

t+At
< / h(z1(s),u1(s))ds + V(z1(t + At),t + At) + €.
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Da uy beliebig gewéhlt worden ist, erhalten wir somit

t+AL
(6.11)  V(zo,t) < érelzf/l{/t h(x(s),u(s)) ds—i—V(x(t—i—At),t—i—At)} +e,

wobei © = z(-;u) das Problem (6.1) lost.
Nun kommen wir zum zweiten Schritt. Wir fixieren wieder ein beliebiges € > 0 und
wahlen nun ein vy € U mit

T
V(wat)+e 2 [ haa(s).ua(s) ds+ glaa(T))
(6.12) !

t+At T
- / h(za(s), ua(s)) ds + / h(za(s), wa(s)) ds + g(za(T)),

+At

wobel x4 = x4(-;u4) das Problem (6.1) mit u = uy 16st. Wegen (6.6) folgt
V(za(t + At),t + At) = in{{ J(u;za(t + At), t + At)
ue

T
< / h(za(s), ua(s)) ds + g(z4(T)).

+At

Also erhalten wir
t+At
V(zo,t) +e > / h(z4(8),us(s)) ds + V(xg(t + At), t + At),
t
und daher

t+At

V(zo,t) +€ > 125 { / h(z(s),u(s))ds + V(x(t + At),t + At)}
“w t

mit der Losung * = z(-;u) von (6.1). Diese Ungleichung zusammen mit (6.11)

beweist die Behauptung. ([l

Ziel ist es nun, die Optimalitéitsbedingung (6.7) in der Form einer eine partiellen
Differentialgleichung zu schreiben. Dazu bendtigen wir allerdings Abschétzungen
fiir die minimale Wertefunktion V. Zum Beweis dieser Abschétzungen verwenden
wir die Gronwall-Ungleichunyg.

LEMMA 6.2 (Gronwall-Ungleichung). 1) Sein eine nicht-negative, abso-
lut-stetige Funktion auf [0,T], die fast iberall in [0,T] die Ungleichung
(6.13) 1'(t) < et)n(t) + (),
wobei ¢ und Y nicht-negative, integrierbare Funktionen auf [0,T] sind.
Dann gilt

(6.14) <o ( [ "o(s) as) (wor + [ "u(s) as)

fir alle t € [0,T1.
2) Insbesondere, wenn

n'(t) < (t)n(t) fir fast alle t € [0,T] und n(0)=0
gelten, dann folgt n =0 auf [0,T].
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PROOF. Aus (6.13) schliefilen wir

d

= (77(3) exp ( — /OS o(r) dr)) = exp ( — /OS o(r) dT) (77/(5) - 90(5)77(5))
<ew (- [emar)oe

fiir s € [0, T fast iiberall. ferner gilt expz < 1 fiir alle € [0, 00). Also erhalten wir
nach Integration von 0 bis ¢t € [0,7] die Beziechung

S

we (= [ oas) <n0)+ [ (- [Terar)uas
<)+ [ w(s)as
was die Ungleichung (6.14) beweist. O

Nun konnen wir folgendes Resultat beweisen.
LEMMA 6.3. Es existiert eine Konstante C' > 0, so dass die Ungleichungen

‘V(Ioat)‘ < Ov ’V({Eo,t) - V(joaf)

< C (|lzo — Folly + |t — )
fiir alle o, %o € R™ und t,t € [0,T] erfillt ist.

PRrROOF. Offenbar impliziert (6.5), dass V' auf IR™ x [0,T] beschrinkt ist. Es
ist also nur die Lispschitz-Stetigkeit zu zeigen. Wir fixieren dazu z., £, € IR™ und
0 <t <T.Zu beliebigem ¢ > 0 wahlen wir ein 4 € U, so dass

T
(6.15) V(o t)+¢ > /t h(@(s), il(s)) ds + g(#(T)),
wobeil Z das Problem
(6.16) {@Es) = f(&(s),a(s)) forse (¢ T],

Also ergibt sich wegen (6.15) die Abschétzung
V(zo,t) — V(Zo,t)

6.17 T
( ) < /; h(z(s),0(s)) — h(2(s),a(s)) ds + g(z(T)) — g(2(T)) +=¢,
wobei
2(s) = f(x(s),u(s for s € (t,T],
(6.18) {xgt)):i(() (s)) € (t,T)

gilt. Aus (6.16) und (6.18) folgern wir
i(s) = 2(s) = fla(s),als)) = f(E(s), a(s))-

Da die Abbildung f Lipschitz-stetig im ersten Argument ist (vergeiche (6.3)), be-
kommen wir die Ungleichung

1f(2(s),a(s)) = f(2(s), a(s)lly < Cllz(s) = &(s)]5-
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Damit folgern wir

Nun wenden wir die Gronwall-Ungleichung (siehe Lemma 6.2) an mit n = ||z(s)
2(s)||3, ®(s) = C und ¢(s) = 0:

o) = ()1 < exp ( | 20a5) (Ja(0) = (0] +0)
< exp (207)||(0) = 2(0)]15-
Setzen wir C; = y/exp(2CT), so gilt deshalb
() — &), < C1 [12(0) — 2O, = C llzo — Tl fir s € (8,7

Damit folgt aus (6.5) und (6.17), dass

T
V(o t) = V(Zo,t) < / Cllz(s) = @(s)llyds + Clla(T) = (T, + ¢
t
T
< / CCy 0 = oy ds + CCy 70 — o, + &
t
<Colzo — Zolly +¢
mit Co = CCy (T + 1). Vertauschen wir z, und &, so ergibt sich
[V (zo,t) = V(&o,t)| < Collze — o], fiir @0, 2o € R™ und ¢ € 0,77,

das heisst, V ist Lipschitz-stetig im ersten Argument.

79

Nun seien 2o € R* sowie 0 <t << T beliebig gewéhlt. Zu e > 0 sei u € U derart,

dass
T
V(wot) 42> [ hals),u(s)) ds + gla(T))
¢
wobei © das Problem (6.1) 16st. Wir definieren
W(s) =u(s+t—1) firt<s<T
und bezeichnen mit Z die Lésung von

{f@—ﬂﬂﬂmw fiir s € (1,7,
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80
Offenbar gilt #(s) = x(s+t — ), insbesondere & () = x(t) = x,. Daher erhalten wir

A T
V@mw—V@mwﬁﬂimﬂﬁﬂS»“+g@@»
T
— /t h(z(s),u(s))ds — g(z(T)) + ¢

/Th(ac(s—i-t—f),u(s+t—f))ds+g(m(T+t—f))

T
—A h(e(s), u(s)) ds — g(a(T)) + <.

Wir setzen r = r(s) = s + ¢ — £ fiir s € [£,T]. Dann s = s(r) = r — ¢ + . Mit der
Substituionsregel und (6.5) folgt

V(zo,t) — V(zo,1)

T+t—1 T
< /t h(z(r),u(r))dr + g(z(T +t — 1)) — /t h(z(s),u(s))ds

—9((T)) +¢

:cmaw¢—®—x@mfjéﬂ4

T
§003|t—£|+/ Cdr+e=C(C3+1)|t—*#+e
T+t—t

(6.19)
h(z(r),u(r))dr +¢

fiir o, € R® und 0 < ¢t < ¢ < T, wobei wir auch verwendet haben, dass die Losung
x Lipschitz-stetig ist, das heisst,
(T +t — 1) — (D), < Cs |t — 1.

Nun wahlen wir 4 so, dass

R T
V(zo,t) + > /t h(Z(s),a(s)) ds + g(&(T))

gilt, wobei  das Problem
{ 2(s) = f(&(s),a(s)) fir s € (£,T),

16st. Definiere
u(s) = (s+i—t) firse[t,T+t—1,
T A fir s € (T+t—1,T]

und bezeichne mit x die Lésung von (6.1). Offenbar gelten die Beziehungen

u(s) = (s +t —t) und x(s) = (s + £ —t) fiir s € [t, T+ — t].
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Insbesondere haben wir z(t) = #(f) = x,. Daher bekommen wir analog zur Herlei-
tung der Ungleichung (6.19) die Beziehung

R T
Vi(xo,t) — V(xo,t) < /t h(z(s),u(s))ds + g(z(T))

_/i h(g(s),0(s))ds — g(2(T)) + ¢

_/Th(j:(s+£—t),a(s+£—t))ds+g(:i:(T+t—t))
T
—/f h(i(s), a(s)) ds — g((T)) + &

T+i—t T
S /t h(&(r), a(r)) dr —/f h(z(s), i(s)) ds
+C (T +t—t)—2(T)||,+e

T
< —/ h(#(s),a(s))ds + CCo |t — t| + ¢
THi—t

SCO(1+Cy)ft =t +e,
wobei wir die Lipschitz-Stetigkeit
|2(T 4+t —1t)—2(T)||, < Calt —t], Co>0,
verwendet haben. Diese Ungleichung zusammen mit (6.19) ergibt
|V (20,t) — V(zo,1)| < Cs |t — 1| fiir 2, € R™ und ¢, € 0,7
mit C5 = C(1 + max(Cs,Cy)). Die Dreiecksungleichung
IV (@ort) = V(o D) < |V (@0,8) = V(o t)] + [V (For t) = Vi, D)

< Cp ([l — dolly + It — 1)

mit Cg = max(Ca,Cs) ergibt nun die Aussage des Lemmas. O

Mit Lemma 6.3 kénnen wir zeigen, dass die minimale Wertefunktion einer par-
tiellen Differentialgleichung geniigt.

SATZ 6.4 (HIB Gleichung). Die minimale Wertefunktion V ist die eindeutige
Viskositdtslosung der Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung

(6.20a) Vi(x,t) + min {f(z,0)"V,V(z,t) + h(z,t)} =0, (2,t) € R" x (0,T),
(6.20b) V(z,T) = g(z), x € R"
BEMERKUNG 6.5. Wir fiihren fiir (p,z) € R” x IR” die Hamilton-Funktion
H(p,x) = min { f(z,u)"p+ h(x, 1)}
ein. Dann ldsst sich (6.20) in der kompakten Form
(6.21a) Vi(z,t) + H(V,V(x,t),z) =0, (x,t) € R x (0,T),
(6.21b) V(z,T) = g(x), reR"

schreiben. Aus der Theorie hyperbolischer Gleichungen ist bekannt, dass (6.21)
keine glatten Losungen fiir alle Zeiten ¢ > 0 besitzen kann. Aus diesem Grund wird
der Begriff Viskositditslosung eingefiihrt. O
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Fiir ein € > 0 betrachten wir zunéchst das Problem
(6.22a)  Wg(x,t) — HV ,We(x,t),x) = eAyWe(2,t), (x,t) € R" x (0,T),
(6.22b) We(z,0) = g(x), x € R™
Problem (6.22) ist ein quasilineares, parabolisches Problem, das (unter gewissen
Voraussetzungen) eindeutig 16sbar ist und glatte Losungen besitzt. Der Term A, W

regularisiert das hyperbolische Problem. Wenn W* fiir ¢ — 0 gegen eine Funktion
W (in einem gewissen Sinn) konvergiert, so interpretieren wir W als Losung von

(6.23a) Wiz, t) — H(V ;W (z,t),x2) =0, (x,t) € R* x (0,T),
(6.23b) W(x,0) = g(z), x e R"
BEMERKUNG 6.6. Wenn V die Viskositétslosung von (6.21) ist, so ist W (z,t) =
V(z, T —t), (z,t) € R™ x [0,T], die Viskositéitslosung von (6.23). O
DEFINITION 6.7. Eine beschrinkte, gleichmdfig stetige Funktion V' heifst Vis-
kositétslosung von (6.21), wenn folgende Eigenschaften erfillt sind:
1) V(-,T)=g in R™.
2) Sei W € C=(R"™ x (0,T)) beliebig. Hat V — W ein lokales Mazimum in
(x0,t0) € R™ x (0,T), so gilt
Wt(xo, to) + H(VmW(,To, to), ,To) > 0.
3) Sei W € C*(R™ x (0,T)). Hat V — W ein lokales Minimum in (xo,1o),
dann folgt
Wt (Io, to) + H(VIW(Io, to), Io) S 0
BEMERKUNG 6.8. Um zu zeigen, dass die minimale Wertefunktion V eine Vis-

kositétslosung von (6.21) ist, miissen wir die Eigenschaften 2) und 3) aus Definiti-
on 6.7 fiir beliebige Funktion W € C*°(IR™ x (0,T")) nachpriifen. O

BEWEIS VON SATZ 6.4. Nach Lemma 6.3 ist V' beschrinkt und Lipschitz-ste-
tig. Ferner folgt aus (6.4) und (6.6) direkt

V(zo, T) = inzfl J(u;x0,T) = g(xo) fiir (xo,t) € R™ x [0,T].
ue
Damit gilt Teil 1) von Definition 6.7. Wir zeigen nun Teil 2). Sei W € C*°(R"™ x

[0,T]) beliebig vorgegeben. Wir nehmen an, dass V. — W in (zg,t9) ein lokales
Maximum hat. Zu zeigen ist, dass

(624) Wt(Io, t()) + 11161%]1 {f(Io, to)TvzW(Io, to) + h,(.Io, u)} > 0

gilt. Angenommen, (6.24) ist nicht erfiillt. Dann existieren ein v € U und ein 6 > 0
mit

(6.25) Wiz, t) + f(x, )TV W (2,t) + h(z,u) < -0 <0

fiir alle (x,t) in einer hinreichend kleinen Umgebung von (zg, to), das heisst, es gibt
ein 6 > 0 mit

(626) ||I—$0H2+|t—t0| < 4.

Da V — W ein lokales Maximum besitzt, folgt — moglicherweise nach einer Reduk-
tion von & — die Ungleichung

(6.27) (V =W)(z,t) < (V —W)(xo,t0) fiir alle (z,t), die (6.26) erfiillen.
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Wir betrachten die konstante Steuerung u(s) = wu fiir alle s € [to,T] mit dem
dazugehorigen Zustand

{ #(s) = f(x(s),u) fir s € (to,T),

LL‘(tQ) = X9

Wiéhle 7 € (0,6) so klein, dass ||z(s) — zo||2 + |s — to] < d fiir s € [tg,to + 7]. Dann
folgt aus (6.25) und (6.25)

(6.28) Wi(x(s),t) + f(x(s), )T VoW (2(s),t) + h(z(s),u) < =6, s € [to,to + 7).
Unter Verwendung von (6.27) erhalten wir

V(,T(fo + T),to + T) — V(,To,to) < W(x(to + T),to + T) — W(,To,to)

tot+7 to+7
(6.29) - /t dd—z/(x(s),s) ds = ; Wi(z(s),s) + VoW (x(s), s)i(s) ds
to+T1

= Wi(z(s),s) + f(z(s),u)T VW (z(s),s)ds.

to

Aufgrund der Optimalititsbedingung (6.7) gilt

to+T1
(6.30) V(zo,to) < / h(z(s),u)ds + V(z(to + 7),t0 + 7).
to
Kombinieren wir (6.28), (6.29) und (6.30), so erhalten wir
to+T1
0< Wi(x(s), s) + f(x(s),u)" VoW (x(s), s) ds
to
=+ V(.Io, to) — V(.I(to =+ 7’), t() + 7')
to+T7
< Wi(z(s),s) + f(2(s),u)" VoW (x(s),s) + h(z(s),u)ds
to
to+T1
§—/ fds = —01 < 0.
to

Dieser Widerspruch beweist (6.24).

Sei nun W € C*°(IR™ x [0,T]) wieder beliebig gewihlt. Wir nehmen nun an, dass
V — W ein lokales Minimum im Punkt (xo, ) € R™ x [0, 7] hat. Dann miissen wir
zeigen, dass

(631) Wt(Io, to) + 11}1611{{1 {f(I(), u)TVzW(ZEo, to) + h,(.Io, U)} S 0

gilt. Angenommen, (6.31) ist nicht erfiillt. Dann existiert ein ¢ > 0 mit

(6.32) Wi(2,t) + f(x,u)" VoW (2, t) + h(z,u) >0 >0 fiir alle u € U,
wobei (x,t) wieder hinreichend nahe an (zg, tg) liegen, das heisst, es gibt ein § > 0
mit

(6.33) |z — xol|o + [t —to| <.

Da V —W in (x0, o) ein lokales Minimum besitzt, gilt — moglicherweise nach einer
Reduktion von § — die Ungleichung

(6.34) (V =W)(z,t) > (V= W)(xo,t0) fiir alle (z,t),die (6.33) erfiillen.
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Sei 7 € (0,0) so gewihlt, dass ||z(s) — xo||2 < J fiir s € [to, to + 7], wobei

(6.35) { i(s) = f(x(s),u(s)) fir s € (to, T,

LL‘(tQ) = X9

fiir eine Steuerung u € U gelte. Diese Annahme kénnen wir wegen (6.3) aufstellen.
Wegen (6.34) und (6.35) haben wir fiir beliebiges u € U

V(:Z?(to + T),t() + 7’) - V(Io,to) Z W(I(to + T),to + 7') - W(Io,to)

to+7 to+7
— /t Mds = / Wt({E(S),S) _|_V1.W(:E(S),S)CC(S) ds

(6.36) ds "

(:‘,0—1-7'
= Wi(z(s),s) + f(x(s),u(s)T V. W (2(s),s)ds.

to

Andererseits kénnen wir wegen der Optimalititsbedingung (6.7) eine Steuerung
u € U wihlen, so dass

to+T7 T
V(zo,to) > /t h(z(s),u(s))ds + V(x(to + 7),to +7) — %

und somit

9 to+7
(6.37) 77— > Vi(x(to+7),to+7) — V(xo,to) + / h(z(s),u(s)) ds.
to
Kombination von (6.36) und (6.37) ergibt mit (6.32) die Beziehung

T to+7
or > Wi(x(s), 8) + f(x(s),u(s) T VoW (x(s),s) + h(z(s),u(s)) ds > 6.

Dieser Widerspruch beweist (6.31). O

BEMERKUNG 6.9. Wir kommen nun zur Wahl der optimalen Steuerungen. Ge-
geben seien eine Anfangszeit ¢t € (0,7] und ein zugehoriger Anfangswert z, € R™.
Wir betrachten das optimal gesteuerte System

(6.38a) £*(s) = f(z*(s),u"(s)) fiir alle s € (¢,7T7],
(6.38b) z*(t) = xo,

wobei zu jeder Zeit s die Werte u*(s) € U so gew#hlt sind, dass

Fla* (), u” ()" Va V(2" (s), 8) + h(a”(s), u"(s))
(6.39) = H(V,V(2"(s),5),2"(5))
= Lnelg {f(@*(s),0)" VoV (z*(s),s) + h(z*(s),u) }

erfiillt ist. Dann erhalten wir beim Losen der HJB Gleichung neben der minimalen
Wertefunktion fiir jedes (z,t) € R™ x (0,7T) auch eine optimale Steuerung u* € U,
die sogenannte Riickkopplungs- oder Feedback-Steuerung. Natiirlich miissen wir vor-
aussetzen, dass (6.39) sinnvoll definiert ist, das heisst, u* und V miissen hinreichend
glatt sein. O
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2. Linear-quadratische Steuerprobleme

In diesem Abschnitt beschéiftigen wir uns mit linear-quadratischen Kontroll-
problemen. Im Detail seien

f(z,u) = Az + Bu mit A € R"*", B € R"*™,
h(z,u) = 27 Qx4+ u” Ru mit Q € R™*"™, R € R™*"™,
g(x) =" Mz mit M € R™*",

wobei @) sowie M positiv semidefinit und symmetrisch sowie R positiv definit und
symmetrisch sind. Ferner seien die Anfangszeit ¢ = 0 und U = IR™. Also betrachten
wir das Problem

T
i P To = ()T Qx u(®)T Ru (T Mz
(LQR) min J(u; zo, 0) /0 ()" Qx(t) + u(t)" Ru(t)dt + =(T)" Mxz(T)
wd.N. &(t) = Az(t) + Bu(t) fir t € (0,7] und =(0) = =,.

Das Problem (LQR) wird Linear-quadratisches Regulatorproblem genannt. Der er-
ste Schritt ist nun, dass wir bei der HIB Gleichung (6.20) die Minimierung betrach-
ten. Hier miissen wir den Ausdruck

olu) = (Aw + Bu)TVmV(x, t) + 27 Qx + v Ru

beziiglich v € IR™ minimieren. Daher betrachten wir die erste Ableitung von ¢ in
eine beliebige Richtung us; € IR™:

Ve(uus = Vi,V (z,t)" Bus + uj Ru+u" Rus = (V,V(2,t)" B + 2u” R) us.

Aus Vip(u) = 0 folgt daher V,V(z,t)T B 4+ 2uTR = 0, das heisst, wir bekommen
die Beziehung 2Ru = —BTV,V(x,t). Wegen der Invertierbarkeit von R erhalten
wir

1
(6.40) ut =3 R'BTV,V(x,t).
Nun machen wir den folgenden Ansatz
(6.41) V(z,t) =2 P(t)z fiir z € R",

wobei P(t) € R™™ symmetrisch sei. Dann folgt V,V(z,t) = 2P(¢)z. Einsetzen
von (6.41) in (6.40) ergibt

(6.42a) w*(t) = —K(t)z*(t) fiir t € 0,7
mit
(6.42b) K(t)= R 'BTP(t) ¢ R™*",

Einsetzen von (6.41) in die HIB Gleichung fiithrt auf

(6.43a) 2T P(t)x + m“1?n {(Ax + Bu)T(2P(t)a:) +27Qz + uTRu} =0
uelk™

fiir alle (x,t) € R™ x [0,7T) und
(6.43b) P(T)=M in R™".
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Wir setzen (6.42a) in (6.43a) ein und erhalten
2T P(t)x 4 227 ATP(t)x + 2u” BT P(t)x + 27 Qu + u” Ru
_ (P(t) + ATP(t) + P(H)A + Q) v — 2T P(t)BR~ BT P(t)x
+2"P(t)BR"*RR™'BTP(t)z

_ (P(t) +ATP(t) + P()A+Q — a:TP(t)BR’lBTP(t)) @
fir alle z € R™ und ¢ € (0,T). Also folgt aus (6.43) ein Anfangswertproblem fiir
P(t) in R™<".
(6.44a) —P(t) = ATP(t) + P(t)A+ Q — P(t)BR™'BTP(t)  fiir t € [0,T),
(6.44b)  P(T) = M.

Zunichst losen wir daher (6.44), die sogenannte (differentielle) Matriz-Riccati Glei-
chung, zur Bestimmung der Abbildung ¢ — P(¢)R™*". Dann berechnen wir die
Feedback-Matrix K = K(t) € R™*"™ gemif (6.42b). Das Riickkopplungsgesetz ist
dann durch (6.42a) gegeben. Dieses Feedback-Gesetz ist unabhiingig von der An-
fangsbedingung z, in (LQR). Die optimale Trajektorie z* = z* (-, u*) erhalten wir
durch das Closed-Loop System

#*(t) = Az*(t) + Bu*(t) = Az*(t) — BR™'BT P(t)z* (t)
= (A= BR'BTP(t)) 2" (1) fiir ¢ € (0,7,
2*(0) = zo.

BEMERKUNG 6.10. Im Fall von T = oo (Infinite Horizon Problem) ist P un-
abhéngig von ¢, das heisst, P ist konstant, und 16st die algebraische Matriz-Riccati
Gleichung

(6.45) ATP+PA+Q—-PBR 'BT"P=0 in R™*".

Es gibt in der System Control Toolbox von MATLAB Algorithmen zur Lésung von

(6.45). O
BEISPIEL 6.11. Betrachte das Problem

T
min J(u; zo, 0) :/ x(t)? +u(t)® dt
0

unter der Nebenbedingung

z(t) = u(t) fur t € (0,7] und =x(0) = wo.
Wir haben alson=m =1, A= M =0, B=0Q = R = 1. Daher folgt aus (6.44)
(6.46) —P(t)=1-P(t)? fir t € [0,7) und P(T)=0.
Das Anfangswertproblem (6.46) lasst sich durch Separation der Variablen l6sen.
Seien t =T — 7 und p(7) = P(t). Dann erhalten wir P(¢) = —p(7) und

p(r) =1—p(r)? fiir 7 € (0,7], p(0) = 0.
Also mit r(p) = 1 —p? und h(7) = 1 gilt

(647 P st = (B =T
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Wegen
1 a b
1—p2 - 1—p+1+p
folgen a = b = 1/2. Damit gilt

p(m) p(T) 1 1
— dp= + de
/0 1—p2 /0 2(l-p) 2(1+p)

< a(l+p)+b(l—-p)=1 < pla—b)+a+b=1

1 p(T)  q p(t)
_5(/0 T (1+p>dt)
= 5 (Inlp() + 1]+ [p(r) — 1]).
Also mit (6.47) schliessen wir
1 p(r) +1) _ PO+ o
p<r>—1" }pm—l = exp(2n)

2
Die Bedingung p(0) = 0 fiihrt auf p(7) — 1 < 0 fiir 7 € [0, 7] hinreichend klein.
Somit bekommen wir
p(r) +1
1—p(7)

=exp(27) & 1+4p(1) = (1—p(7))exp(27)

< (1+exp(27))p(r) = exp(27) — 1
& (1 + exp(—QT))p(T) =1—exp(—27)
1 —exp(—27)
1+ exp(—27)°
Mit der Variablentransformation 7 = T — ¢ erhalten wir die Losung von (6.46):
1 —exp2(t—-T))
1+exp2(t—T))
Ferner ist die optimale Steuerung durch

& p(7)

P(1)

WH(t) = —K (2" (t) = —R- BT P()a* (t) = — P(t)a* (t) = ‘ixf(if;(; g? ;; 2 (1)

gegeben. %
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