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KAPITEL 1

Optimalitätsbedingungen für die restringierte

Optimierung

Das Ziel in diesem Abschnitt ist die Herleitung notwendiger und hinreichen-
der Optimalitätsbedingungen erster und zweiter Ordnung. Für mehr Details und
weitere Beispiele verweisen wir auf [26, § 10].

1. Nebenbedingungen

Wir betrachten

(P) min J(x) u.d.N. x ∈ IR
n, e(x) = 0 und g(x) ≤ 0,

wobei J : IR
n → IR das Kosten- oder Zielfunktional ist, e = (e1, . . . , em)T : IR

n →
IR

m, m ≤ n, die Gleichungs-Nebenbedingungen und g = (g1, . . . , gp)
T : IR

n → IR
p die

Ungleichungs-Nebenbedingungen sind. In (P) wie im weiteren steht die Abkürzung
“u.d.N.” für “unter der Nebenbedingung”. Wir schreiben g(x) ≤ 0 genau dann,
wenn gi(x) ≤ 0 für alle Komponenten i = 1, . . . , p von g gilt. Ein Punkt x ∈ IR

n

heißt zulässig für (P), sofern e(x) = 0 und g(x) ≤ 0 erfüllt sind. Die zulässige Menge
für (P) bezeichnen wir mit

F(P) =
{
x ∈ IR

n | e(x) = 0 und g(x) ≤ 0
}
.

Bei den Ungleichungen unterscheiden wir zwei Fälle. An x ∈ F(P) heißt eine
Ungleichungs-Nebenbedingung gi(x) aktiv für ein i ∈ {1, . . . , p}, wenn gi(x) = 0
gilt, und inaktiv, wenn gi(x) < 0 erfüllt ist.

In der folgenden Definition wollen wir den Begriff einer Lösung von (P) einfüh-
ren.

Definition 1.1. Sei x∗ ein Punkt im IR
n.

1) Der Punkt x∗ wird lokale Lösung von (P) genannt, wenn x∗ ∈ F(P) und
J(x∗) ≤ J(x) für alle x ∈ U(x∗) ∩ F(P) gelten, wobei U(x∗) ⊆ IR

n eine
Umgebung des Punktes x∗ bezeichnet.

2) Der Punkt x∗ ist eine strikte lokale Lösung von (P), wenn x ∈ F(P) und
J(x∗) < J(x) für alle x ∈ U(x∗) ∩ F(P) erfüllt sind, wobei U(x∗) ⊆ IR

n

wieder eine Umgebung des Punktes x∗ bezeichnet.
3) Der Punkt x∗ ist eine globale Lösung von (P), wenn x∗ ∈ F(P) und

J(x∗) ≤ J(x) für alle x ∈ F(P) gelten. Wir nennen x∗ eine strikte globale
Lösung von (P), wenn x ∈ F(P) und J(x∗) < J(x) für alle x∗ ∈ F(P)
erfüllt sind.

Globale Lösungen sind im allgemeinen schwieriger zu bestimmen als lokale.

Beispiel 1.2. Wir betrachten das Problem

(1.1) min ‖x‖2
2 u.d.N. x ∈ IR

n und ‖x‖2
2 ≥ 1,
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6 1. OPTIMALITÄTSBEDINGUNGEN FÜR DIE RESTRINGIERTE OPTIMIERUNG

wobei ‖ ·‖2 die Euklidische Norm bezeichnet. Offenbar ist (1.1) ohne Ungleichungs-
Nebenbedingungen ein konvexes, quadratisches Problem mit der eindeutigen Lösung
x∗ = 0. Wegen der Bedingung ‖x‖2 ≥ 1 löst (P) jedes x ∈ IR

n mit ‖x‖2 = 1, insbe-
sondere gibt es unendlich viele Lösungen für n ≥ 2. ♦

Wenn wir a-priori wissen, dass eine Lösung von (P) aktiv ist in allen Komponen-
ten i ∈ {1, . . . , p}, so können wir die Ungleichungs-Nebenbedingungen ignorieren.
Wir erhalten dann ein Problem mit Gleichungs-Nebenbedingungen. Diese Probleme
werden wir zunächst genauer untersuchen.

2. Die Tangentialebene

Wir setzen nun voraus, dass die beiden Funktionen J und e stetig differenzierbar
seien.

Um die Tangentialebene einzuführen, werden wir den Begriff der Kurven auf
Hyperflächen verwenden. Eine Kurve in einer Hyperfläche H ⊂ IR

n ist eine Familie
von Punkten x(t) ∈ H, wobei x : [a, b] → H eine stetige Abbildung ist. Die Kurve
heißt differenzierbar in t, wenn ẋ(t) = dx

dt (t) existiert, und sie zweimal differenzier-

bar in t, wenn ẍ(t) = d2x
dt2 (t) existiert. Wir sagen, die Kurve x(t) geht durch einen

Punkt x̄ ∈ H, wenn für ein t̄ ∈ [a, b] die Bedingung x(t̄) = x̄ gilt. Die Tangential-
ebene an x̄ ∈ H ist die Menge der Tangentialvektoren ẋ(t̄) aller durch den Punkt
x̄ gehenden differenzierbaren Kurven in H.

Wir definieren die (glatte) Fläche

(1.2) E =
{
x ∈ IR

n | e(x) = 0
}

in IR
n. Unser Ziel ist es nun, die Tangentialebene an einem Punkt x̄ ∈ E mit Hilfe

der Gradienten von ei, 1 ≤ i ≤ m, zu beschreiben. Daher betrachten wir die Menge

Kern∇e(x̄) =
{
v ∈ IR

n | ∇e(x̄)v = 0
}
,

wobei ∇e(x̄) ∈ IR
m×n die Funktional-Matrix

∇e(x̄) =






∇e1(x̄)
...

∇em(x̄)






bezeichnet und ∇ei(x̄) ∈ IR
1×n der Gradient von ei an x̄ ist, 1 ≤ i ≤ m.

Wir wollen in Satz 1.4 zeigen, dass Kern∇e(x̄) die Tangentialebene an E im
Punkt x̄ darstellt. Dazu muss die Funktional-Matrix ∇e am Punkt x̄ aber folgende
Eigenschaften haben:

Definition 1.3. Ein Punkt x̄ ∈ E heißt regulärer Punkt (oder einfach regulär)
bezüglich der Nebenbedingung e(x) = 0, wenn die Gradienten ∇e1(x̄), . . . ,∇em(x̄)
linear unabhängig in IR

n sind.

Nun können wir folgenden Satz beweisen.

Satz 1.4. Sei x̄ ∈ E ein regulärer Punkt. Dann ist die Tangentialebene an x̄
gleich der Menge Kern∇e(x̄).

Beweis. Sei T die Tangentialebene am Punkt x̄. Die Inklusion T ⊂ Kern∇e(x̄)
ist erfüllt, auch ohne dass x̄ ein regulärer Punkt ist; denn ist x(t) eine Kurve, die
durch x̄ geht mit x(t̄) = x̄ und ∇e(x̄)ẋ(t̄) 6= 0, so liegt die Kurve x = x(t) nicht in
E .
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Nun zu Kern∇e(x̄) ⊂ T . Zu zeigen ist, dass für beliebiges v ∈ Kern∇e(x̄) eine
Kurve x(t) existiert, die durch x̄ geht mit dem Tangentialvektor v. Wir betrachten
dazu die Gleichung

(1.3) e(x̄+ tv + ∇e(x̄)Tu(t)
︸ ︷︷ ︸

=x(t)

) = 0,

wobei u(t) ∈ IR
m zu bestimmen ist. Offenbar ist (1.3) ein nicht-lineares Gleichungs-

System mit m Gleichungen für die m Unbekannten u(t), und die Abhängigkeit von
t ist stetig. Wegen e(x̄) = 0, löst u(0) = 0 die Gleichung (1.3) für t = 0. Ferner ist
die Jacobi-Matrix von (1.3) bezüglich der Unbekannten u

∇e(x̄)∇e(x̄)T ∈ IR
m×m

invertierbar, da x̄ ein regulärer Punkt ist. Aufgrund des Satzes über Implizite
Funktionen existieren ein ε > 0 und eine stetig differenzierbare Abbildung u :
[−ε, ε] → IR

m, so dass (1.3) für alle t ∈ [−ε, ε] erfüllt ist. Wegen (1.3) liegt
x(t) = x̄ + tv + ∇e(x̄)Tu(t), t ∈ [−ε, ε], in E mit x(0) = x̄. Wir differenzieren
die Gleichung (1.3) bezüglich der Variablen t an t = 0 und erhalten

0 =
d

dt
e(x(t))

∣
∣
t=0

=
(
∇e(x(t))

(
v + ∇e(x̄)T u̇(t)

))∣
∣
t=0

= ∇e(x̄)v + ∇e(x̄)∇e(x̄)T u̇(0).

Wegen v ∈ Kern∇e(x̄) folgt ∇e(x̄)v = 0, Da x̄ ein regulärer Punkt ist, folgen
u̇(0) = 0 und damit

ẋ(0) =
d

dt

(
x̄+ tv + ∇e(x̄)Tu(t)

)∣
∣
t=0

= v.

Wir haben damit eine Kurve x(t) gefunden, die in E liegt und deren Tangential-
vektor an x(0) = x̄ gleich v ∈ Kern∇e(x̄) ist. Damit liegt v in der Tangentialebene
an E im Punkt x̄, was zu zeigen war. �

Bemerkung 1.5. Die Voraussetzung, dass x̄ regulär ist, stellt keine Voraus-
setzung an die Menge E dar, sondern an die Darstellung mittels der Funktion e.
Die Tangentialebene an x̄ ist unabhängig von der Repräsentation von E durch die
Abbildung e, die Menge Kern∇e(x̄) aber offensichtlich nicht. ♦

Beispiel 1.6. Seien n = 2, m = 1 und e(x1, x2) = x1. Dann ist die Menge
E die x2-Achse. Wegen ∇e(0, x2) = (1, 0) 6= (0, 0) sind alle Punkte in E regulär.
Repräsentieren wir aber die Menge E mit der Funktion e(x1, x2) = x2

1, erhalten wir
allerdings ∇e(0, x2) = (0, 0) für alle Punkte aus E . Damit ist in diesem Fall kein
Punkt aus E regulär. ♦

3. Notwendige Bedingungen 1. Ordnung für Gleichungs-Restriktionen

Wir betrachten nun an der Stelle von (P) das (in der Regel einfachere) Problem

(PGl) min J(x) u.d.N. x ∈ IR
n und e(x) = 0.

Das Haupt-Resultat dieses Abschnittes lautet wie folgt: Sei x∗ ∈ IR
n ein lo-

kales Minimum von (PGl) und ein regulärer Punkt. Dann existiert ein Lagrange-
Multiplikator λ∗ = (λ∗1, . . . , λ

∗
m)T ∈ IR

m mit

(1.4) ∇J(x∗) +

m∑

i=1

λ∗i∇ei(x
∗) = 0.
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Die Gleichung (1.4) lässt sich wie folgt interpretieren:

1) Der Gradient von J an x∗ liegt im Span der Gradienten der Nebenbedin-
gung:

∇J(x∗) ∈ Span
{
∇e1(x∗), . . . ,∇em(x∗)

}
.

2) Schreiben wir
m∑

i=1

λ∗i∇ei(x
∗) = (λ∗)T∇e(x∗)

und transponieren die Gleichung (1.4), so erhalten wir

∇e(x∗)Tλ∗ = −∇J(x∗)T .

Damit gilt ∇J(x∗)T ∈ Bild∇e(x∗)T . Der transponierte Gradient ∇J(x∗)T

liegt damit im Bild der adjungierten/transponierten Matrix ∇e(x∗)T . Da
x∗ regulär ist, ist ∇e(x∗) surjektiv und daher ∇e(x∗)T injektiv. Es kann
daher also höchstens nur ein λ∗ geben.

3) Multiplizieren wir Gleichung (1.4) mit v ∈ Kern∇e(x∗), so folgt sofort

∇J(x∗)v = 0 für alle v ∈ Kern∇e(x∗).
Für Variationen v ∈ Kern∇e(x∗) erfüllt x = x∗ + v die Nebenbedingung
e(x) = 0 bis zur ersten Ordnung. Damit darf J bezüglich dieser Variation
bis zur ersten Ordnung nicht wachsen oder fallen.

Beispiel 1.7. Betrachte das Optimierungs-Problem

min J(x) = x1 + x2 u.d.N. x2
1 + x2

2 = 2.

Wie wir uns leicht grafisch überlegen können, ist x∗ = (−1,−1) die eindeutige
Lösung. Wir berechnen ∇J(x∗) = (1, 1) und ∇e(x∗) = (−2,−2) 6= (0, 0). Damit ist
x∗ ein regulärer Punkt, und mit λ∗ = 1/2 folgt (1.4). ♦

Beispiel 1.8. Wir wollen nun das Problem

min J(x) = x1 + x2 u.d.N.

(
e1(x)
e2(x)

)

=

(
(x1 − 1)2 + x2

2 − 1
(x1 − 2)2 + x2

2 − 4

)

=

(
0
0

)

untersuchen. Hier ist die Menge E ein-elementig, und x∗ = (0, 0) der einzige zulässi-
ge Punkt und damit die (triviale) Lösung des Minimierungs-Problems. Der Gradient
von J ist wie im vorangegangenen Beispiel gegeben durch ∇J(x∗) = (1, 1). Ferner
ergeben sich wegen ∇e1(x1, x2) = (2(x1 − 1), 2x2) und ∇e2(x1, x2) = (2(x1 −
2), 2x2) die Gradienten von e1 und e2 an x∗ zu ∇e1(x∗) = (−2, 0) beziehungs-
weise ∇e2(x∗) = (−4, 0). Damit sind die Gradienten ∇e1(x∗) und ∇e2(x∗) linear
abhängig in IR

2, der Punkt x∗ kann also nicht regulär sein. Offenbar löst x∗ löst die
Minimierungs-Aufgabe, es gibt aber kein λ∗ ∈ IR

2, so dass (1.4) erfüllt ist. ♦

Wir kommen nun zur Formulierung des Haupt-Resultates von diesem Ab-
schnitt.

Satz 1.9 (Notwendige Bedingungen 1. Ordnung). Sei der Punkt x∗ eine lo-
kale Lösung von (PGl) und ein regulärer Punkt. Dann existiert genau ein λ∗ =
(λ∗1, . . . , λ

∗
m)T ∈ IR

m, der sogenannte Lagrange-Multiplikator, so dass

(1.5) ∇J(x∗) +
m∑

i=1

λ∗i ∇ei(x
∗) = ∇J(x∗) + (λ∗)T∇e(x∗) = 0.
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Beweis. Offenbar ergibt m = n ein triviales Resultat, da ∇J(x∗) ∈ IR
n und,

nach Voraussetzung, Span {∇e1(x∗), . . . ,∇em(x∗)} = IR
n gelten. Sei also m < n.

Wir sortieren den Vektor x um, indem wir x = (xB , xR) ∈ IR
n schreiben mit xB ∈

IR
m, xR ∈ IR

n−m, so dass ∇Be(x
∗) ∈ IR

m×m invertierbar ist. Hierbei bezeichnet ∇B

den Gradient mit den partiellen Ableitungen bezüglich des Vektors xB . Da x∗ =
(x∗B, x

∗
R) Lösung von (PGl) ist, haben wir e(x∗B, x

∗
R) = 0. Wir werden den Satz über

Implizite Funktionen anwenden, um die Variable xB durch xR auszudrücken. Da
∇Be(x

∗) invertierbar ist, existieren ein Radius r > 0 und eine stetig differenzierbare
Funktion

Φ : Br(x
∗
R) =

{
xR ∈ IR

n−m | ‖xR − x∗R‖ < r
}
→ IR

m

mit

Φ(x∗R) = x∗B und e(Φ(xR), xR) = 0 für alle xR ∈ Br(x
∗
R).

Ferner ist der Gradient von Φ bezüglich des Vektors xR gegeben durch

∇RΦ(xR) = −
(
∇Be(Φ(xR), xR)

)−1∇Re(Φ(xR), xR) für alle xR ∈ Br(x
∗
R),

was wir sofort aus der Identität e(Φ(xR), xR) = 0 durch Differenzieren nach xR

erhalten. Unter Verwendung der Abbildung Φ betrachten wir das reduzierte Problem

(1.6) min Ĵ(xR) u.d.N. xR ∈ Br(x
∗
R) ⊂ IR

n−m

mit Ĵ : IR
n−m → IR, Ĵ(xR) = J(Φ(xR), xR). Die Abbildung Ĵ wird auch als re-

duziertes Kostenfunktional bezeichnet. Offenbar löst x∗R lokal das (unrestringierte)
Problem (1.6). Daher folgt die notwendige Optimalitätsbedingung

(1.7) ∇RĴ(x∗R) = 0.

Für der Gradienten von Ĵ erhalten wir

∇RĴ(xR) = ∇BJ(Φ(xR), xR)
︸ ︷︷ ︸

∈IR1×m

∇RΦ(xR)
︸ ︷︷ ︸

∈IRm×(n−m)

+∇RJ(Φ(xR), xR)
︸ ︷︷ ︸

∈IR1×(n−m)

= −∇BJ(Φ(xR), xR)
︸ ︷︷ ︸

∈IR1×m

(
∇Be(Φ(xR), xR)

)−1

︸ ︷︷ ︸

∈IRm×m

∇Re(Φ(xR), xR)
︸ ︷︷ ︸

∈IRm×(n−m)

+ ∇RJ(Φ(xR), xR),

wobei wir den Gradienten von Φ nach dem Satz über Implizite Funktionen ersetzt
haben. Wir führen nun den Lagrange-Multiplikator λ∗ ∈ IR

m durch die Gleichung

λ∗ = −
(

∇BJ(Φ(x∗R), x∗R)
(
∇Be(Φ(x∗R), x∗R)

)−1
)T

= −
(
∇Be(x

∗)
)−T ∇BJ(x∗)T

ein. Wir erhalten somit aus (1.7)

(1.8a) ∇RJ(x∗) + (λ∗)T∇Re(x
∗) = 0

Ferner löst λ∗ die adjungierte/duale Gleichung

∇Be(x
∗)Tλ∗ = −∇BJ(x∗)T

beziehungsweise die Gleichung

(1.8b) ∇BJ(x∗) + (λ∗)T∇Be(x
∗) = 0.

Aus (1.8) folgt (1.5), was zu zeigen war. �
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Bemerkung 1.10. a) Die notwendigen Optimalitätsbedingungen erster
Ordnung

∇J(x∗) + (λ∗)T∇e(x∗) = 0

zusammen mit der Nebenbedingung

e(x∗) = 0

ergeben ein (nichtlineares) Gleichungs-System mit n+m Gleichungen für
die n+m Unbekannten x∗ ∈ IR

n und λ∗ ∈ IR
m.

b) Der Beweis von Satz 1.9 zeigt auch, wie der Lagrange Multiplikator λ∗

berechnet werden kann. Für gegebene optimale Lösung x∗ von (PGl) löst
λ∗ das lineare System

∇Be(x
∗)Tλ∗ = −∇BJ(x∗)T

Offenbar ist λ∗ = 0 im Fall von ∇BJ(x∗) = 0. ♦

Wir bezeichnen mit 〈· , ·〉IRm das Euklidische Skalarprodukt im IR
m. Mit der

Einführung der Lagrange-Funktion

(1.9) L(x, λ) = J(x) + λT e(x) = J(x) + 〈λ, e(x)〉
IRm

lassen sich die Optimalitätsbedingungen (1.8) kompakt schreiben mit Hilfe des Gra-
dienten von L:

∇xL(x∗, λ∗) = ∇J(x∗) + (λ∗)T∇e(x∗) = 0,(1.10a)

∇λL(x∗, λ∗) = e(x∗)T = 0,(1.10b)

also insgesamt ∇L(x∗, λ∗) = 0.

Beispiel 1.11. Wir betrachten das Problem

min x1x2 + x2x3 + x1x3 u.d.N. x1 + x2 + x3 = 3.

Um die Form (PGl) zu erhalten, setzen wir n = 3,m = 1, J(x) = x1x2+x2x3+x1x3

und e(x) = x1 + x2 + x3 − 3 für x = (x1, x2, x3) ∈ IR
3. Wegen ∇e(x) = (1, 1, 1) ist

jeder Punkt x ∈ IR
3 regulär. Zum Aufstellen des Gleichungssystems (1.10) führen

wir die Lagrange-Funktion gemäß (1.9) ein:

L(x, λ) = J(x) + λe(x) = x1x2 + x2x3 + x1x3 + λ(x1 + x2 + x3 − 3).

Dann folgen die beiden Gleichungen:

∇xL(x, λ) = (x2 + x3 + λ, x1 + x3 + λ, x1 + x2 + λ) = 0,

∇λL(x, λ) = x1 + x2 + x3 − 3 = 0.

Nun lassen sich x∗ = (x∗1, x
∗
2, x

∗
3) ∈ IR

3 und λ∗ ∈ IR als Lösung des Gleichungs-
Systems







0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0













x∗1
x∗2
x∗3
λ∗







=







0
0
0
3







berechnen. Wir erhalten x∗i = 1 für i = 1, 2, 3 und λ∗ = −2. Somit haben wir eine
Lösung von (1.10) gefunden. Wir wissen aber nicht, ob es sich bei dem Punkt x∗

um eine Minimum, Maximum oder einen Sattelpunkt handelt. ♦
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4. Bedingungen 2. Ordnung für Gleichungs-Restriktionen

Seien sowohl das Zielfunktional J als auch die Gleichungs-Nebenbedingung e
zweimal stetig differenzierbar.

Satz 1.12 (Notwendige Bedingungen 2. Ordnung). Sei x∗ ein lokales Minimum
von J unter der Nebenbedingung e(x) = 0. Ferner sei x∗ ein regulärer Punkt. Dann
ist die n× n-Matrix

∇xxL(x∗, λ∗) = ∇2J(x∗) + (λ∗)T∇2e(x∗) = ∇2J(x∗) +

m∑

i=1

λ∗i∇2ei(x
∗)

positiv semi-definit auf Kern∇e(x∗), das heißt,

vT∇xxL(x∗, λ∗)v ≥ 0 für alle v ∈ Kern∇e(x∗).
wobei λ∗ den nach Satz 1.9 eindeutig bestimmten Lagrange-Multiplikator zu x∗ be-
zeichnet und ∇2 für die zweite Ableitung steht.

Beweis. Nach Satz 1.4 ist die Tangentialebene an E im Punkt x∗ durch den
Unterraum Kern∇e(x∗) gegeben. Sei x(t) eine zweimal stetig differenzierbare Kurve
in E mit x(0) = x∗. Dann gilt

(1.11)
d2

dt2
J(x(t))

∣
∣
t=0

≥ 0.

Wir berechnen die zweite Ableitung von J und bekommen

(1.12)

d2

dt2
J(x(t))

∣
∣
t=0

=
d

dt

(
∇J(x(t))ẋ(t)

)∣
∣
t=0

=
(
ẋ(t)T∇2J(x(t))ẋ(t) + ∇J(x(t))ẍ(t)

) ∣
∣
t=0

= ẋ(0)T∇2J(x∗)ẋ(0) + ∇J(x∗)ẍ(0).

Differenzieren wir die Gleichung (λ∗)T e(x(t)) = 0 zweimal nach t und werten die
zweite Ableitung an t = 0 aus, so folgt
(1.13)

0 =
d2

dt2
(
(λ∗)T e(x(t)

)∣
∣
t=0

=
d

dt

(
(λ∗)T∇e(x(t))ẋ(t)

)∣
∣
t=0

=
(
ẋ(t)T (λ∗)T∇2e(x(t))ẋ(t)

) ∣
∣
t=0

+
(
(λ∗)T∇e(x(t)ẍ(t)

) ∣
∣
t=0

= ẋ(0)T (λ∗)T∇2e(x∗)ẋ(0) + (λ∗)T∇e(x∗)ẍ(0).

Wir addieren nun (1.13) zu (1.12) und verwenden (1.11) sowie (1.5). Dann ergibt
sich die Ungleichung

0 ≤ d2

dt2
J(x(t))

∣
∣
t=0

= ẋ(0)T
(
∇2J(x∗) + (λ∗)T∇2e(x∗)

)
ẋ(0)

+
(
∇J(x∗) + (λ∗)T∇e(x∗)

)
ẍ(0)

= ẋ(0)T∇xxL(x∗, λ∗)ẋ(0).

Da ẋ(t) ein beliebiger Tangentialvektor in Kern∇e(x∗) ist, erhalten wir die Be-
hauptung. �
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Satz 1.13 (Hinreichende Bedingungen 2. Ordnung). Seien x∗ ∈ E ⊂ IR
n und

λ∗ ∈ IR
m zwei Punkte mit

(1.14) ∇J(x∗) + (λ∗)T∇e(x∗) = 0.

Ferner seien x∗ ein regulärer Punkt und die Matrix ∇xxL(x∗, λ∗) positiv definit auf
Kern∇e(x∗):

vT∇xxL(x∗, λ∗)v > 0 für alle v ∈ Kern∇e(x∗) \ {0}.
Dann ist x∗ ein striktes lokales Minimum von J unter der Nebenbedingung e(x) = 0,
das heißt, x∗ ist eine strikte lokale Lösung von (PGl).

Beweis. Angenommen, x∗ ist kein striktes lokales Minimum von J unter der
Nebenbedingung e(x) = 0. Dann gibt es eine Folge {xk}∞k=0 mit

lim
k→∞

xk = x∗, J(xk) ≤ J(x∗) und e(xk) = 0 für alle k ≥ 0.

Wir schreiben xk = x∗ + sk δx
k, wobei sk > 0 für alle k und δxk ∈ IR

n mit
‖δxk‖ = 1 gelten. Damit folgt sk → 0 für k → ∞. Ferner besitzt nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrass die Folge {δxk}∞k=0 eine konvergente Teilfolge, die wir wieder
mit {δxk}∞k=0 bezeichnen. Sei δx∗ ∈ IR

n das Grenzelement der Teilfolge, das heißt,
δxk → δx∗ für k → ∞. Wegen e(xk) = e(x∗) = 0 erhalten wir

0 = lim
k→∞

e(xk) − e(x∗)

sk
= lim

k→∞

e(xk) − e(x∗)

‖sk δxk‖ = ∇e(x∗)δx∗.

Damit liegt δx∗ in Kern∇e(x∗).
Eine Taylorentwicklung der i-ten Nebenbedingung ei(x

k) am Entwicklungspunkt
x∗ ergibt wegen ei(x

∗) = 0

(1.15) 0 = ei(x
k) = sk∇ei(x

∗)δxk +
s2k
2

(δxk)T∇2ei(η
k
i )δxk, i = 1, . . . ,m,

und für das Kostenfunktional J(xk) erhalten wir

(1.16) 0 ≥ J(xk) − J(x∗) = sk∇J(x∗)δxk +
s2k
2

(δxk)T∇2J(ηk
0 )δxk.

In (1.15) und (1.16) bezeichnen die ηk
i , i = 0, . . . ,m, Zwischenstellen aus der Ver-

bindungsstrecke {x ∈ IR
n |x = τx∗ + (1 − τ)xk mit τ ∈ [0, 1]}. Multiplizieren wir

(1.15) mit λ∗i , addieren die m Gleichungen und fügen diese zu (1.16) hinzu, so
erhalten wir die Ungleichung

0 ≥ sk

(
∇J(x∗) + (λ∗)T∇e(x∗)

)
δxk +

s2k
2

(δxk)T

(

∇2J(ηk
0 ) +

m∑

i=1

λ∗i∇2ei(η
k
i )

)

δxk.

Aus (1.14) schließen wir, dass der erste Term auf der rechten Seite gleich null ist.
Da die Zahlen sk für alle k positiv sind, folgt

0 ≥ (δxk)T

(

∇2J(ηk
0 ) +

m∑

i=1

λ∗i∇2ei(η
k
i )

)

δxk

Wegen limk→∞ ηk
i = x∗i , 0 ≤ i ≤ m, bekommen wir beim Grenzübergang k → ∞

die Ungleichung

0 ≥ (δx∗)T

(

∇2J(x∗) +

m∑

i=1

λ∗i ∇2ei(x
∗)

)

δx∗ = (δx∗)T∇xxL(x∗, λ∗)δx∗.



5. SENSITIVITÄTSANALYSE 13

Da δx∗ ∈ Kern∇e(x∗) gilt, haben wir einen Widerspruch zu der Voraussetzung,
dass ∇xxL(x∗, λ∗) positiv definit auf Kern∇e(x∗) ist. Daher ist die Annahme falsch
und x∗ eine strikte lokale Lösung von (PGl). �

Beispiel 1.14. Wir wenden uns nun noch einmal dem Beispiel 1.11 zu. Die
Lösung der notwendigen Optimalitätsbedingungen sind x∗ = (1, 1, 1) und λ∗ = −2.
Dann folgt

∇xxL(x∗, λ∗) =





0 1 1
1 0 1
1 1 0



 .

Die symmetrische Matrix ∇xxL(x∗, λ∗) ist indefinit mit den drei Eigenwerten µ1 =
−1, µ2 = −1 und µ3 = 2. Um die hinreichenden Bedingungen 2. Ordnung nach-
zuprüfen, wählen wir v = (v1, v2, v3) ∈ Kern∇e(x∗) \ {0} beliebig. Dann folgen
v1 + v2 + v3 = 0 und

vT∇xxL(x∗, λ∗)v = v1(v2 + v3) + v2(v1 + v3) + v3(v1 + v2) = −v2
1 − v2

2 − v2
3 < 0.

Damit ist ∇xxL(x∗, λ∗) negativ definit und an x∗ liegt kein Minimum, sondern ein
Maximum vor. ♦

5. Sensitivitätsanalyse

Sei x∗ ∈ IR
n ein regulärer Punkt und eine lokale Lösung von

(1.17) minJ(x) u.d.N. e(x) = 0.

Ferner seien J und e zweimal stetig differenzierbar. Mit λ∗ ∈ IR
m bezeichnen wir

den nach Satz 1.9 eindeutig bestimmten Lagrange-Multiplikator zu x∗ Wir wollen
nun das Problem

(1.18) min J(x) u.d.N. e(x) = c

mit c ∈ IR
m lösen.

Lemma 1.15. Seien Q ∈ IR
n×n und A ∈ IR

m×n gegeben, wobei RangA = m gilt
und Q positiv definit auf dem Teilraum KernA ist. Dann ist die Matrix

(
Q AT

A 0

)

invertierbar.

Beweis. Angenommen, das Paar (x, λ) ∈ IR
n × IR

m löst das System

Qx+ATλ = 0,(1.19a)

Ax = 0.(1.19b)

Zu zeigen ist, dass x = 0 und λ = 0 gelten muß. Wir multiplizieren (1.19a) mit xT

von links und erhalten die Gleichung

xTQx+ xTATλ = 0.

Mit (1.19b) folgen xTAT = 0 und daher xTQx = 0. Wegen (1.19b) haben wir aber
x ∈ KernA, so dass x = 0 ist. Aus (1.19a) ergibt sich mit x = 0 nun ATλ = 0. Nach
Voraussetzung gilt RangA = m. Damit ist A surjektiv und deshalbAT injektiv. Das
bedeutet aber, dass λ = 0 sein muß. Wir haben damit gezeigt, dass (x, λ) = (0, 0)
erfüllt ist. �

Nun können wir folgenden Satz beweisen.
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Satz 1.16. Sei x∗ ∈ IR
n eine lokale Lösung von (1.17) und sei x∗ ein regulärer

Punkt. Der Vektor λ∗ ∈ IR
m bezeichne den Lagrange-Multiplikator zu x∗. Es gelte

(1.20) vT∇xxL(x∗, λ∗)v > 0 für alle v ∈ Kern∇e(x∗) \ {0}.
Dann gibt es eine Umgebung U(0) ⊂ IR

m von 0 ∈ IR
m, so dass (1.18) eine Lösung

x(c) für alle c ∈ U(0) besitzt, die stetig von c abhängt mit x(0) = x∗. Ferner gilt

∇cJ(x(c))
∣
∣
c=0

= −(λ∗)T .

Beweis. Wir betrachten das Gleichungs-System

∇J(x) + λT∇e(x) = 0,(1.21a)

e(x) = c.(1.21b)

Nach Voraussetzung löst (x∗, λ∗) das System (1.21) für c = 0. Die Jacobi-Matrix
der Abbildung

F (x, λ, c) =

(
∇J(x)T + ∇e(x)Tλ

e(x) − c

)

am Punkt (x∗, λ∗, 0) ∈ IR
n × IR

m × IR
m bezüglich der Variablen (x, λ) ist

∇(x,λ)F (x∗, λ∗, 0) =

(
∇xxL(x∗, λ∗) ∇e(x∗)T

∇e(x∗) 0

)

= ∇2L(x∗, λ∗).

Wegen (1.20) und der Tatsache, dass x∗ ein regulärer Punkt ist, ist ∇2L(x∗, λ∗)
nach Lemma 1.15 invertierbar. Nach dem Satz über Implizite Funktionen gibt es
eine Lösung (x(c), λ(c)) von (1.21) in einer Umgebung U(0) ⊂ IR

m von 0 ∈ IR
m.

Diese Lösung hängt sogar stetig differenzierbar von c ab. Da x 7→ ∇e(x) stetig ist, ist

∇e(x(c)) surjektiv für alle c in einer eventuell kleineren Umgebung Ũ(0) ⊆ U(0) von

0. Da ∇xxL(x, λ) stetig ist, lässt sich auch zeigen, dass eine Umgebung Û(0) ⊂ Ũ(0)
existiert mit

vT∇xxL(x(c), λ(c))v > 0 für alle v ∈ Kern∇e(x(c)) \ {0}
für alle c ∈ Û(c), siehe [35, Lemma 2.12]. Damit erfüllen die Punkte (x(c), λ(c)),

c ∈ Û(0), die hinreichenden Bedingungen 2. Ordnung. Also ist x(c) eine strikte
lokale Lösung von (1.18).
Mit der Kettenregel erhalten wir

∇cJ(x(c))
∣
∣
c=0

= ∇J(x∗)∇cx(0)

und

∇ce(x(c))
∣
∣
c=0

= ∇e(x∗)∇cx(0).

Wegen (1.21b) folgen ∇e(x∗)∇cx(0) = I ∈ IR
m×m und mit (1.21a)

∇cJ(x(c))
∣
∣
c=0

= −(λ∗)T ,

was zu zeigen war. �

6. Ungleichungs-Nebenbedingungen

Seien J und e zweimal stetig differenzierbar. Wir betrachten das Optimierungs-
Problem

(P) minJ(x) u.d.N. e(x) = 0 und g(x) ≤ 0.
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Definition 1.17. Sei x∗ ∈ IR
n ein Punkt mit

(1.22) e(x∗) = 0 und g(x∗) ≤ 0.

Mit A ⊆ {1, . . . , p} bezeichnen wir die Menge der aktiven Indizes i ∈ A, für die
gi(x

∗) = 0 gilt. Der Punkt x∗ heißt regulärer Punkt für (1.22), wenn ∇ei(x
∗),

1 ≤ i ≤ m, und ∇gi(x
∗), i ∈ A, linear unabhängig sind.

Satz 1.18 (Karush-Kuhn-Tucker). Sei x∗ ∈ IR
n ein lokales Minimum von (P)

und sei x∗ ein regulärer Punkt für (1.22). Dann existieren Vektoren λ∗ ∈ IR
m und

µ∗ ∈ IR
p mit µ∗ ≥ 0, so dass

∇J(x∗) + (λ∗)T∇e(x∗) + (µ∗)T∇g(x∗) = 0,(1.23a)

(µ∗)T g(x∗) = 0.(1.23b)

Bemerkung 1.19. Die Gleichung (1.23b) wird Komplementaritäts-Bedingung
genannt. Aus µ∗ ≥ 0 und g(x∗) ≤ 0 folgen, dass (1.23b) äquivalent mit der Tatsache
ist, dass µ∗ > 0 nur dann gelten kann, wenn i ∈ A erfüllt ist. ♦

Beweis von Satz 1.18. Nach Voraussetzung ist x∗ eine lokale Lösung von
(P). Dann existiert eine Umgebung U ⊂ IR

n von x∗, so dass gi(x) < 0 für alle
i ∈ {1, . . . , p} \ A und alle x ∈ U gilt. Damit löst x∗ auch das Problem

(1.24) minJ(x) u.d.N. e(x) = 0, gi(x) = 0 für i ∈ A.

Sei A = {i1, . . . , iℓ} mit ij ∈ {1, . . . , p}, i1 < . . . < iℓ und ℓ ≤ p. Da x∗ ein regulärer
Punkt ist, garantiert Satz 1.9 die Existenz eines Multiplikators ξ∗ ∈ IR

m+ℓ, so dass

∇J(x∗) + (ξ∗)T








∇e(x∗)
∇gi1(x

∗)
...

∇giℓ
(x∗)








= 0.

Wir setzen λ∗j = ξ∗j für j = 1, . . . ,m und λ∗ = (λ∗1, . . . , λ
∗
m)T ∈ IR

m. Ferner definie-
ren wir für j = 1, . . . , p

µ∗
j =

{
ξ∗m+k falls j = ik für ein k ∈ {1, . . . , ℓ},
0 sonst.

und µ∗ = (µ∗
1, . . . , µ

∗
p)

T . Offenbar gelten dann sowohl (1.23a) als auch (1.23b). Zu
zeigen bleibt noch, dass µ∗ ≥ 0 erfüllt ist. Wegen µ∗

i = 0 für i 6∈ A brauchen wir
nur µ∗

i ≥ 0 für i ∈ A zu zeigen. Angenommen, es gibt ein ik ∈ A mit µ∗
ik
< 0. Wir

setzen

S =
{
x ∈ IR

n | e(x) = 0, gj(x) = 0 für j ∈ A \ {ik}
}
.

Da x∗ ein regulärer Punkt für (1.22) ist, sind ∇e1(x∗), . . . ,∇em(x∗), ∇gi1(x
∗), . . . ,

∇giℓ
(x∗) linear unabhängig. Insbesondere gilt ∇gik

(x∗) 6= 0 und x∗ ist auch ein
regulärer Punkt für S, so dass wir die Tangentialebene an S im Punkt x∗ durch den
Kern der Matrix mit den Zeilen ∇ei(x

∗), i ∈ {1, . . . ,m}, und ∇gi(x
∗), i ∈ A\ {ik}
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dartellen können. Da die Menge

Kern















∇e(x∗)
∇gi1(x

∗)
...

∇gik−1
(x∗)

∇gik+1
(x∗)

...
∇giℓ

(x∗)















=
{
v ∈ IR

n | ∇e(x∗)v = 0, ∇gi(x
∗)v = 0 für i ∈ A \ {ik}

}

größer als die Menge

Kern








∇e(x∗)
∇gi1(x

∗)
...

∇giℓ
(x∗)








=
{
v ∈ IR

n | ∇e(x∗)v = 0, ∇gi(x
∗)v = 0 für i ∈ A

}

ist, gibt es ein Element v ∈ IR
n mit ∇e(x∗)v = 0, ∇gi(x

∗)v = 0 für i ∈ A \ {ik}
und ∇gik

(x∗)v < 0. Der Vektor v liegt in der Tangentialebene an S im Punkt x∗.
Es gibt daher eine Kurve x(t) in S mit x(0) = x∗ und ẋ(0) = v. Damit gelten
e(x(t)) = 0 und gi(x(t)) = 0 für alle i ∈ A\{ik}. Aus gi(x(0)) = gi(x

∗) < 0 für alle
i 6∈ A folgt die Existenz von ε > 0 mit gi(x(t)) < 0 für alle t ∈ (−ε, ε). Wegen

d

dt
gik

(x(t))
∣
∣
t=0

= ∇gik
(x∗)v < 0

und gik
(x∗) = 0 gibt es ein ǫ ≥ ε > 0, so dass gik

(x(t)) < 0 für alle t ∈ [0, ǫ).
Deshalb schließen wir, dass die Kurve x(t) für alle t ∈ [0, ǫ) zulässig für (P) ist.
Wir betrachten die Ableitung des Zielfunktionals entlang der Kurve x(t) an t = 0
und verwenden (1.23a). Es ergibt sich

d

dt
J(x(t))

∣
∣
t=0

= ∇J(x∗)v = −(λ∗)T∇e(x∗)v − (µ∗)T∇g(x∗)v

= −
∑

i∈A\{ik}

µ∗
i∇gi(x

∗)v − µ∗
ik
∇gik

(x∗)v −
∑

i6∈A

µ∗
i ∇gi(x

∗)v < 0,

da ∇e(x∗)v = 0, ∇gi(x
∗)v = 0 für alle i ∈ A \ {ik}, µ∗

ik
< 0, ∇gik

(x∗)v < 0 und
µ∗

i = 0 für alle i 6∈ A. Damit fällt die Zielfunktion an x∗ in Richtung v und x∗

kann keine lokale Lösung von (P) sein. Das ergibt einen Widerspruch. Damit kann
es kein ik ∈ A mit µ∗

ik
< 0 geben. �

Bei Ungleichungs-Restriktionen führen wir eine gegenüber (1.9) erweiterte La-
grange-Funktion wie folgt ein:

L(x, λ, µ) = J(x) + (λ)T e(x) + (µ)T g(x) für (x, λ, µ) ∈ IR
n × IR

m × IR
p.

Offenbar lässt sich (1.23a) in der Form ∇xL(x∗, λ∗, µ∗) schreiben.

Beispiel 1.20. Wir betrachten das folgende Beispiel:

min
1

2
(x2

1 + x2
2 + x2

3) u.d.N. x1 + x2 + x3 ≤ −3.

Aus (1.23a) erhalten wir die drei Gleichungen

x∗1 + µ∗ = 0, x∗2 + µ∗ = 0, x∗3 + µ∗ = 0

für ein lokales Minimum x∗ = (x∗1, x
∗
2, x

∗
3). Es gibt zwei Möglichkeiten:
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1) Die Nebenbedingung ist an x∗ inaktiv, d.h.,

x∗1 + x∗2 + x∗3 < −3.

Wegen (1.23b) folgt sofort µ∗ = 0. Also erhalten wir direkt x∗ = (0, 0, 0),
was aber der Ungleichungs-Nebenbedingung widerspricht. Also entfällt
diese Möglichkeit.

2) Die Nebenbedingung ist aktiv. Dann haben wir vier Gleichungen zur
Verfügung, um die Variablen x∗1, x

∗
2, x

∗
3, µ

∗ zu berechnen. Wir bekommen
das lineare Gleichungs-System







1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1
1 1 1 0













x∗1
x∗2
x∗3
µ∗







=







0
0
0

−3







Die Koeffizienten-Matrix ist nach Lemma 1.15 invertierbar. Wir berechnen
die Lösung x∗i = −1, 1 ≤ i ≤ 3, und µ∗ = 1 ≥ 0. Es gibt damit nur einen
Kandidaten x∗ für ein lokales Minimum. ♦

Notwendige und hinreichende Bedingungen zweiter Ordung für Probleme mit
Ungleichungs-Restriktionen werden im wesentlichen dadurch hergeleitet, dass nur
die aktiven Nebenbedingungen betrachtet werden.

Satz 1.21. Seien J, e, g zweimal stetig differenzierbar und x∗ ein regulärer
Punkt von (1.22). Ferner nehmen wir an, dass x∗ ein relatives Minimum für (P)
ist. Dann existieren Lagrange-Multiplikatoren λ∗ ∈ IR

m und µ∗ ∈ IR
p mit µ∗ ≥ 0,

so dass (1.23) gilt und die Hesse-Matrix

∇xxL(x∗, λ∗, µ∗) = ∇2J(x∗) + (λ∗)T∇2e(x∗) + (µ∗)T∇2g(x∗)

= ∇2J(x∗) +

m∑

i=1

λ∗i∇2ei(x
∗) +

p
∑

i=1

µ∗
i∇2gi(x

∗)

positiv semi-definit ist auf dem Tangentialraum zu den aktiven Nebenbedingungen.

Beweis. Wenn x∗ ein lokales Minimum bezüglich der Nebenbedingung (1.22)
ist und die Menge der aktiven Indizes mit A = {i1, . . . , iℓ} bezeichnet wird, ist es
auch eines für das Problem

min J(x) u.d.N. e(x) = 0, gi1(x) = . . . = giℓ
(x) = 0

(siehe auch im Beweis von Satz 1.18). Daher folgt die Aussage aus Satz 1.12. �

Um hinreichende Kriterien herzuleiten, müssen wir den Fall berücksichtigen,
dass die zu aktiven Ungleichungen assozierten Lagrange-Multiplikatoren den Wert
Null haben können. Daher muß ∇xxL(x∗, λ∗, µ∗) positiv definit auf einem größerem
Unterraum sein.

Satz 1.22. Seien J, e, g zweimal stetig differenzierbar. Hinreichende Bedin-
gung, dass x∗ ∈ IR

n ein striktes lokales Minimum von (P) ist, ist die Existenz von
Vektoren λ∗ ∈ IR

m und µ∗ ∈ IR
p, so dass

µ∗ ≥ 0,(1.25a)

(µ∗)T g(x∗) = 0,(1.25b)

∇J(x∗) + (λ∗)T∇e(x∗) + (µ∗)T∇g(x∗) = 0(1.25c)
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gelten und die Hesse-Matrix

∇xxL(x∗, λ∗, µ∗) = ∇2J(x∗) + (λ∗)T∇2e(x∗) + (µ∗)T∇2g(x∗)

positiv definit auf dem Unterraum

K̃ =
{
v ∈ IR

n | ∇e(x∗)v = 0, ∇gi(x
∗)v = 0 für i ∈ Ã

}

mit Ã = {i ∈ A |µ∗
i > 0}.

Bemerkung 1.23. Wegen Ã ⊂ A folgt

K =
{
v ∈ IR

n | ∇e(x∗)v = 0, ∇gi(x
∗)v = 0 für i ∈ A

}
⊂ K̃,

das heißt, die Menge K̃ ist im allgemeinen größer als die Menge K. ♦

Beweis von Satz 1.22. Wir nehmen wie im Beweis von Satz 1.13 an, dass x∗

kein striktes lokales Minimum ist. Sei {xk}∞k=0 eine Folge von zulässigen Punkten
mit

lim
k→∞

xk = x∗ und J(xk) ≤ J(x∗) für alle k ∈ IN.

Wir schreiben wieder xk = x∗ + skδx
k mit sk > 0 und ‖δxk‖ = 1 für alle k.

Eventuell nach Übergang zu einer Teilfolge setzen wir voraus, dass ein Element
δx∗ ∈ IR

n existiert mit

lim
k→∞

sk = 0 und lim
k→∞

δxk = δx∗.

Wegen
J(xk) − J(x∗)

sk ‖δxk‖ ≤ 0

erhalten wir ∇J(x∗)δx∗ ≤ 0. Ferner schließen wir aus ei(x
∗) = ei(x

k) = 0 für
1 ≤ i ≤ m, dass

∇ei(x
∗)δx∗ = lim

k→∞

ei(x
k) − ei(x

∗)

sk‖δxk‖ = 0, 1 ≤ i ≤ m,

erfüllt ist. Damit gilt δx∗ ∈ Kern∇e(x∗). Analog ergibt sich für die aktiven Neben-
bedingungen

∇gi(x
∗)δx∗ = lim

k→∞

gi(x
k) − gi(x

∗)

sk ‖δxk‖ ≤ 0, i ∈ A.

Im Fall von ∇gi(x
∗)δx∗ = 0 beziehungsweise µ∗

i = 0, i ∈ A, das heißt, i ∈ A \ Ã,
verläuft der Beweis genauso wie in dem von Satz 1.13. Hier kann ich die positive
Definitheit von ∇xxL(x∗, λ∗, µ∗) auf K verwenden. Gilt ∇gi(x

∗)δx∗ < 0 für minde-

stens ein i ∈ Ã. Dann bekommen wir mit (1.25c), und µ∗
i = 0 für alle i 6∈ A \ Ã,

0 ≥ ∇J(x∗)δx∗ = −(λ∗)T∇e(x∗)δx∗ − (µ∗)T∇g(x∗)δx∗

= −
∑

i6∈A

µ∗
i∇gi(x

∗)δx∗ −
∑

i∈Ã

µ∗
i∇gi(x

∗)δx∗ −
∑

i∈A\Ã

µ∗
i∇gi(x

∗)δx∗

= −
∑

i∈Ã

µ∗
i

︸︷︷︸

>0

∇gi(x
∗)δx∗

︸ ︷︷ ︸

≤0

> 0,

da mindestens ein i ∈ Ã existiert mit ∇gi(x
∗)δx∗ < 0. Damit haben wir aber einen

Widerspruch. �
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Bemerkung 1.24. Gilt Ã = A, so ist die Voraussetzung, dass ∇xxL(x∗, λ∗, µ∗)
positiv definit auf

{
v ∈ IR

n | ∇e(x∗)v = 0, ∇gi(x
∗)v = 0 für i ∈ A

}

ist, eine hinreichende Bedingung für ein striktes lokales Minimum an x∗. ♦

Beispiel 1.25. Wir setzen das Beispiel 1.20 fort und berechnen

∇2J(x∗) =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 und ∇2g(x∗) =





0 0 0
0 0 0
0 0 0



 .

Also ist ∇xxL(x∗, λ∗, µ∗) gleich der Identität in IR
3×3. Da die Nebenbedingung

aktiv ist und µ∗ = 1 > 0 gilt, ist eine hinreichende Bedingung für ein striktes
lokales Minimum an x∗ nach Satz 1.22, dass ∇xxL(x∗, λ∗, µ∗) positiv definit auf
dem Unterraum Kern∇g(x∗) ist. Offenbar ist aber ∇xxL(x∗, λ∗, µ∗) positiv auf
IR

3, und damit liegt an x∗ ein striktes lokales Minimum vor. ♦

Wir geben noch ein Sensitivitätsresultat an. Ein Beweis basiert auf ähnlichen
Argumenten wie denen im Beweis von Satz 1.16.

Satz 1.26. Seien J, e, g zweimal stetig differenzierbar. Für (c, d) ∈ IR
m × IR

p

betrachten wir die Familie von Problemen

(1.26) min J(x) u.d.N. e(x) = c und g(x) ≤ d.

Der Punkt x∗ ∈ IR
n sei regulär und eine lokale Lösung von (1.26) für (c, d) =

(0, 0). Ferner erfülle x∗ zusammen mit den nach Satz 1.18 zugehörigen Lagrange-
Multiplikatoren λ∗ ∈ IR

m und µ∗ ∈ IR
p mit µ∗ ≥ 0 die hinreichenden Bedingungen 2.

Ordnung für ein striktes lokales Minimum (siehe Satz 1.22). Ferner gelte µ∗
i > 0 für

alle aktiven Ungleichungs-Restriktionen. Dann existiert eine Umgebung U ⊂ IR
m+p

von (0, 0), so dass (1.26) eine lokale Lösung x = x(c, d) zu jedem (c, d) ∈ U besitzt.
Diese Lösung x(c, d) hängt stetig von (c, d) ab mit x(0, 0) = x∗. Ferner gelten

∇cJ(x(c, d))
∣
∣
(c,d)=(0,0)

= −(λ∗)T und ∇dJ(x(c, d))
∣
∣
(c,d)=(0,0)

= −(µ∗)T .





KAPITEL 2

Lineare Programmierung: Innere-Punkte

Verfahren

In diesem Abschnitt werden wir uns mit Innere Punkte Verfahren zur Behand-
lung von lineare Ungleichungs-Nebenbedingungen beschäftigen. Dabei werden wir
Innere-Punkte Verfahren verwenden.

1. Primal-Duale Verfahren

Wir betrachten das Problem

(2.1) min cTx u.d.N. Ax = b und x ≥ 0

mit c ∈ IR
n, A ∈ IR

m×n sowie b ∈ IR
m. Da sowohl die Zielfunktion sowie die Neben-

bedingungen linear sind, wird (2.1) auch als Problem der Linearen Programmierung
bezeichnet.

Im Kontext von Abschnitt 1 setzen wir

J(x) = cTx, e(x) = b−Ax, g(x) = −x und p = n.

Dann erhalten wir ∇J(x) = cT , ∇e(x) = −A sowie ∇g(x) = −I. Sei x∗ ∈ IR
n

eine lokale Lösung von (2.1). Da alle Nebenbedingungen, d.h., e und g, linear sind,
existieren Lagrange-Multiplikatoren λ∗ ∈ IR

m und µ∗ ∈ IR
n mit µ∗ ≥ 0, so dass die

notwendigen Optimalitäts-Bedingungen erster Ordnung erfüllt sind:

(2.2) ∇J(x∗) + (λ∗)T∇e(x∗) + (µ∗)T∇g(x∗) = 0.

Einen Beweis finden wir z.B. in [29, S. 351-353]. Für unser Beispiel lautet (2.2):

(2.3a) ATλ∗ + µ∗ = c.

Ferner erfüllt x∗ die Gleichungs-Restriktionen:

(2.3b) Ax∗ = b.

Aus der Komplementaritäts-Bedingung (µ∗)T g(x∗) = 0 folgt

n∑

i=1

µ∗
i gi(x

∗) = 0.

Nun gelten µ∗
i ≥ 0 und gi(x

∗) ≤ 0 für alle i = 1, . . . , n. Daher können wir die
Komplementaritäts-Bedingung auch in der Form

(2.3c) µ∗
i gi(x

∗) = 0 für i = 1, . . . , n

schreiben. Schließlich sind x∗ und µ∗ nicht-negativ. Wir drücken das wie folgt aus:

(2.3d) (x∗, µ∗) ≥ 0.

21
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Primal-Duale Verfahren bestimmen eine Lösung (x∗, λ∗, µ∗) von (2.3) durch An-
wendung des Newton-Algothmus auf (2.3a)-(2.3c), wobei die Suchrichtung so mo-
difiziert wird, dass (2.3d) in jeder Iteration strikt erfüllt ist. Daher werden diese
Methoden auch Innere-Punkte Verfahren genannt.

Die Bedingung (2.3d) macht das Problem (2.3) deutlich schwieriger und ist
Ursache für Entwicklung von unterschiedlichen Varianten der Inneren-Punkte Ver-
fahren. Wir führen die Abbildung F : IR

n × IR
m × IR

n → IR
n × IR

m × IR
n durch

F (x, λ, µ) =





ATλ+ µ− c
Ax− b
XMe



 , (x, λ, µ) ∈ IR
n × IR

m × IR
n

ein, wobei

X = diag (x1, . . . , xn) ∈ IR
n×n, M = diag (µ1, . . . , µn) ∈ IR

n×n, e =






1
...
1




 ∈ IR

n

gesetzt worden sind. Dann lässt sich das Problem (2.3) in der Form

F (x, λ, µ) = 0,(2.4a)

(x, µ) ≥ 0(2.4b)

schreiben. Wie wir bereits oben erwähnt haben, generieren Primal-Duale Verfahren
Iterierte (xk, λk, µk), die (2.4b) strikt erfüllen, das heißt, es gelten xk > 0 und
µk > 0 für alle k. Damit werden insbesondere keine Iterierten erzeugt, die (2.4b)
nicht erfüllen.

Zulässige Innere-Punkte Verfahren fordern, dass sowohl (2.3a) als auch (2.3b)
für alle Iterationen gelten. Wir führen aus diesem Grund zwei Mengen ein:

F =
{
(x, λ, µ) ∈ IR

n × IR
m × IR

n |ATλ+ µ = c, Ax = b, (x, µ) ≥ 0
}
,

F◦ =
{
(x, λ, µ) ∈ IR

n × IR
m × IR

n |ATλ+ µ = c, Ax = b, (x, µ) > 0
}

und bezeichnen F als zulässige Menge und F◦ als strikt zulässige Menge. Die Forde-
rung, dass die Iterierte (xk, λk, µk) strikt zulässig ist, lässt sich wie folgt schreiben:

(xk, λk, µk) ∈ F◦.

Wir wollen nun einen Newton-Schritt für das nicht-lineare System (2.4a) betrachten.
Sei die Iterierte (xk, λk, µk), k ≥ 0, gegeben. Dann berechnen wir (∆xk,∆λk,∆µk)
als Lösung des linearen Gleichungs-Systems

∇F (xk, λk, µk)





∆xk

∆λk

∆µk



 = −F (xk, λk, µk)

mit der nichtsymmetrischen Funktional-Matrix

∇F (x, λ, µ) =





0 AT I
A 0 0
M 0 X



 .

Wir bemerken an dieser Stelle, dass die Funktionalmatrix durch die Diagonalma-
trizen M und X von den Argumenten x sowie µ, aber nicht von λ abhängen. Die
neue Iterierte ist nun gegeben durch

(xk+1, λk+1, µk+1) = (xk, λk, µk) + (∆xk,∆λk,∆µk).
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Im Allgemeinen werden wir keinen vollen Newton-Schritt ausführen können, oh-
ne (2.4b) zu verletzen. Daher bestimmen wir einen Schrittweiten-Parameter αk ∈
(0, 1], so dass

(xk+1, λk+1, µk+1) = (xk, λk, µk) + αk(∆xk,∆λk,∆µk)

die Bedingung (2.4b) erfüllt. Oft muss aber dann der Parameter αk sehr klein
gewählt werden, um (2.4b) für die nächste Iterierte zu garantieren.

Primal-Duale Verfahren modifizieren daher wie folgt:

1) Sie “zwingen” die Suchrichtung in das Innere von F◦, so dass wir ein
größeres αk wählen können, ohne (2.4b) zu verletzen.

2) Sie verhindern, dass die Komponenten von x und µ “zu nahe” an die Null
kommen.

Wir führen den zentralen Pfad C ein, eine durch τ > 0 parametrisierte Kurve in
IR

n × IR
m × IR

n, wobei die Punkte (xτ , λτ , µτ ) ∈ C Lösungen des folgenden nicht-
linearen Gleichungs-Systems sind:

ATλ+ µ = c,(2.5a)

Ax = b,(2.5b)

xiµi = τ, i ∈ {1, . . . , n},(2.5c)

(x, µ) > 0.(2.5d)

In (2.5d) bedeutet (x, µ) > 0, dass sowohl x > 0 als auch µ > 0 gelten. Anstatt
von (2.3c) verlangen wir, dass alle Produkte von xτ

i und µτ
i gleich τ > 0 sind. Der

zentrale Pfad ist daher die Menge

C =
{
(xτ , λτ , µτ ) ∈ IR

n × IR
m × IR

n | (xτ , λτ , µτ ) löst (2.5) für ein τ > 0
}
.

Es kann gezeigt werden, dass für jedes τ > 0 genau eine Lösung (xτ , λτ , µτ ) existiert,
wenn F◦ 6= ∅ gilt. Wir können (2.5) in der Form

(2.6) F̃ (xτ , λτ , µτ ) = F (xτ , λτ , µτ ) −





0
0
τe



 =





0
0
0





schreiben. Damit approximiert (2.5) das System (2.3) zunehmend besser für τ → 0.
Wenn für eine Folge {τn}∞n=0 mit τn > 0 für alle n und limn→∞ τn = 0 die Folge
{(xτn , λτn , µτn)}∞n=0 für n→ ∞ gegen ein Grenzelement (x∗, λ∗, µ∗) konvergiert, so
löst (x∗, λ∗, µ∗) das System (2.3).

Primal-Duale Verfahren wählen für τ > 0 Newton-Schritte zum zentralen Pfad
C. Sei σ ∈ [0, 1], und die sogenannte gewichtete Dualitäts-Lücke definiert durch

η =
1

n

n∑

i=1

xiµi =
xTµ

n
.

Im Englischen werden die Parameter σ und η centering parameter beziehungsweise
duality measure genannt. Wir schreiben τ = ση und wenden bei festem τ einen
Newton-Schritt auf (2.6) an, das heißt, auf das System F̃ (xτ , λτ , µτ ) = 0:





0 AT I
A 0 0
Mk 0 Xk









∆xk

∆λk

∆µk



 =





0
0

−XkMke+ σηe



 ,
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wobei Xk = diag (xk
1 , . . . , x

k
n) und Mk = diag (µk

1 , . . . , µ
k
n) gelten. Das Lösungs-

Tripel (∆xk,∆λk,∆µk) ist damit ein Newton-Schritt in Richtung des Punktes
(xση, λση , µση) mit xση

i µση
i = ση bei festen Werten von σ und η. Im Fall von σ = 0

erhalten wir wieder den Newton-Schritt für (2.4a), für σ = 1 hingegen einen Schritt
in Richtung von (xη, λη, µη). Oft wird σ ∈ (0, 1) gewählt.

Wir wollen nun den Primal-Dualen Algorithmus formulieren.

Algorithmus 2.1 (Primal-Duales Verfahren).

1) Wähle (x0, λ0, µ0) ∈ F◦ und setze k = 0.
2) Löse das lineare Gleichungs-System

(2.7)





0 AT I
A 0 0
Mk 0 Xk









∆xk

∆λk

∆µk



 =





0
0

−XkMke+ σkηke





mit σk ∈ [0, 1] und ηk = (xk)Tµk/n. Setze

(2.8) (xk+1, λk+1, µk+1) = (xk, λk, µk) + αk(∆xk,∆λk,∆µk),

wobei αk ∈ (0, 1] derart bestimmt wird, dass (xk+1, µk+1) > 0 erfüllt ist.
3) Sofern kein Abbruch-Kriterium eintritt, setze k = k + 1 und gehe zurück

zu Schritt 2).

Bemerkung 2.2. 1) Die Wahl der Parameter σk und αk führt zu un-
terschiedlichen Varianten von Algorithmus 2.1.

2) Für den Startwert haben wir (x0, λ0, µ0) ∈ F◦. Mittels Induktion können
wir zeigen, dass (xk, λk, µk) ∈ F◦ für alle k ≥ 1 gilt.

3) Bei nicht-zulässigen Innere-Punkte Verfahren fordern wir nur (x0, µ0) > 0.
Mit der Notation

rb(x) = Ax− b und rc(λ, µ) = ATλ+ µ− c

lösen wir dann an der Stelle von (2.7) das lineare System




0 AT I
A 0 0
Mk 0 Xk









∆xk

∆λk

∆µk



 =





−rc(λk, µk)
−rb(xk)

−XkMke+ σkηke



 .

Gilt αk̄ = 1 für ein k̄ ≥ 0, so folgen rb(x
k) = 0 und rc(λ

k, µk) = 0 für
alle k > k̄. Das liegt an der Linearität der beiden Gleichungen (2.5a) und
(2.5b). ♦

2. Pfad-Verfolgungs Verfahren

Pfad-Verfolgungs Verfahren restringieren die Iterierten auf eine Umgebung des
zentralen Pfades C und folgen der Kurve C zu einer Lösung des linearen Optimie-
rungs-Problems. Dabei wird der Ausdruck

ηk =
1

n

n∑

i=1

xk
i µ

k
i

sukzessive für k → ∞ verkleinert. Für θ, γ ∈ (0, 1] definieren wir folgende Umge-
bungen des zentralen Pfades C:

U2(θ) =
{
(x, λ, µ) ∈ F◦ | ‖XMe− ηe‖2 ≤ θη

}

U−∞(γ) =
{
(x, λ, µ) ∈ F◦ |xiµi ≥ γη für i = 1, . . . , n

}
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Typische Werte sind θ = 0.5 und γ = 10−3. In U−∞(γ) fordern wir xiµi ≥ γη
für jede Komponente des Vektors XMe. Wir nähern uns im Grenzfall γ → 0 der
Menge F . In U2(θ) sind die Anforderungen im allgemeinen restriktiver.

Beispiel 2.3. Wir wählen als Beispiel im IR
2 die Vektoren x = (11, 1)T und

µ = (1, 1)T . Dann gilt (x, µ) > 0. Ferner bekommen wir

η =
11 · 1 + 1 · 1

2
= 6.

Mit γ = 1/6 folgt xiµi ≥ γη für i = 1, 2. Für die Euklidische Norm hingegen
erhalten wir

‖XMe− ηe‖2 =
√

(11 − 6)2 + (1 − 6)2 =
√

50 > 7 > θη für alle θ ∈ (0, 1].

Damit erfüllt das Paar (x, µ) die Ungleichungs-Bedingung in U−∞(γ) für γ = 1/6 ∈
(0, 1], allerdings nicht die entsprechende Bedingung in U2(θ) für ein θ ∈ (0, 1]. ♦

Algorithmus 2.4 (Zulässiges Pfad-Verfolgungs Verfahren).

1) Wähle γ ∈ (0, 1), 0 < σ < σ < 1, ε ∈ (0, 1), w0 = (x0, λ0, µ0) ∈ U−∞(γ)
und setze k = 0.

2) Ist ηk = (xk)Tµk/n ≤ ε erfüllt, dann STOPP.
3) Wähle σk ∈ [σ, σ] und bestimme eine Lösung

∆wk = (∆xk,∆λk,∆µk)

des linearen Gleichungs-Systems (2.7). Sei αk die größte Schrittweite α ∈
(0, 1] mit

wk(α) = (xk + α∆xk, λk + α∆λk, µk + α∆µk) ∈ U−∞(γ).

4) Setze wk+1 = wk(αk), k = k + 1 und gehe zurück zu Schritt 2).

Bemerkung 2.5. 1) Algorithmus 2.4 ist ein Spezialfall von Algorith-
mus 2.1. Bei der Wahl von σk bestehen weiter Freiheitsgrade, allerdings
sind σk = 0 und σk = 1 ausgeschlossen. Ferner haben wir gleichmäßige
Schranken für die σk’s: 0 < σ ≤ σk ≤ σ < 1 für alle k ≥ 0.

2) Die Wahl von αk ist in Algorithmus 2.4 fest vorgeschrieben. Die Konver-
genzeigenschaften des Verfahrens ändern sich aber nicht, wenn wir geeig-
nete Backtracking-Strategien verwenden:

imax ∈ IN; ǫ ∈ (0, 1); i = 0; α
(0)
k = 1;

while
(

wk(α
(i)
k ) 6∈ U−∞(γ) and i ≤ imax and α

(i)
k > ǫ

)

α
(i+1)
k = βα

(i)
k ; i = i+ 1;

end;

αk = α
(i)
k ;

mit einem Parameter β ∈ (0, 1). Bei einer Wahl β ≈ 1 lässt sich das αk aus
Algorithmus 2.4, Schritt 2), recht gut bestimmen, es sind aber eventuell
viele Iterationen in der while-Schleife der Backtracking-Strategie notwen-
dig. Ist β ≈ 0, so ist die while-Schleife schnell beendet, der Schrittweiten-
Parameter αk wird aber in der Regel deutlich kleiner sein als der von
Algorithmus 2.4 in Schritt 3). ♦
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3. Konvergenz-Analyse für Algorithmus 2.4

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns mit der Untersuchung der Konvergenz
von Algorithmus 2.4. Es wird sich herausstellen, dass der Algorithmus folgende
beiden Eigenschaften besitzt:

• das Verfahren bricht nach endlich vielen Iterationen mit Schritt 2.) ab,
• die Anzahl der Iterationen hängt polynomial von der Anzahl der Unbe-

kannten ab (polynomiale Komplexität).

Wir bemerken an der Stelle, dass das Simplex-Verfahren aus der Linearen Program-
mierung kein polynomiales Verfahren ist. Es gibt dazu das Gegenbeispiel von Klee
und Minty.

Zur Untersuchung der Konvergenz-Eigenschaften sind einige Hilfsresultate not-
wendig.

Lemma 2.6. Seien u, v ∈ IR
n zwei Vektoren mit uT v ≥ 0. Dann gilt

‖UV e‖2 ≤ 2−3/2 ‖u+ v‖2
2

wobei U = diag (u1, . . . , un), V = diag (v1, . . . , vn) Diagonalmatrizen aus IR
n×n

sind und e = (1, . . . , 1)T ∈ IR
n gilt.

Beweis. Zunächst gilt für beliebige Zahlen α, β ∈ IR:

(2.9)
1

4
(α+ β)2 =

1

4
(α − β)2 + αβ ≥ αβ.

Wegen uT v ≥ 0 erhalten wir

(2.10) 0 ≤ uT v =
∑

uivi≥0

uivi +
∑

uivi<0

uivi =
∑

i∈P

uivi −
∑

i∈M

|uivi|

mit der Menge P = {i ∈ {1, . . . , n} |uivi ≥ 0} der nicht-negativen Indizes und der
Menge M = {i ∈ {1, . . . , n} |uivi < 0} der negativen Indizes. Weiter haben wir die
Ungleichung

(2.11) ‖x‖2 ≤ ‖x‖1 =

n∑

i=1

|xi| für alle x ∈ IR
n

zur Verfügung. Die Beziehung (2.11) sehen wir wie folgt: Für x = 0 ist nichts zu
zeigen. Sei nun α = ‖x‖1 > 0. Dann gilt |xi|/α ≤ 1 für alle 1 ≤ i ≤ n und wir
erhalten

‖x‖2
2

‖x‖2
1

=

n∑

i=1

(xi

α

)2

≤
n∑

i=1

|xi|
α

= 1,

woraus direkt (2.11) folgt. Bevor wir nun die Aussage des Lemmas beweisen können,
führen wir noch eine Notation ein: Für den Vektor w ∈ IR

n mit den Komponenten
wi = uivi, i = 1, . . . , n, schreiben wir [uivi]i∈P für den Vektor, der nur die nicht-
negativen Komponenten von wi enthält und [uivi]i∈M für den Vektor, der nur die
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negativen Komponenten enthält. Nun ergibt sich aus (2.9)-(2.11):

‖UV e‖2 =
(

‖[uivi]i∈P‖2
2 + ‖[uivi]i∈M‖2

2

)1/2

(2.11)

≤
(

‖[uivi]i∈P‖2
1 + ‖[uivi]i∈M‖2

1

)1/2

(2.10)

≤
(

2 ‖[uivi]i∈P‖2
1

)1/2

=
√

2 ‖[uivi]i∈P‖1

(2.9)

≤
(

2 ‖
[
1
2 (ui + vi)

2
]

i∈P
‖2

1

)1/2

= 2−3/2
∑

i∈P

(ui + vi)
2

≤ 2−3/2
n∑

i=1

(ui + vi)
2 = 2−3/2 ‖u+ v‖2

2,

was zu zeigen war. �

Seien ∆xk = (∆xk
1 , . . . ,∆x

k
n)T und ∆µk = (∆µk

1 , . . . ,∆µ
k
n)T die Lösungen von

(2.7). Wir führen die beiden folgenden n× n-Diagonal-Matrizen ein:

∆Xk = diag (∆xk
1 , . . . ,∆x

k
n) und ∆Mk = diag (∆µk

1 , . . . ,∆µ
k
n).

Lemma 2.7. Sei (xk, λk, µk) ∈ U−∞(γ). Dann folgt

‖∆Xk∆Mke‖2 ≤ 2−3/2

(

1 +
1

γ

)

nηk,

wobei ηk = (xk)Tµk/n die aktuelle gewichtete Dualitätslücke bezeichnet.

Beweis. Nach Voraussetzung gelten xk
i µ

k
i ≥ γηk > 0, so dass alle Komponen-

ten auf den Diagonalen von Xk und Mk positiv sind. Aus der dritten Blockzeile
von (2.7) ergibt sich

Mk∆xk +Xk∆µk = −XkMke+ σkηke.

Multiplizieren wir diese Gleichung mit (XkMk)−1/2 von links und verwenden die
Abkürzung Dk = (Xk)1/2(Mk)−1/2 so erhalten wir

(Mk)−1/2(Xk)−1/2Mk∆xk + (Mk)−1/2(Xk)1/2∆µk

= (XkMk)−1/2
(
−XkMke+ σkηke

)
.

Da Xk und Mk Diagonalmatrizen sind, erhalten wir

(2.12) (Dk)−1∆xk +Dk∆µk = (XkMk)−1/2
(
−XkMke+ σkηke

)
.

Weiter haben wir

(2.13) (∆xk)T ∆µk = 0.

Denn aus der ersten Blockzeile in (2.7) folgen AT ∆λk + ∆µk = 0 und daher

(∆xk)TAT ∆λk + (∆xk)T ∆µk = 0.

Wegen der zweiten Blockzeile in (2.7) gilt (∆xk)TAT = 0 und damit bekommen
wir (2.13). Setzen wir u = (Dk)−1∆xk und v = Dk∆µk, so bekommen wir mit
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Lemma 2.6 und (2.12)

(2.14)

‖∆Xk∆Mke‖2 = ‖((Dk)−1∆Xk)(Dk∆Mk)e‖2

≤ 2−3/2 ‖(Dk)−1∆xk +Dk∆µk‖2

2

= 2−3/2 ‖(XkMk)−1/2(−XkMke+ σkηke)‖
2

2.

Aus (xk)Tµk = nηk, eT e = n, xk
i µ

k
i ≥ γηk für i = 1, . . . , n und σk ∈ (0, 1) erhalten

wir

‖∆Xk∆Mke‖2 ≤ 2−3/2 ‖ − (XkMk)1/2e+ σkηk(XkMk)−1/2e)‖2

2

= 2−3/2

(

(xk)Tµk − 2σkηke
T e+ σ2

kη
2
k

n∑

i=1

1

xk
i µ

k
i

)

≤ 2−3/2

(

(xk)Tµk − 2σkηke
T e+ σ2

kηk
n

γ

)

= 2−3/2

(

nηk − 2σkηkn+
nσ2

kηk

γ

)

= 2−3/2nηk

(

1 − 2σk +
σ2

k

γ

)

< 2−3/2nηk

(

1 +
1

γ

)

,

was zu zeigen war. �

Wir geben als nächstes eine obere Schranke für die Schrittweite αk an. Dieses
Resultat kann als der wesentliche Schritt zum Nachweis der polynomialen Komple-
xität von Algorithmus 2.4 angesehen werden.

Lemma 2.8. Sei die Iterierte (xk, λk, µk) ∈ U−∞(γ) gegeben. Dann gilt

(xk(α), λk(α), µk(α)) ∈ U−∞(γ)

für alle α ∈ (0, ᾱk] mit

ᾱk = 23/2γ
σk

n

1 − γ

1 + γ
.

Beweis. Aus der dritten Blockzeile von (2.7) ergibt sich

(2.15) µk
i ∆xk

i + xk
i ∆µk

i = −xk
i µ

k
i + σkηk für i = 1, . . . , n.

Anwendung von Lemma 2.7 führt auf

(2.16) |∆xk
i ∆µk

i | ≤ ‖∆Xk∆Mke‖2 ≤ 2−3/2

(

1 +
1

γ

)

nηk für i = 1, . . . , n.

Mit xk
i µ

k
i ≥ γηk für i = 1, . . . , n, (2.15) und (2.16) folgt

(2.17)

xk
i (α)µk

i (α) = (xk
i + α∆xk

i )(µk
i + α∆µk

i )

= xk
i µ

k
i + α

(
xk

i ∆µk
i + µk

i ∆xk
i

)
+ α2∆xk

i ∆µk
i

(2.15)

≥ (1 − α)xk
i µ

k
i + ασkηk − α2|∆xk

i ∆µk
i |

(2.16)

≥ (1 − α)γηk + ασkηk − 2−3/2α2nηk

(

1 +
1

γ

)

für i = 1, . . . , n und für α ∈ [0, 1]. Die dritte Blockzeile von (2.7) lautet in Matrix-
Schreibweise

Mk∆xk +Xk∆µk = −XkMke+ σkηke.
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Summation über die n Komponenten dieser Gleichung liefert

(µk)T ∆xk + (xk)T ∆µk = −(1 − σk)(xk)Tµk.

Zusammen mit (2.13) ergibt sich daher

(2.18)
(xk(α))Tµk(α) = (xk)Tµk + α

(
(µk)T ∆xk + (xk)T ∆µk

)

= (xk)Tµk(1 − α(1 − σk)).

Daher ist die Bedingung

(2.19) xk
i (α)µk

i (α) ≥ γηk = γ
(xk(α))Tµk(α)

n

(2.18)
= γ

(
1 − α(1 − σk)

)
ηk

für i = 1, . . . , n erfüllt, sofern wegen (2.17)

γ(1 − α)ηk + ασkηk − 2−3/2α2

(

1 +
1

γ

)

nηk ≥ γ
(
1 − α(1 − σk)

)
ηk

erfüllt ist. Eine Umformung der Terme zeigt, dass dies äquivalent ist zu

ασkηk(1 − γ) ≥ 2−3/2α2nηk

(

1 +
1

γ

)

.

Letzteres führt auf die Bedingung

α ≤ 23/2γ
σk

n

1 − γ

1 + γ
= ᾱk.

Nun ist nur noch (xk(α), λk(α), µk(α)) ∈ F◦ für alle α ∈ [0, ᾱk] zu zeigen. Nach
Voraussetzung haben wir Axk = b und ATλk + µk = c. Wegen (2.7) gelten dann
offenbar

Axk(α) = b und ATλk(α) + µk(α) = c

für alle α ≥ 0. Aus γ ∈ (0, 1) bekommen wir γ(1 − γ) ≤ 1/4. Also

α ≤ 23/2γ
σk

n

1 − γ

1 + γ
≤ 23/2 1

4

σ

n

1

1 + γ
<

1√
2n

< 1.

Wegen xk = xk(0) > 0 und µk = µk(0) > 0 folgt aus (2.19) und dem gerade
bewiesenem Teil für alle α ∈ (0, ᾱk] ( [0, 1]:

xk
i (α)µk

i (α) ≥ γ
(
1 − α(1 − σk)

︸ ︷︷ ︸

<1

)
ηk > 0 für i = 1, . . . , n.

Also kann kein Index i ∈ {1, . . . , n} und kein α ∈ [0, ᾱk] existieren mit xk
i (α) = 0

oder µk
i (α) = 0. �

Nun können wir die Reduktion von ηk abschätzen.

Satz 2.9. Sei {(xk, λk, µk)}∞k=0 eine durch Algorithmus 2.4 erzeugte Folge.
Dann gilt

ηk+1 ≤
(

1 − δ

n

)

ηk für alle k ≥ 0

für eine von k unabhängige Konstante δ > 0.
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Beweis. Wegen Lemma 2.8 erhalten wir

αk ≥ ᾱk = 23/2γ
σk

n

1 − γ

1 + γ
für alle k ≥ 0.

Aus (2.18) ergibt sich daher

(2.20)
ηk+1 = ηk(αk) =

(xk(αk))Tµk(αk)

n

=
(
1 − αk(1 − σk)

)
ηk ≤

(

1 − 23/2

n
γ

1 − γ

1 + γ
σk(1 − σk)

)

ηk.

Die quadratische Funktion σ 7→ σ(1 − σ) ist strikt konkav. Daher nimmt sie ihr
Minimum in dem kompakten Intervall [σ, σ] ⊂ (0, 1) an einem der Endpunkte an.
Also gilt

σk(1 − σk) ≥ min
{
σ(1 − σ), σ(1 − σ)

}
für alle σk ∈ [σ, σ].

Setzen wir

δ = 23/2 γ
1 − γ

1 + γ
min

{
σ(1 − σ), σ(1 − σ)

}
> 0,

so folgt die Behauptung des Satzes aus (2.20). �

Nun sind wir in der Lage, das wesentliche Konvergenzresultat für Algorith-
mus 2.4 zu beweisen. Dieses besagt, dass der Algorithmus 2.4 nach O(n| log(ε)|) Ite-
rationen dem Abbruchkriterium aus Schritt 2) genügt, wobei die in der O-Notation
steckende Konstante von der Qualität des Startvektors abhängt.

Satz 2.10. Sei {(xk, λk, µk)}∞k=0 eine durch Algorithmus 2.4 erzeugte Folge,
wobei der Startvektor (x0, λ0, µ0) der Bedingung

(2.21) η0 ≤ 1

ε̺

für eine positive Konstante ̺ > 0 genügt. Dann existiert ein K ∈ IN mit K =
O(n| log(ε)|) und

ηk ≤ ε für alle k ≥ K.

Beweis. Nach Satz 2.9 haben wir

ηk+1 ≤
(

1 − δ

n

)

ηk.

Also folgt

log ηk+1 ≤ log

(

1 − δ

n

)

+ log ηk.

Wiederholte Anwendung ergibt mit (2.21)

log ηk ≤ log

(

1 − δ

n

)

+ log ηk−1 ≤ 2 log

(

1 − δ

n

)

+ log ηk−2

≤ k log

(

1 − δ

n

)

+ log η0 ≤ k log

(

1 − δ

n

)

+ ̺ log
1

ε
.

Wegen 1 + β ≤ eβ gilt

log(1 + β) ≤ β für alle β > −1.

Daher erhalten wir

log ηk ≤ k

(

− δ

n

)

+ ̺ log
1

ε
.
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Es gilt also ηk ≤ ε, sofern

k

(

− δ

n

)

+ ̺ log
1

ε
≤ log ε

erfüllt ist. Also bekommen wir die Bedingung

k ≥ K = (1 + ̺)
n

δ
log

1

ε
,

was zu zeigen war. �

Bemerkung 2.11. Wir betonen abschließend noch, dass die beiden Sätze 2.9
und 2.10 auch noch gelten, wenn wir αk in Algorithmus 2.4 durch die in Lemma 2.8
gegebene explizite Schranke ᾱk ersetzen. ♦

Nun kommen wir zu einem nicht-zulässigen Verfahren. Dazu haben wir bereits
die Residuenvektoren

rb(x) = Ax− b ∈ IR
m und rc(λ, µ) = ATλ+ µ− c ∈ IR

n

eingeführt. Wir werden die Kurzschreibweise rk
b = rb(x

k) sowie rk
c = rc(λ

k, µk)
verwenden. In Algorithmus 2.4 galten stets rk

b = 0 und rk
c = 0 für alle k ∈ IN. Die

Wahl eines Startwertes (x0, λ0, µ0) ∈ U−∞(γ) kann aber unter Umständen nicht so
einfach sein. Im weiteren müssen die beiden Residuenvektoren rk

b und rk
c nicht mehr

notwendig gleich null sein, so dass im Hinblick auf die Wahl des Startwertes mehr
Freiheiten zugelassen sind. Allerdings muss die Menge U−∞(γ) modifiziert werden:

U−∞(γ, β) =

{

(x, λ, µ) ∈ IR
n × IR

m × IR
n | xi µi ≥ γη für 1 ≤ i ≤ n und

‖(rb(x), rc(λ, µ))‖2 ≤ ‖(r0b , r0c )‖2

η0
βη

}

mit γ ∈ (0, 1), β ≥ 1 und η = xTµ/n. Offenbar ist β ≥ 1 notwendig dafür, dass auch
der Startwert (x0, λ0, µ0) in U−∞(γ, β) liegt. In U−∞(γ, β) habe wir die zusätzliche
Forderung

‖(rb(x), rc(λ, µ)‖2 ≤ ‖(r0b , r0c )‖2

η0
βη,

um die Verletztheit der beiden linearen Gleichungen Ax = b und ATλ + µ = c zu
messen.

Gilt limk→∞ ηk = 0, so folgt auch für nicht-zulässiges (xk, λk, µk)

lim
k→∞

rk
b = 0 und lim

k→∞
rk
c = 0.

Jeder Häufungspunkt der Folge {(xk, λk, µk)}∞k=0 erfüllt daher die Optimalitätsbe-
dingungen

ATλ+ µ = c,

Ax = b,

xiµi = 0, i = 1, . . . , n,

(x, µ) ≥ 0.

Algorithmus 2.12 (Nicht-zulässiges Pfad-Verfolgungs Verfahren).

1) Wähle γ ∈ (0, 1), β ≥ 1, 0 < σ < σ ≤ 1/2, ε ∈ (0, 1), w0 = (x0, λ0, µ0)
mit (x0, µ0) > 0 und x0

iµ
0
i ≥ γη0 für i = 1, . . . , n und setze k = 0.
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2) Ist ηk = (xk)Tµk/n ≤ ε erfüllt, dann STOPP.
3) Wähle σk ∈ [σ, σ] und bestimme eine Lösung

∆wk = (∆xk,∆λk,∆µk)

des linearen Gleichungs-Systems

(2.22)





0 AT I
A 0 0
Mk 0 Xk









∆x
∆λ
∆µ



 =





−rk
c

−rk
b

−XkMke+ σkηke



 .

Sei αk die größte Schrittweite α ∈ (0, 1] mit

(2.23) wk(α) = (xk + α∆xk, λk + α∆λk, µk + α∆µk) ∈ U−∞(γ, β)

und

(2.24) ηk(α) ≤ (1 − 0.01α)ηk.

4) Setze wk+1 = wk(αk), k = k + 1 und gehe zurück zu Schritt 2).

Bemerkung 2.13. 1) Wegen β ≥ 1 folgt (x0, λ0, µ0) ∈ U−∞(γ, β). Da-
her liegt wegen (2.23) die gesamte Folge {wk}∞k=0 in U−∞(γ, β).

2) Die Bedingung (2.24) garantiert eine hinreichende Abnahme der gewich-
teten Dualitätslücke ηk.

3) Die schwer zu berechnende Schrittweite αk kann wieder durch einen expli-
ziten Ausdruck ersetzt werden. Für Details verweisen wir an dieser Stelle
auf [13]. ♦

Wir zitieren hier den folgenden Satz aus [13, S. 159].

Satz 2.14. Sei {wk}∞k=0 eine durch Algorithmus 2.12 erzeugte Folge. Dann
gelten folgende Aussagen:

1) Die Folge {ηk}∞k=0 konvergiert linear gegen Null.
2) Die Folge {‖(rk

b , r
k
c )‖}∞k=0 konvergiert r-linear gegen Null, das heißt, die

Folge {‖(rk
b , r

k
c )‖}∞k=0 nicht-negativer Zahlen wird durch eine linear gegen

Null konvergierende Folge {ck}∞k=0 majorisiert (ck ≥ 0 für alle k ∈ IN,
limk→∞ ck = 0 und ‖(rk

b , r
k
c )‖2 ≤ ck für alle k ∈ IN).

4. Der Prädiktor-Korrektor Algorithmus von Mehrotra

Die meisten Innere-Punkte Verfahren in Programm-Bibliotheken basieren auf
einer von Mehrotra vorgeschlagenen Variante, die im wesentlichen zwei Gesichts-
punkte hat:

1) Hinzufügen eines Korrektur-Schrittes bei der Berechnung der Suchrich-
tung;

2) adaptive Wahl des Parameters σk.

Motivieren kann man das Verfahren, in dem der zentrale Pfad C so verschoben wird,
dass er an der aktuellen Iterierten (xk, λk, µk) beginnt und weiterhin in der Menge
der zulässigen Lösungen endet. Daher haben wir eine modifizierte Kurve

H =
{
(x̂(s), λ̂(s), µ̂(s)) ∈ IR

n × IR
m × IR

n : s ∈ [0, 1)
}

mit (x̂(0), λ̂(0), µ̂(0)) = (xk, λk, µk) und, sofern der Grenzwert existiert,

lim
sր1

(x̂(s), λ̂(s), µ̂(s)) ∈ C
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Damit startet die Kurve H von einem Punkt, der nicht auf C liegt, endet aber in
einem Punkt, der zur Menge C gehört.

Das Verfahren kombiniert drei Schritte zur Bestimmung der Suchrichtung:

1) Prädiktor-Schritt, der erlaubt, σk zu berechnen;
2) Korrektur-Schritt, der Information zweiter Ordnung von H (d.h., Informa-

tion über die Krümmung), ausnutzt, um näher an die Lösung zu kommen;
3) Zentrierender Schritt, in dem σk in die dritte Blockgleichung in (2.22)

eingesetzt wird.

Konkret lösen wir zunächst (2.22) mit der Wahl σk = 0, d.h.,

(2.25)





0 AT I
A 0 0
Mk 0 Xk









∆xaff

∆λaff

∆µaff



 =





−rk
c

−rk
b

−XkMke



 .

Die Richtung (∆xaff ,∆λaff ,∆µaff) wird im Englischen affine scaling direction ge-
nannt, daher die Bezeichnung mit dem Index aff.

Dann bestimmen wir die größtmögliche Schrittweiten αaff
prim, αaff

dual ∈ (0, 1], so
dass

xk(αaff
prim) = xk + αaff

prim∆xaff ≥ 0, µk(αaff
dual) = µk + αaff

dual∆µ
aff ≥ 0.

Wir haben explizite Formeln für die Schrittweiten zur Verfügung:

αaff
prim = min

{

1, min
i : ∆xaff

i
<0

−xk
i

∆xaff
i

}

,(2.26a)

αaff
dual = min

{

1, min
i : ∆µaff

i <0

−µk
i

∆µaff
i

}

.(2.26b)

Dann folgen offenbar

xk
i + αaff

prim∆xaff
i ≥ xk

i − xk
i

∆xaff
i

∆xaff
i = 0,

µk
i + αaff

dual∆µ
aff
i ≥ µk

i − µk
i

∆µaff
i

∆µaff
i = 0.

Mit den berechneten Schrittweiten berechnen wir

(2.27) ηaff =
1

n

(
xk(αaff

prim)
)T
µk(αaff

dual)

und mit ηk = (xk)Tµk/n setzen wir

σ =

(
ηaff

ηk

)3

.

Ist nun ηaff ≪ ηk, so ist σ klein (und umgekehrt).
Im Korrektur-Schritt wählen wir auf der rechten Seite von (2.25) den Vektor

(0, 0,−∆Xaff∆Maffe)T und im letzten Schritt (0, 0, σηke)
T . Insgesamt haben wir

dann das System

(2.28)





0 AT I
A 0 0
Mk 0 Xk









∆x
∆λ
∆µ



 =





−rk
c

−rk
b

−XkMke− ∆Xaff∆Maffe+ σηke
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und setzen dann

αprim
k = min

{

1, min
i : ∆xi<0

−xk
i

∆xi

}

,(2.29a)

αdual
k = min

{

1, min
i : ∆µi<0

−µk
i

∆µi

}

.(2.29b)

Bemerkung 2.15. Um den Korrekturschritt zu motivieren, betrachten wir

(xk
i + ∆xaff

i )(µk
i + ∆µaff

i ) = xk
i µ

k
i + xk

i ∆µaff
i + ∆xaff

i µk
i + ∆xaff

i ∆µaff
i = ∆xaff

i ∆µaff
i ,

wobei wir die dritte Blockzeile von (2.25) verwendet haben. Wird also ein voller
Schritt gewählt, d.h., αaff

prim = αaff
dual = 1, so geht das Produkt xk

i µ
k
i im Prädiktor-

Schritt statt auf den Wert 0 über in das Produkt ∆xaff
i ∆µaff

i , i = 1, . . . , n. Der
Korrektur-Schritt versucht dieses zu kompensieren, so dass das Produkt der Kom-
ponenten xk + ∆x mit µk + ∆µ näher an Null ist. ♦

Algorithmus 2.16 (Mehrotra Prädiktor-Korrektur Verfahren).

1) Wähle (x0, λ0, µ0) ∈ IR
n × IR

m × IR
n mit (x0, µ0) > 0, ε ∈ (0, 1) und setze

k = 0.
2) Ist ηk = (xk)Tµk/n ≤ ε erfüllt, dann STOPP.
3) Löse (2.25) für (∆xaff ,∆λaff ,∆µaff).
4) Berechne die Schrittweiten αaff

prim, αaff
dual, η

aff gemäß (2.26) sowie (2.27)

und setze σ = (ηaff/ηk)3.
5) Löse (2.28) für (∆x,∆λ,∆µ).

6) Berechne die Schrittweiten αprim
k und αdual

k mit (2.29).

7) Setze xk+1 = xk + αprim
k ∆x, (λk+1, µk+1) = (λk, µk) + αdual

k (∆λ,∆µ),
k = k + 1, und gehe zurück zu Schritt 2).

Bemerkung 2.17. Für Algorithmus 2.16 ist keine Konvergenzanalysis vorhan-
den. Es gibt auch Beispiele, in denen Algorithmus 2.16 divergiert, was allerdings
durch kleine Modifikationen verhindert werden kann. In vielen Anwendungen ist
aber das Konvergenzverhalten des Prädiktor-Korrektor Verfahrens sehr gut. ♦



KAPITEL 3

Quadratische Programmierung

In diesem Kapitel beschäftigen wir uns mit der Quadratischen Programmierung
(im Englischen quadratic programming), wo die Zielfunktion quadratisch ist und
lineare Nebenbedingungen vorliegen. Diese Problemklasse ist insbesondere auch
deshalb von großer Bedeutung, da sie uns im Kapitel 4 als Teilproblem von einem
iterativem Verfahren, dem SQP-Verfahren, wieder beschäftigen wird.

Das Standard-Problem in diesem Abschnitt lautet wie folgt

(QP) min q(x) =
1

2
xTQx+ xT d u.d.N.

{

aT
i x = bi, i = 1, . . . ,m,

aT
i x ≥ bi, i = m+ 1, . . . ,m+ p.

Wir setzen voraus, dass Q ∈ IR
n×n symmetrisch und positiv semi-definit ist. Fer-

ner gelte ai ∈ IR
n für i = 1, . . . ,m + p. Dann ist (QP) ein konvexes Optimie-

rungsproblem, da die Nebenbedingungen eine konvexe Menge beschreiben und die
Zielfunktion konvex ist.

1. Gleichungsrestringierte Probleme

In diesem Abschnitt beschränken wir uns auf Probleme ohne Ungleichungen.
Daher betrachten wir

(QPGl) min q(x) =
1

2
xTQx+ xT d u.d.N. Ax = b,

wobei A ∈ IR
m×n gegeben ist durch

A =






aT
1

...
aT

m






mit RangA = m, d.h., A hat vollen Rang. Ferner gelte m ≤ n.
Um die notwendigen Bedingungen erster Ordnung (siehe Satz 1.9) aufzustellen,

führen wir die affin-lineare Abbildung e : IR
n → IR

m durch e(x) = Ax − b für
x ∈ IR

n ein. Wegen ∇e(x) = A folgt, dass die Jacobi-Matrix von e vollen Rang
besitzt für alle x ∈ IR

n. Damit sind alle Punkte in IR
n reguläre Punkte bezüglich

der Nebenbedingung e(x) = 0. Ist also x∗ ∈ IR
n eine lokale Lösung von (QPGl), so

existiert ein Lagrange-Multiplikator λ∗ ∈ IR
m mit

∇q(x∗) + (λ∗)T∇e(x∗) = 0.

Speziell für (QPGl) bekommen wir daher die notwendige Bedingung:

Qx∗ + d+ATλ∗ = 0.

35
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Mit der Gleichungs-Nebenbedingung erhalten wir das lineare System

(3.1)

(
Q AT

A 0

) (
x∗

λ∗

)

=

(
−d
b

)

.

Da (3.1) die notwendigen Bedingungen erster Ordung darstellen, wird die Koeffizi-
enten-Matrix in (3.1) auch KKT-Matrix bezeichnet, wobei die Abkürzung KKT für
Karush-Kuhn-Tucker steht (vergleiche Satz 1.18).

Mit x∗ = x+ ∆x, e(x) = Ax− b und ∇q(x) = (Qx+ d)T lässt sich (3.1) auch
in der Form

(3.2)

(
Q AT

A 0

) (
∆x
λ∗

)

= −
(

∇q(x)T

e(x)

)

.

Wir erhalten bei der Wahl eines beliebigen x ∈ IR
n die Lösung (x∗, λ∗) von (3.1),

indem wir (3.2) lösen und dann x∗ = x+ ∆x setzen.
Um hinreichende Bedingungen für die Invertierbarkeit der KKT-Matrix anzu-

geben, führen wir eine Matrix Z ∈ IR
n×(n−m) ein, deren Spalten eine Basis für

Kern∇e(x) bilden. Damit gilt

(3.3) AZ = 0 ∈ IR
m×(n−m).

Lemma 3.1. Die Matrix A habe vollen Rang m, und ZTQZ sei positiv definit.
Dann ist die KKT-Matrix

K =

(
Q AT

A 0

)

invertierbar. Insbesondere existiert ein eindeutiges Paar (x∗, λ∗), welches (3.1) löst.

Beweis. Der Beweis folgt bereits aus Lemma 1.15. Wir wollen ihn aber hier
noch einmal mit etwas anderen Argumenten durchführen. Seien (x, λ) ∈ IR

n × IR
m

beliebig gewählt mit

(3.4)

(
Q AT

A 0

) (
x
λ

)

=

(
0
0

)

.

Aus der zweiten Blockzeile in (3.4) erhalten wir Ax = 0, das heißt, x ∈ KernA.
Damit existiert ein w ∈ IR

n−m, so dass wir x in der Form x = Zw schreiben können.
Aus Ax = 0 folgt xTAT = 0. Daher führt (3.4) auf die skalare Gleichung

0 =

(
x
λ

)T (
Q AT

A 0

) (
x
λ

)

=

(
x
λ

)T (
Qx+ATλ

0

)

= xTQx

= wTZTQZw.

Nach Voraussetzung ist ZTQZ positiv definit, also muss w = 0 gelten. Damit ist
auch x = Zw = 0. Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass auch λ = 0 gilt. Aus der
ersten Blockzeile in (3.4) ergibt sich mit x = 0 die Gleichung ATλ = 0. Da A vollen
Rang besitzt, ist A surjektiv. Deshalb ist die Matrix AT injektiv. Das bedeutet aber
λ = 0. �

Bemerkung 3.2. Die Matrix ZTQZ wird reduzierte Hesse-Matrix genannt.
Wir werden später noch auf diese Matrix zurückkommen. ♦

Beispiel 3.3. Wir betrachten das Problem

min q(x) u.d.N. x1 + x3 = 3, x2 + x3 = 0
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mit x = (x1, x2, x3) ∈ IR
3 und

q(x) = 3x2
1 + 2x1x2 + x1x3 +

5

2
x2

2 + 2x2x3 + 2x2
3 − 8x1 − 3x2 − 3x3.

Zuerst schreiben wir das Problem in der Form (QPGl). Wir setzen daher n = 3,
m = 2 und

Q =





6 2 1
2 5 2
1 2 4



 , d =





−8
−3
−3



 , A =

(
1 0 1
0 1 1

)

, b =

(
3
0

)

.

Eine Basis von KernA ist gegeben durch Z = (−1,−1, 1)T ∈ IR
3×1. Dann folgt

ZTQZ = 13 > 0. Nach Lemma 3.1 existiert genau eine Lösung (x∗, λ∗) von (3.1),
und zwar

x∗ =





2
−1
1



 und λ∗ =

(
3
−2

)

.

In diesem Beispiel ist Q selbst positiv definit. ♦

Ist (x∗, λ∗) eine Lösung von (3.1) unter den Voraussetzungen von Lemma 3.1,
so gelten auch die hinreichenden Bedingungen zweiter Ordnung, das heißt, x∗ ist
ein striktes lokales Minimum von (QPGl). Wir können diese Tatsache aber auch
auf einem anderen, direktem Weg beweisen.

Satz 3.4. Es seien die Voraussetzungen von Lemma 3.1 erfüllt. Dann ist die
eindeutige Lösung x∗ von (3.1) auch eine eindeutige globale Lösung von (QPGl).

Beweis. Sei x ∈ IR
n ein zulässiger Punkt, das heißt, es gilt Ax = b. Ferner sei

∆x = x∗ − x. Dann folgen Ax∗ = Ax = b und daher A∆x = 0. Somit liegt ∆x im
Kern von A. Ferner erhalten wir

(3.5)
q(x) =

1

2
(x∗ − ∆x)TQ(x∗ − ∆x) + dT (x∗ − ∆x)

=
1

2
∆xTQ∆x− ∆xTQx∗ − dT ∆x+ q(x∗).

Aus (3.1) schließen wir Qx∗ = −d−ATλ∗. Also bekommen wir mit ∆x ∈ KernA

∆xTQx∗ = ∆xT
(
− d−ATλ∗

)
= −∆xT d.

Einsetzen in (3.5) liefert

q(x) =
1

2
∆xTQ∆x+ q(x∗).

Wegen ∆x ∈ KernA ergibt sich die Darstellung ∆x = Zu für ein u ∈ IR
n−m, wobei

die Spalten der Matrix Z ∈ IR
n×(n−m) eine Basis des Kerns von A bilden. Damit

lässt sich q an der Stelle x schreiben als

q(x) =
1

2
uTZTQZu+ q(x∗).

Da ZTQZ positiv definit ist, gilt q(x) > q(x∗) für alle u ∈ IR
n−m \ {0} und daher

für alle x ∈ IR
n \ {x∗} mit Ax = b. Das bedeutet, dass x∗ das eindeutige globale

Minimum von (QPGl) bezeichnet. �
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Bemerkung 3.5. Wenn die reduzierte Hesse-Matrix nicht-positive Eigenwerte
hat, so besitzt (QPGl) keine beschränkte Lösung, ausgenommen in einem Spezial-
fall. Angenommen, (x∗, λ∗) lösen (3.1). Sei u ∈ IR

n−m ein Vektor mit uTZTQZu ≤
0. Wir setzen ∆x = Zu. Dann folgt für alle α > 0

A(x∗ + α∆x) = b,

so dass x∗ + α∆x für alle α > 0 zulässig ist, aber

q(x∗ + α∆x) = q(x∗) + α∆xT
(
Qx∗ + d

)
+
α2

2
∆xTQ∆x = q(x∗) +

α2

2
∆xTQ∆x

gilt, wobei wir die BeziehungenQx∗+d = −ATλ∗ und ∆xTATλ∗ = uTZTATλ∗ = 0
genutzt haben. Damit können wir zu jedem x∗, das die KKT-Bedingungen (3.1)
erfüllt, eine Richtung ∆x finden, in die q nicht wächst. Es existiert sogar im Fall,
wenn ZTQZ mindestens einen negativen Eigenwert besitzt, eine Richtung, in die
q sogar streng monoton fallend ist. Der einzige Fall, in dem (QPGl) eine Lösung
besitzt, tritt ein, wenn ZTQZ positiv semidefinit ist. Aber dann ist x∗ auch kein
striktes lokales Minimum. ♦

2. Lösung des KKT-Systems

Zunächst wollen wir bemerken, dass im Fall m ≥ 1 die KKT-Matrix stets
indefinit ist. Es gilt sogar das folgende Resultat (ohne Beweis):

Lemma 3.6. Die Matrix A habe vollen Rang m, und ZTQZ sei positiv defi-
nit. Dann hat die nach Lemma 3.1 reguläre KKT-Matrix genau n positive und m
negative Eigenwerte.

Wir wollen hier zwei Methoden zum Lösen des KKT-Systems besprechen, die
im Englischen mit range space method und null space method bezeichnet werden.

Range space method. Ist Q symmetrisch und positiv definit, so können wir
folgende Blockelimination beim KKT-System durchführen: Wir multiplizieren die
erste Zeile von (3.2) mit AQ−1 von links und erhalten

AQ−1Q∆x+AQ−1ATλ∗ = −AQ−1∇q(x)T .

Subtraktion der zweiten Zeile von (3.2) führt auf

(3.6) AQ−1ATλ∗ = −AQ−1(Qx+ d) + e(x) = e(x) −Ax−AQ−1d.

Offenbar ist die Matrix AQ−1AT ∈ IR
m×m symmetrisch und positiv definit, da wir

vorausgesetzt haben, dass Q symmetrisch und positiv definit ist. Damit können
wir das lineare Gleichungs-System (3.6) mit dem CG-Verfahren oder mit Hilfe der
Cholesky-Zerlegung lösen. Ist λ∗ berechnet, so bekommen wir für ∆x das System

Q∆x = −(Qx+ d) −ATλ∗

Auch hier können wir das CG-Vefahren oder die Cholesky-Zerlegung zur Bestim-
mung von ∆x verwenden.

Erforderlich ist bei der Anwendung der Range-Space-Methode die Realisierung
von Q−1. Daher wird dieses Verfahren zur Lösung des KKT-Systems angewendet,
wenn

• Q gut konditioniert ist,
• Q−1 ohne viel Aufwand zu invertieren ist, explizit bekannt ist oder durch

Quasi-Newton Updates approximiert wird,
• im Fall von m≪ n.
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Null space method. Für diese Strategie ist detQ 6= 0 nicht erforderlich, so
dass dieses Verfahren im allgemeinen öfter angewendet werden kann. Vorausgesetzt
werden die Annahmen von Lemma 3.1: Rang A = m und ZTQZ ist positiv definit,
wobei Z ∈ IR

n×(n−m) eine Matrix ist, deren Spalten eine Basis des Nullraums von
A bilden. Wir schreiben ∆x in

(3.7)

(
Q AT

A 0

) (
∆x
λ∗

)

= −
(
Qx+ d
Ax− b

)

in der Form

(3.8) ∆x = Y∆xY + Z∆xZ ,

wobei wir die Matrix Z bereits eingeführt haben und Y ∈ IR
n×m derart gewählt ist,

dass die zusammengesetzte Matrix [Y |Z] ∈ IR
n×n regulär ist. Ferner gelten ∆xY ∈

IR
m und ∆xZ ∈ IR

n−m. Offenbar bilden die Spalten von Y eine Basis von Bild AT .
Weiter bekommen wir A[Y |Z] = [AY |0], AY ∈ IR

m×m und Rang (AY ) = m. Wir
schließen aus der zweiten Blockzeile in (3.7)

(3.9) (AY )∆xY = −(Ax− b).

Das System (3.9) besitzt genau eine Lösung ∆xY ∈ IR
m. Wir setzen nun die Zerle-

gung (3.8) in die erste Blockzeile von (3.7) ein:

QY∆xY +QZ∆xZ +ATλ∗ = −Qx− d.

Multiplikation mit ZT von links führt wegen AZ = 0 ∈ IR
m×(n−m) auf

(3.10)
(ZTQZ)∆xZ = −ZTQY∆xY − ZTATλ∗ − ZT (Qx+ d)

= −ZT
(
QY∆xY +Qx+ d

)
.

Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.1 ist die Matrix ZTQZ positiv definit.
Daher können wir zur Berechnung von ∆xZ aus (3.10) das CG-Verfahren oder die
Cholesky-Faktorisierung verwendet werden. Damit ist ∆x aus (3.8) mittels (3.9)
und (3.10) berechenbar. Multiplizieren wir die erste Blockzeile in (3.7) mit Y T von
links, so erhalten wir das lineare System

(3.11) (AY )Tλ∗ = −Y T (Qx+ d+Q∆x).

Wegen det(AY ) 6= 0 ist λ∗ durch (3.11) eindeutig bestimmt.

Beispiel 3.7. Wir betrachten das Problem von Beispiel 3.3. Als Matrix Z
wählen wir Z = (−1,−1, 1)T . Damit können wir die Matrix

Y =
1

3





2 −1
−1 2

1 1





wählen. Es folgt

AY =
1

3

(
1 0 1
0 1 1

)




2 −1
−1 2

1 1



 =

(
1 0
0 1

)

.

Wir wählen x = 0 in (3.7). Damit folgen

e(x) = Ax− b = −b =

(
−3

0

)

und ∇q(x)T = Qx+ d = d =





−8
−3
−3



 .
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Aus (3.9) bekommen wir ∆xY = b = (3, 0)T . Wir berechnen die reche Seite von
(3.10):

−ZTQY

(
3
0

)

− ZT





−8
−3
−3





=

(
1

3
,
1

3
,−1

3

)




6 2 1
2 5 2
1 2 4









2 −1
−1 2

1 1





(
3
0

)

− (1, 1,−1)





−8
−3
−3





=

(
7

3
,
5

3
,−1

3

)




2 −1
−1 2

1 1





(
3
0

)

+ 8 = (7, 5,−1)





2
−1

1



 = 0.

Damit ist die Lösung von (3.10) durch ∆xZ = 0 gegeben. Also folgt

∆x = Y∆xY + Z∆xZ = Y

(
3
0

)

+





−1
−1

1



 0 =





2
−1

1



 .

Nun zur Berechnung von λ∗ gemäß (3.11): Wegen AY = I folgt

λ∗ = −Y T





−8
−3
−3



 − Y TQ





2
−1

1



 =

(
−3

2

)

.

Wegen x∗ = x+ ∆x bekommen wir wegen x = 0 die Lösung

x∗ =





2
−1

1



 und λ∗ =

(
−3

2

)

.

als Lösung von (3.7). ♦

Ist n−m klein, so ist die Null-Space-Methode oft sehr effizient. Allerdings ist
die Berechnung von Z notwendig. Die Matrix Z ist nicht eindeutig bestimmt und
die Matrix ZTQZ eine schlecht konditionierte Matrix. Sind allerdings die Spalten
von Z orthonormal, so folgt für die Konditionszahl κ2(Z

TQZ) = κ2(Q).

3. Ungleichungsrestringierte Probleme

Wir wollen die Optimalitätsbedingungen für das Problem (QP). Dazu setzen
wir

e(x) = Ax− b und g(x) = r − Cx,

wobei

A =






aT
1
...
aT

m




 ∈ IR

m×n, C =






aT
m+1
...

aT
m+p




 ∈ IR

p×n

und

b =






b1
...
bm




 ∈ IR

m, r =






bm+1

...
bm+p




 ∈ IR

p
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gelten. Die Lagrange-Funktion ist

L(x, λ, µ) =
1

2
xTQx+ xT d+ 〈Ax− b, λ〉

IRm + 〈r − Cx, µ〉
IRp .

Die KKT-Bedingungen lauten daher

Qx∗ + d+ATλ∗ − CTµ∗ = 0 in IR
n,(3.12a)

Ax∗ = b in IR
m,(3.12b)

Cx∗ ≥ r in IR
p,(3.12c)

µ∗ ≥ 0 in IR
p,(3.12d)

(µ∗)T (r − Cx∗) = 0.(3.12e)

Für konvexe quadratische Optimierungsprobleme, wenn also Q positive semide-
finite ist, sind die notwendigen Optimalitätsbedingungen bereits hinreichend dafür,
dass x∗ eine globale Lösung von (QP) ist.

Satz 3.8. Wenn x∗ die Bedingungen (3.12) erfüllt zusammen mit einem λ∗ ∈
IR

m und einem µ∗ ∈ IR
p mit µ∗ ≥ 0 und wenn Q positiv semidefinit auf Ker∇e(x∗)

ist, dann ist x∗ eine globale Lösung von (QP).

Proof. Sei x ein zulässiger Punkt für (QP). Dann gelten Ax = b in IR
m und

Cx ≥ r in IR
p. Wir setzen ∆x = x− x∗. Dann folgen A∆x = 0 und

(
C∆x

)

i
=

(
Cx − Cx∗

)

i
≥ ri −

(
Cx∗

)

i
= 0 für alle i ∈ A(x∗),

wobei A(x∗) ⊂ {1, . . . , p} die Menge der an x∗ aktiven Indizes bezeichnet. Es gilt
weiter µ∗

i = 0 für alle i ∈ I(x∗) = {1, . . . , p} \ A(x∗). Zusammen mit (3.12a) und
(3.12d) erhalten wir

(3.13)

∆xT (Qx∗ + d) = −∆xTATλ∗ + ∆xTCTµ∗ = ∆xTCTµ∗

=
∑

i∈A(x∗)

(
C∆x

)

i
µ∗

i +
∑

i∈I(x∗)

(
C∆x

)

i
µ∗

i ≥ 0.

Da Q positiv semidefinit auf Ker∇e(x∗) ist, schließen wir aus (3.13), dass

q(x) = q(x∗) + ∆xT (Qx∗ + d) +
1

2
∆xTQ∆x ≥ q(x∗) +

1

2
∆xTQ∆x ≥ q(x∗),

so dass x∗ eine globale Lösung von (QP) ist. �

Bemerkung 3.9. 1) Eine kleine Modifikation des Beweises von Satz 3.8
zeigt, dass x∗ die eindeutige, globale Lösung von (QP) ist, wenn Q positiv
definit auf Ker∇e(x∗) ist.

2) Wenn Q nicht positiv definit auf Ker∇e(x∗) ist, dann kann (QP) mehrere
Lösungen besitzen.

Verfahren zum Lösen der KKT-Bedingungen sind zum Beispiel aktive Mengen-
strategien, projezierte Gradienten-Verfahren oder Innere Punkte Methoden.

4. Innere-Punkte Verfahren für Quadratische Programmierung

Wir betrachten

(3.14) min q(x) =
1

2
xTQx+ xT d u.d.N. Ax ≥ b
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wobei Q symmetrisch und positiv semi-definit ist und d ∈ IR
n, A ∈ IR

m×n sowie
b ∈ IR

m gelten.
Notwendige Optimalitäts-Bedingungen erster Ordnung: Sei x∗ eine Lösung von

(3.14). Dann löst (x∗, µ∗), µ∗ der assozierte Lagrange-Multiplikator, das System

Qx−ATµ+ d = 0 in IR
n,

b−Ax ≤ 0 in IR
m,

(b−Ax)iµi = 0 für i = 1, . . . ,m,

µ ≥ 0 in IR
m.

Mit Einführung der Slack-Variablen y = Ax− b ∈ IR
m folgt

Qx−ATµ+ d = 0 in IR
n,(3.15a)

b−Ax+ y = 0 in IR
m,(3.15b)

yiµi = 0 für i = 1, . . . ,m,(3.15c)

y ≥ 0 in IR
m,(3.15d)

µ ≥ 0 in IR
m.(3.15e)

Das System (3.15) ist auch hinreichend, da die Zielfunktion und die Menge der
zulässigen Punkte konvex sind. Wie in Abschnitt 2 schreiben wir (3.15) in der
folgenden Form

F (x, y, µ) =





Qx−ATµ+ d
b−Ax+ y
YMe



 = 0 und (y, µ) ≥ 0,

wobei

Y = diag (y1, . . . , ym), M = diag (µ1, . . . , µm) und e = (1, . . . , 1)T ∈ IR
m

Sei (x, y, µ) ∈ IR
n × IR

m × IR
m eine aktuelle Iterierte. Dann ist die gewichtete Dua-

litätslücke η definiert durch

η =
1

m

m∑

i=1

yiµi =
yTµ

m
.

Der zentrale Pfad C besteht aus der Menge von Punkten (xτ , yτ , µτ ), η > 0, so dass

F (x, y, µ) =





0
0
τe



 und (yτ , µτ ) > 0

gilt.
Ein Newton-Schritt, ausgehend von (x, y, µ) auf den Punkt (xση , yση, µση) ∈ C

zu mit σ ∈ [0, 1], genügt dem lineaen Gleichungs-System

(3.16)





Q 0 −AT

−A I 0
0 M Y









∆x
∆y
∆µ



 =





−rd(x, µ)
−rb(x, y)

−YMe+ σηe



 ,

wobei

(3.17) rd(x, µ) = Qx−ATµ+ d und rb(x, y) = b−Ax+ y

gelten. Die nächste Iterierte ist dann für α ∈ (0, 1] gegeben durch

(3.18) (x+, y+, µ+) = (x, y, µ) + α(∆x,∆y,∆µ),
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so dass (y+, µ+) > 0 erfüllt ist.
Lösung des primal-dualen Systems. Der Hauptaufwand der Inneren-Punkte-

Verfahren besteht in der Regel in der Lösung des Systems (3.16). Aufgrund der
Hessematrix Q in der Koeffizientenmatrix kann die Lösung von (3.16) viel aufwen-
diger sein als die Lösung des KKT-System in Abschnitt 2 im Zusammenhang mit
Inneren-Punkte-Verfahren in der Linearen Programmierung. Daher ist es wichtig,
die spezielle Struktur von (3.16) auszunutzen, indem wir eine geeignete direkte Zer-
legung oder einen passenden Vorkonditionierer im Kontext von iterativen Verfahren
verwenden.

Aus der dritten Blockzeile von (3.16) erhalten wir

∆y = M−1
(
−MY e+ σηe− Y∆µ

)
= −Y e+ σηM−1e−M−1Y∆µ

= −y + σηM−1e−M−1Y∆µ.

Einsetzen von ∆y in die zweite Blockzeile von (3.16) ergibt

A∆x− ∆y = A∆x+ y − σηM−1e+M−1Y∆µ

=
(
A |M−1Y

)
(

∆x
∆µ

)

−
(
− y + σηM−1e

)
.

Damit können wir das System (3.16) in der Form

(3.19)

(
Q −AT

A M−1Y

) (
∆x
∆µ

)

=

(
−rd(x, µ)

−rb(x, y) +
(
− y + σηM−1e

)

)

.

Mit der zweiten Blockzeile in (3.19) erhalten wir

∆µ = Y −1M
(
− rb − y + σηM−1e−A∆x

)

so dass die erste Blockzeile von (3.19) auf das System

(3.20)
(
Q+ATY −1MA

)
∆x = −rd +ATY −1M

(
− rb(x, y) − y + σηM−1e

)
.

Das System (3.20) kann mit einem (modifizierten) Cholesky-Verfahren (siehe [29])
gelöst werden. Diese Vorgangsweise ist insbesondere geeignet, wenn die Matrix
ATY −1MA im Vergleich zur Matrix Q nicht so dicht besetzt ist und das System
(3.20) deutlich kleiner als das in (3.19) ist. Als iteratives Verfahren kann ein pro-
jeziertes CG-Verfahren eingesetzt werden (siehe [29]), in dem nur Matrix-Vektor-
Produkte auszuwerten sind.

Das System (3.16) kann auch in der Form




Q 0 −AT

0 M Y
A −I 0









∆x
∆y
∆µ



 =





−rd(x, µ)
−YMe+ σηe

rb(x, y)





geschrieben werden. Das sind aber die KKT-Bedingungen für das konvexe, quadra-
tische Optimierungsproblem

min

(
∆x
∆y

)T (
Q 0
0 Y −1M

)(
∆x
∆y

)

+

(
∆x
∆y

)T (
rd(x, µ)

YMe− σηe

)

u.d.N.
(
A | − I

)
(

∆x
∆y

)

= rb(x, y),

welches unter Verwendung geeigneter Optimierungsverfahren gelöst werden kann,
zum Beispiel mit dem projezierten CG-Verfahren.
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Schrittlängen-Bestimmung. Innere Punkte-Verfahren für die Lineare program-
mierung sind effizienter, wenn für die primalen und dualen Variablen unterschied-
liche Schrittweiten-Parameter (αpri beziehungsweise αdual) verwendet werden.

Seien die nächsten Iterierten durch

(3.21) (x+, y+) = (x, y) + αpri(∆x,∆y) und µ+ = µ+ αdual∆µ,

wobei αpri > 0 und αdual > 0 so gewählt sind dass (y+, µ+) > 0 erfüllt ist. Aus
(3.16) und (3.17) folgen

(3.22a)
r+b = A

(
x+ αpri∆x

)
−

(
y + αpri∆y

)
− b = rb(x, y) + αpri

(
A∆x − ∆y

)

=
(
1 − αpri

)
rb(x, y)

sowie

(3.22b)

r+d = Q
(
x+ αpri∆x

)
−AT

(
µ+ αdual∆µ

)
+ d

= rd + αpriQ∆x− αdualAT ∆µ

= rd + αdual
(
Q∆x− AT ∆µ

)
+

(
αpri − αdual

)
Q∆x

=
(
1 − αdual

)
rd +

(
αpri − αdual

)
Q∆x.

Gilt αpri = αdual = α, so fallen beide Residuen linear für alle α ∈ (0, 1). Allerdings
für unterschiedliche Schrittweiten αpri und αdual kann ‖r+d ‖2 anwachsen, so dass das
Innere-Punkte-Verfahren divergiert. Eine Möglichkeit besteht darin Schrittweiten
gemäß (3.18) zu wählen, wobei wir α = min{αpri

τ , αdual
τ } setzen mit

(3.23)
αpri

τ = max
{
α ∈ (0, 1) |µ+ α∆µ ≥ (1 − τ)y

}
,

αdual
τ = max

{
α ∈ (0, 1) |µ+ α∆µ ≥ (1 − τ)µ

}
.

Dabei steuert τ ∈ (0, 1), wie weit wir von dem maximalen Schritt, der die Bedin-
gungen µ+ α∆µ und µ+ α∆µ erfüllt, (relativ) entfernt sind.

Die numerische Erfahrung hat allerdings gezeigt, dass die Wahl unterschiedli-
cher Schrittweiten für die primalen und dualen Variablen oft zu schnellerer Konver-
genz der Innere-Punkte-Verfahrens führt. Eine Möglichkeit zur Wahl unterschiedli-
cher Schrittweiten is, (αpri, αdual) als (näherungsweise) Lösung der Minimierungs-
aufgabe

min ‖Qx+ −ATµ+ + d‖2

2 + ‖Ax+ − y+ − b‖2

2 +
(
y+

)T
µ+

u.d.N. 0 ≤ αpri ≤ αpri
τ , 0 ≤ αdual ≤ αdual

τ und (x+, y+, µ+) gemäß (3.18).

Ein praktischer Primal-dualer Algorithmus. Die am meisten verwendete Va-
riante des Innere-Punkte-Verfahrens basiert auf dem Pädiktor-Korrektor Algorith-
mus von Mehrotra; vergleiche Abschnitt 4. Zuerst wird ein affiner Skalierungsschritt
(∆xaff ,∆yaff ,∆µaff) bestimmt, indem in (3.16) mit σ = 0. Die erhaltene Richtung
wird dann in einem nachfolgenden Korrekturschritt verbessert, wobei σ = (ηaff/η)3

gesetzt wird. Insgesamt lösen wir im Korrekturschritt das System

(3.24)





Q 0 −AT

A I 0
0 M Y









∆x
∆y
∆µ



 =





−rd(x, µ)
−rb(x, y)

−MY e− ∆Maff∆Y affe+ σηe



 .

Algorithmus 3.10 (Prädiktor-Korrektor Verfahren für quadratische Proble-
me).

1) Wähle (x0, y0, µ0) mit (y+, µ+) > 0 und setze k = 0.
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2) Setze x, y, µ) = (xk, yk, µk) und löse (3.16) für (∆xaff ,∆yaff ,∆µaff) mit
σ = 0.

3) Berechne η = yTµ/m.
4) Setze α̂aff = max{α ∈ (0, 1] | (y, µ) + α(∆yaff ,∆µaff) ≥ 0}
5) Bestimme ηaff = (y + αaff∆y)T (µ+ αaff∆µ)/m und wähle σ = (ηaff/η)3.
6) Löse (3.24) für (∆x,∆y,∆µ).
7) Wähle τk ∈ (0, 1) und setze α̂ = min{αpri

τk
, αdual

τk
}; vergleiche (3.23).

8) Setze (xk+1, yk+1, µk+1) = (xk, yk, µk) + α̂(∆x,∆y,∆µ), k = k + 1 und
gehe zurück zu Schritt 2).

Im Algorithmus 3.10 können wir tk → 1 wählen, wenn die Iterierten konver-
gieren, um die Konvergenz zu beschleunigen. Wie im Fall der Linearen Program-
mierung hängt die Effizienz von Algorithmus 3.10 von der Wahl geeigneter Start-
werte ab. Eine mögliche Heuristik verwendet einen gegebenen Startwert (x̄, ȳ, µ̄),
um diesen hinreichend weit weg von dem Rand der durch die Bedingung (y, µ) ≥ 0
definierten Menge zu verschieben, so dass zu Beginn von Algorithmus 3.10 große
Schrittweiten möglich sind.





KAPITEL 4

SQP-Verfahren

In diesem Abschnitt werden wir uns mit einem der effizientesten Verfahren
der nichtlinearen restringierten Optimierung beschäftigen, mit dem SQP-Verfahren.
Dabei steht SQP für sequential quadratic programming.

1. Das lokale SQP-Verfahren

Wir betrachten

(P) min J(x) u.d.N. e(x) = 0,

wobei J : IR
n → IR und e : IR

n → IR
m zweimal stetig differenzierbar sind und die

zweiten Ableitungen Lipschitz-stetig sind.
Wesentliche Idee des SQP-Verfahrens ist es, dass (P) an jeder Iterierten xk

durch ein quadratisches Modell ersetzt wird und der Minimierer dazu benutzt wird,
die neue Iterierte xk+1 zu berechnen.

Die Lagrange-Funktion zu (P) lautet

L(x, λ) = J(x) + λT e(x).

Wir bezeichnen mit

(4.1) A(x) =






∇e1(x)
...

∇em(x)




 ∈ IR

m×n

die Jacobi-Matrix von e am Punkt x. Die KKT-Bedingungen ∇L(x, λ) = 0 ergeben

(4.2) F (x, λ) =

(
∇J(x)T +A(x)T λ

e(x)

)

!
= 0

Hat A(x∗) vollen Rang m, so ist x∗ ein regulärer Punkt und es existiert zu
jeder Lösung x∗ ∈ IR

n von (P) ein zugehöriger Lagrange-Multiplikator λ∗ ∈ IR
m

mit F (x∗, λ∗) = 0. Wir lösen (4.2) mit dem Newton-Verfahren. Die Jacobi-Matrix
von F ist

(4.3) ∇2L(x, λ) =

(
∇xxL(x, λ) A(x)T

A(x) 0

)

.

Damit ist der Newton-Schritt von der Iterierten (xk, λk) gegeben durch

(4.4a)

(
xk+1

λk+1

)

=

(
xk

λk

)

+

(
∆xk

∆λk

)

,

wobei

(4.4b) ∇2L(xk, λk)

(
∆xk

∆λk

)

= −∇L(xk, λk)

47
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gilt. Das Verfahren (4.4) heißt daher oft auch Lagrange-Newton-SQP Verfahren, da
es als Newton-Verfahren in den Variablen (xk, λk) interpretiert werden kann. Ist
die Hesse-Matrix ∇2L(xk, λk) invertierbar, so ist die Iteration (4.4) wohldefiniert.
Voraussetzungen für die Regularität von ∇2L(xk, λk) sind in Lemma 3.1 gegeben.

Voraussetzung 4.1. 1) Die Jacobi-Matrix Ak = ∇e(xk) hat vollen
Rang.

2) Die Hesse-Matrix ∇xxL(xk, λk) ist positiv definit auf dem Kern von A(xk).

Bemerkung 4.2. 1) Gilt

∆xT∇xxL(x∗, λ∗)∆x ≥ κ ‖∆x‖2
für alle ∆x ∈ KernA(x∗)

für ein κ > 0 (hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung), so folgt die
Voraussetzung 4.1-2) in einer Umgebung von (x∗, λ∗).

2) Aufgrund der Theorie des Newton-Verfahrens ergibt sich für das SQP-
Verfahren lokal quadratische Konvergenz in (x, λ), das heißt, es gibt ein
C > 0 mit

‖(xk+1, λk+1) − (x∗, λ∗)‖ ≤ C ‖(xk, λk) − (x∗, λ∗)‖2
für alle k ≥ 0,

sofern ‖(x0, λ0) − (x∗, λ∗)‖ hinreichend klein sind. ♦

Wir wollen nun eine andere Motivation für (4.4) geben. Dazu betrachten wir
das quadratische Problem

min
∆xk

1

2
(∆xk)T∇xxL(xk, λk)∆xk + ∇J(xk)∆xk(4.5a)

u.d.N. Ak∆xk + e(xk) = 0.(4.5b)

Hier erkennen wir, warum das Verfahren SQP-Algorithmus heißt: Es sind in jeder
Iteration quadratische Probleme zu lösen.

Die Optimalitäts-Bedingungen für das quadratische Problem (4.5) lauten

∇xxL(xk, λk)∆xk + ∇J(xk)T +AT
k µ

k = 0,(4.6a)

Ak∆xk = −e(xk)(4.6b)

mit einem Lagrange-Multiplikator µk ∈ IR
m. Die Voraussetzung 4.1 garantiert, dass

es eine eindeutige Lösung (∆xk, µk) von (4.6) existiert. Wenn wir AT
k λ

k in der ersten
Blockzeile auf beiden Seiten von (4.4b) addieren, so erhalten wir

∇xxL(xk, λk)∆xk +AT
k (λk+1 − λk

︸ ︷︷ ︸

=∆λk

) +AT
k λ

k = −∇J(xk)T −AT
k λ

k +AT
k λ

k.

Insgesamt ergibt damit (4.4b)

(4.7)

(
∇xxL(xk, λk) AT

k

Ak 0

) (
∆xk

λk+1

)

= −
(

∇J(xk)T

e(xk)

)

.

Unter der Voraussetzung det(∇2L(xk, λk)) 6= 0 folgt λk+1 = µk. Damit sind
das Newton- und das SQP-Verfahren äquivalent. Unter der Voraussetzung 4.1 an
(xk, λk) kann die nächste Iterierte (xk+1, λk+1) als Lösung des quadratischen Pro-
blems (4.5) oder als Iterierte des Newton-Verfahrens (4.4) berechnet werden.

Aus der Sicht des Newton-Verfahrens lassen sich eher theoretische Resultate
nachweisen (zum Beispiel die quadratische Konvergenz), während die Interpretation
als SQP-Algorithmus es ermöglicht, praktische Verfahren zu entwerfen und auch
Ungleichungen zu berücksichtigen.



1. DAS LOKALE SQP-VERFAHREN 49

Algorithmus 4.3 (Lokales SQP-Verfahren).

1) Wähle Startwerte x0 ∈ IR
n, λ0 ∈ IR

m und kmax ∈ IN.
2) For k = 0, 1, . . . , kmax

• Berechne Jk = J(xk), ∇Jk = ∇J(xk), ∇xxL(xk, λk), ek = e(xk) und
Ak = ∇e(xk);

• Löse (4.5) für (∆xk, µk);
• Setze xk+1 = xk + ∆xk und λk+1 = µk;
• Prüfe die Abbruchkriterien;

end (For).

Wir haben bereits erwähnt, dass die lokal quadratische Konvergenz in (xk, λk)
von Algorithmus 4.3 aus der lokalen Äquivalenz mit dem Newton-Verfahren für die
Gleichung (4.2) folgt.

Das Zielfunktional in (4.5a)

1

2
(∆xk)T∇xxL(xk, λk)∆xk + ∇J(xk)∆xk

können wir wegen (4.5b) durch

1

2
(∆xk)T∇xxL(xk, λk)∆xk + ∇xL(xk, λk)∆xk

ersetzen; denn es gilt

∇xL(xk, λk)∆xk = ∇J(xk)∆xk + (λk)T∇e(xk)∆xk

= ∇J(xk)∆xk + (λk)T (−e(xk))

= ∇J(xk)∆xk − (λk)T e(xk)

und der Term −(λk)T e(xk) ist konstant, beeinflußt daher die Minimierung nicht
Damit können wir (4.5) auch durch

min
∆xk

1

2
(∆xk)T∇xxL(xk, λk)∆xk + ∇xL(xk, λk)∆xk

u.d.N. Ak∆xk + e(xk) = 0.

ersetzen.
Das SQP-Verfahren kann einfach auf nichtlineare Probleme mit Ungleichungs-

Nebenbedingungen erweitert werden. Wir betrachten

(4.8) minJ(x) u.d.N. e(x) = 0 in IR
m und g(x) ≤ 0 in IR

p.

Zur Lösung von (4.8) linearizieren wir sowohl die Gleichungs- als auch die Unglei-
chungs-Nebenbedingungen. Dann erhalten wir

(4.9)







min
∆xk∈IRn

Jk + ∇Jk∆x+
1

2

(
∆xk

)T∇xxL(xk, λk)∆xk

u.d.N. ∇e(xk)∆xk + e(xk) = 0 in IR
m, ∇g(xk)∆xk + g(xk) ≤ 0 in IR

p.

Nun können wir Algorithmen für quadratische Programme verwenden, z.B., das
Innere-Punkte-Verfahren aus Abschnitt 4. Die neue Iterierte ist durch das Paar
(xk + ∆xk, λk+1) gegeben, wobei δxk und λk+1 die Lösung beziehungsweise der
assoziierte Lagrange-Multiplikator von (4.9) sind. Ein lokales SQP-Verfahren für
(4.8) hat damit die Form von Algorithmus 4.3 mit der Modifikation, dass der Schritt
durch die Lösung von (4.9) bestimmt wird.
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2. Berechnung des SQP-Schrittes

Wie im vorigen Abschnitt wollen wir uns auch hier auf Gleichungs-Restriktionen
beschränken.

a) Als erste Alternative können wir das System (4.7) entweder mit einem
direktem Verfahren (zum Beispiel einer LR-Zerlegung) oder einem ite-
rativen Gleichungslöser (zum Beispiel GMRES-, QMR-, MINRES- oder
SYMMLQ-Verfahren, siehe [21]) lösen. Die Vorkonditionierung der itera-
tiven Verfahren ist ein aktives Forschungsgebiet.

b) Wenn ∇xxL(xk, λk) positiv definit ist, können wir das System (4.7) ent-
koppeln und gemäß der Range-Space Methode in Abschnitt 2 lösen. Dann
erhalten wir die beiden Gleichungen
(
Ak∇xxL(xk, λk)−1AT

k

)
λk+1 = −Ak∇xxL(xk, λk)−1∇JT

k + ek,

∇xxL(xk, λk)∆xk = −∇JT
k −AT

k λ
k+1

mit Ak = ∇e(xk), ∇Jk = ∇J(xk) und ek = e(xk). Dieser Lösungsweg
ist insbesondere dann sehr effizient, wenn ∇xxL(xk, λk) durch positiv de-
finite Approximationen ersetzt wird, zum Beispiel durch Quasi-Newton
Updates.

c) Die letzte Möglichkeit wird bei sehr vielen SQP-Verfahren genutzt. Hier
wird die Idee der Null-Space Methode aus dem dritten Abschnitt angewen-
det. Wir müssen also Matrizen Zk und Yk bestimmen, wobei die Spalten
von Zk eine Basis des Nullraums von Ak und die Spalten von Yk eine des
Bildraums von AT

k bilden. Mit

∆xk = Yk∆xk
Y + Zk∆xk

Z

ergeben sich aus (4.6) die beiden Gleichungen

(AkYk)∆xk
Y = −ek,(4.10a)

(
ZT

k ∇xxL(xk, λk)Zk

)
∆xk

Z = −ZT
k ∇xxL(xk, λk)Yk∆xk

Y − ZT
k ∇JT

k .(4.10b)

Der Lagrange-Multiplikator zu Problem (4.5) ergibt sich dann aus

(4.10c) (AkYk)Tλk+1 = −Y T
k (∇JT

k + ∇xxL(xk, λk)∆xk).

Für diesen Lösungsweg benötigen wir nur, dass die reduzierte Hesse-
Matrix ZT

k ∇xxL(xk, λk)Zk positiv definit ist. Eine Variante berechnet
λk+1 in (4.10c), indem auf der rechten Seite der Term ∇xxL(xk, λk)∆xk

weggelassen wird. Wegen ∆xk → 0 macht dieses auch Sinn. Weiters
können wir im Fall von RangAT

k = m die Wahl Yk = AT
k treffen, was

auf

(4.11) λ̂k+1 = −(AkA
T
k )−1Ak∇JT

k

führt. Dieser Lagrange-Multiplikator wird als Least-Squares Multiplikator
bezeichnet; denn er ergibt sich als Lösung des Least-Squares-Problems

(4.12) min
λ̂∈IRm

‖∇JT
k +AT

k λ̂‖2.

Offenbar sind nämlich die Optimalitäts-Bedingungen für (4.12)
(
∇JT

k +AT
k λ̂

)T (
AT

k v
)

= 0 für alle v ∈ IR
n,
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was auf die Normalgleichungen

AkA
T
k λ̂ = −Ak∇JT

k

führt. Auch wenn xk weit von der Lösung x∗ von (P) entfernt ist, macht
(4.11) Sinn, da in jeder Iteration die Optimalitäts-Bedingungen

∇xL(x, λ̂)T = ∇J(x)T +A(x)T λ̂ = 0

erfüllt ist, vergleiche (4.2). Wir berechnen daher λ̂k+1 durch (4.11), wobei
wir auf der rechten Seite die Ausdrücke bereits an der neuen Iterierten
auswerten:

λ̂k+1 = −(Ak+1A
T
k+1)

−1Ak+1∇JT
k+1.

Damit wird das SQP-Verfahren in ein Verfahren transformiert, das nur

auf der primalen Variablen xk arbeitet, denn λ̂k hängt nur von xk, nicht

aber von λ̂k−1 ab.
Eine weitere Variante vernachlässigt ZT

k ∇xxL(xk, λk)Yk∆xk
Y auf der

rechten Seite von (4.10b). Es wird also nur das System

(4.13)
(
ZT

k ∇xxL(xk, λk)Zk

)
∆xk

Z = −ZT
k ∇JT

k

gelöst. Die Konvergenz dieser sogenannten reduced SQP methods wurde
in [24] untersucht.

3. Die Hesse-Matrix des quadratischen Modells

In Abschnitt 1 haben wir über die Äquivalenz des SQP- mit dem Newton-
Verfahren gesprochen. Unter sinnvollen Voraussetzungen erhalten wir daher lokal
quadratische Konvergenz. Unter Umständen ist aber die Matrix

∇xxL(xk, λk) = ∇2J(xk) +

m∑

i=1

λk
i ∇2ei(x

k)

schwer zu berechnen oder nicht positiv definit auf dem Kern der linearisierten
Nebenbedingungen. Eine Alternative ist daher, ∇xxL(xk, λk) durch eine Quasi-
Newton Approximation Bk zu ersetzen. Die Quasi-Newton Updates haben sich
bereits sehr effizient in der unrestringierten Optimierung erwiesen. Wir werden sie
daher jetzt hier anwenden. Der Update für Bk beim Schritt von k nach k + 1
verwendet die Vektoren

(4.14) sk = xk+1 − xk und yk = ∇xL(xk+1, λk+1)T −∇xL(xk, λk)T

zum Beispiel beim BFGS-Update wie folgt

Bk+1 = Bk − Bks
k(sk)TBk

(sk)TBksk
+
yk(yk)T

(yk)T sk
.

Diese Variante können wir als Quasi-Newton Update für den Fall deuten, dass die
Zielfunktion durch L(x, λ) bei fixiertem λ gegeben ist. Das macht die Stärken, aber
auch die Schwächen dieser Variante klar. Ist ∇xxL(xk, λk) in der Region, wo die
Minimierung durchgeführt wird, positiv definit, so geben die Quasi-Newton Appro-
ximationen Bk gute Informationen über die Krümmung und das Verfahren kon-
vergiert schnell und robust gegen die Minimalstelle. Besitzt hingegen ∇xxL(xk, λk)
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negative Eigenwerte, so sind die positiv definiten Approximationen nicht sehr ge-
eignet. Die Bedingung (sk)T yk > 0 braucht noch nicht einmal in einer kleinen Um-
gebung der Lösung zu gelten. Diese Beobachtungen haben zu folgenden gedämpften
BFGS-Update Formeln für SQP-Verfahren geführt:

1) Definiere die Vektoren sk und yk gemäß (4.14) und setze

rk = θky
k + (1 − θk)Bks

k,

wobei der Skalar θk ∈ [0, 1] gegeben ist durch

(4.15) θk =

{

1 falls (sk)T yk ≥ 0.2(sk)TBks
k,

0.8(sk)T Bksk

(sk)T Bksk−(sk)T yk falls (sk)T yk < 0.2(sk)TBks
k.

2) Berechne Bk+1 mit der Update-Formel

(4.16) Bk+1 = Bk − Bks
k(sk)TBk

(sk)TBksk
+
rk(rk)T

(rk)T sk
.

Die Formel (4.16) ist die BFGS-Update Formel, wobei yk durch den Vektor rk

ersetzt worden ist. Für θk = 1 folgt rk = yk. Im Fall von θk 6= 1 erhalten wir mit
(4.15) die Abschätzung

(sk)T rk = (sk)T
(
θky

k + (1 − θk)Bks
k
)

= θk(sk)T yk + (1 − θk)(sk)TBks
k

=
0.8(sk)TBks

k (sk)T yk

(sk)TBksk − (sk)T yk
+

0.2(sk)TBks
k − (sk)T yk

(sk)TBksk − (sk)T yk
(sk)TBks

k

=

(
0.8(sk)T yk

(sk)TBksk − (sk)T yk
+

0.2(sk)TBks
k − (sk)T yk

(sk)TBksk − (sk)T yk

)

(sk)TBks
k

= 0.2(sk)TBks
k > 0.

Damit ist Bk+1 positiv definit. Für θk = 0 folgt Bk = Bk+1. Andererseits führt
θk = 1 auf eine möglicherweise indefinite Matrix, die sich aus den unmodifizierten
BFGS-Formeln ergibt Mit θk ∈ (0, 1) erhalten wir eine Interpolation der beiden
Extremfälle.

Eine andere Variante bietet sich dadurch an, die reduzierte Hesse-Matrix der
Lagrange-Funktion ZT

k ∇xxL(xk, λk)Zk zu approximieren, insbesondere dann, wenn
die Dimension dieser Matrix klein ist. Die Herangehensweise ist in Reduced-Hessian
Quasi-Newton Methods realisiert. Die Suchrichtung erfüllt

λk = −(AkA
T
k )−1Ak∇JT

k ,(4.17a)

(AkYk)∆xk
Y = −ek,(4.17b)

Mk∆xk
Z = −ZT

k ∇JT
k ,(4.17c)

wobei wir in (4.17c) im Vergleich mit (4.13) eine Quasi-Newton Approximation für
die reduzierte Hesse-Matrix ZT

k ∇xxL(xk, λk)Zk verwendet haben. Im Folgenden
wollen wir diskutieren, wie die Matrizen Mk konstruiert werden können. Sei αk∆xk

der Schritt von (xk, λk) nach (xk+1, λk+1). Wegen des Satzes von Taylor folgt

∇xxL(xk+1, λk+1)
(
αk∆xk

)
≈ ∇xL(xk + αk∆xk, λk+1)T −∇xL(xk, λk+1)T



4. MERIT- ODER STRAFFUNKTIONEN 53

mit ∆xk = xk+1 − xk = Zk∆xk
Z + Yk∆xk

Y . Multiplikation mit ZT
k ergibt

(4.18)

ZT
k ∇xxL(xk+1, λk+1)Zk

(
αk∆xk

Z

)

≈ −ZT
k ∇xxL(xk+1, λk+1)

(
αkYk∆xk

Y

)

+ZT
k

(
∇xL(xk+1, λk+1)T −∇xL(xk, λk+1)T

)
.

Vernachlässigen des ersten Terms auf der rechten Seite von (4.18) führt auf

Mk+1s
k = yk

mit

(4.19) sk = αk∆xk
Z und yk = ZT

k

(
∇xL(xk+1, λk+1)T −∇xL(xk, λk+1)T

)
.

Damit können wir die BFGS-Formeln

Mk+1 = Mk − Mks
k(sk)TMk

(sk)TMksk
+
yk(yk)T

(yk)T sk

verwenden, um die neue Approximation Mk+1 zu berechnen. Es gibt Varianten von
(4.19), zum Beispiel

yk = ZT
k

(
∇JT

k+1 −∇JT
k

)

oder

(4.20) yk = ZT
k

(
∇xL(xk + Zk∆xk

Z , λ
k+1)T −∇xL(xk, λk+1)T

)

(Cole und Coleman). In (4.20) ist die zusätzliche Auswertung des Terms ∇xL(xk +
Zk∆xk

Z , λ
k+1) notwendig. In einer Umgebung der Lösung gilt für (4.20) die Ab-

schätzung

(yk)T sk = αk

(
∇xL(xk + Zk∆xk

Z , λ
k+1) −∇xL(xk, λk+1)

)
Zk∆xk

Z

= αk(∆xk
Z )T

( ∫ 1

0

ZT
k ∇xxL(xk + sZk∆xk

Z , λ
k+1)Zk ds

)

∆xk
Z > 0

für (xk +sZk∆xk
Z , λ

k+1) ∈ U(x∗, λ∗). Damit sind die BFGS-Formeln wohldefiniert.

4. Merit- oder Straffunktionen

Um zu garantieren, dass das SQP-Verfahren von Startwerten, die weit weg von
Lösungen liegen, konvergiert, wird häufig eine Merit- oder Straffunktion verwendet,
um bei Liniensuch-Verfahren die Schrittweite zu kontrollieren oder bei Trust-Region
Verfahren den Trust-Region zu modifizieren. Im unrestringierten Fall haben wir die
Zielfunktion verwendet. Wir wollen hier nur zwei Meritfunktionen diskutieren: die
nicht-differenzierbare ℓ1-Meritfunktion sowie Fletchers exakte und differenzierbare
augmentierte Lagrange Funktion.

Ziel der Meritfunktion ist die Garantie globaler Konvergenz ohne Schritte zu
verwerfen, die zur Lösung führen. Die ℓ1-Meritfunktion für Probleme mit Glei-
chungs-Restriktionen lautet

(4.21) Φ1(x;µ) = J(x) +
1

µ
‖e(x)‖1 = J(x) +

1

µ

m∑

i=1

|ei(x)|,

wobei µ > 0 ein Strafparameter ist. Die Abbildung Φ1 ist insbesondere für Punk-
te x mit ei(x) = 0 für mindestens ein i ∈ {1, . . . ,m} nicht differenzierbar. Eine
Richtungs-Ableitung von Φ1 existiert dagegen immer.
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Beispiel 4.4. Wir berechnen für J(x) = ‖x‖1 die Richtungs-Ableitung

D(J(x); ∆x) = lim
εց0

1

ε

(
J(x+ ε∆x) − J(x)

)

in eine Richtung ∆x ∈ IR
n. Wir erhalten

D(J(x); ∆x) = lim
εց0

1

ε

(
‖x+ ε∆x‖1 − ‖x‖1

)
= lim

εց0

1

ε

n∑

i=1

(
|xi + ε∆xi| − |xi|

)
.

Gilt xi > 0 für ein i ∈ {1, . . . , n}, so folgt |xi + ε∆xi| = xi + ε∆xi für ε hinreichend
klein. Ist hingegen xi < 0 für ein i ∈ {1, . . . , n}, so erhalten wir |xi + ε∆xi| = |xi|−
ε∆xi für ε klein genug. Im Fall von xi = 0 für ein i ∈ {1, . . . , n} gilt |xi + ε∆xi| =
ε |∆xi|. Insgesamt berechnen wir daher

D(J(x); ∆x) =
∑

i:xi>0

∆xi −
∑

i:xi<0

∆xi +
∑

i:xi=0

|∆xi|

als Richtungs-Ableitung von J am Punkt x in Richtung ∆x. ♦

Lemma 4.5. Seien ∆xk und λk+1 Lösungen von (4.7). Dann gilt für die Rich-
tungs-Ableitung von Φ1 in Richtung ∆xk die Abschätzung
(4.22)

D(Φ1(x
k;µ); ∆xk) ≤ −(∆xk)T∇xxL(xk, λk)∆xk −

(
1

µ
− ‖λk+1‖∞

)

‖e(xk)‖1.

Bemerkung 4.6. Ist ∇xxL(xk, λk) positiv definit, so folgt aus (4.22), dass ∆xk

eine Abstiegs-Richtung für Φ1 an xk ist, wenn µ hinreichend klein gewählt wird.
Es lässt sich zeigen dass dieser Schluß auch gilt, wenn die reduzierte Hesse-Matrix
ZT

k ∇xxL(xk, λk)Zk positiv definit ist. In der Praxis wird

µ =
1

‖λk+1‖∞ + δ

mit einem δ > 0 gewählt. Eine andere Möglichkeit ist es zu fordern, dass die Rich-
tungsableitung von Φ1 hinreichend negative ist:

DΦ1(x
k;µ); ∆xk) = ∇J(xk)∆xk − 1

µ
‖e(xk)‖1 ≤ − ̺

µ
‖e(xk)‖1

for some ̺ ∈ (0, 1). This inequality hold if

(4.23)
1

µ
≥ ∇J(xk)∆xk

(1 − ̺)‖e(xk)‖1

beziehingsweise µ ≤ (1 − ̺)‖e(xk)‖1

∇J(xk)∆xk
.

Diese Wahl hängt nicht vom Lagrange-Multiplikator ab und wird in der Praxis
häufig verwendet. ♦

Beweis von Lemma 4.5. Wir wenden den Satz von Taylor an:

Φ1(x
k + α∆xk;µ) − Φ1(x

k;µ) = J(xk + α∆xk) − J(xk)

+
1

µ

(
‖e(xk + α∆xk)‖1 − ‖e(xk)‖1

)

≤ α∇J(xk)∆xk + γα2 ‖∆xk‖2

+
1

µ

(
‖e(xk) + αAk∆xk‖1 − ‖e(xk)‖1

)



4. MERIT- ODER STRAFFUNKTIONEN 55

wobei γ > 0 eine Schranke für die zweiten Ableitungen von J und e bezeichnet.
Für ∆xk aus (4.7) gilt Ak∆xk = −e(xk). Also gilt für α ∈ [0, 1]

Φ1(x
k + α∆xk;µ) − Φ1(x

k;µ) ≤ α

(

∇J(xk)∆xk − 1

µ
‖e(xk)‖1

)

+ α2γ ‖∆xk‖2
.

Analog schließen wir

Φ1(x
k + α∆xk;µ) − Φ1(x

k;µ) ≥ α

(

∇J(xk)∆xk − 1

µ
‖e(xk)‖1

)

− α2γ ‖∆xk‖2
.

Daher folgt

D(Φ1(x
k;µ),∆xk) = ∇J(xk)∆xk − 1

µ
‖e(xk)‖1.

Aus der ersten Blockzeile in (4.7) bekommen wir

D(Φ1(x
k;µ),∆xk) = −(∆xk)T∇xxL(xk, λk)∆xk − (∆xk)TAT

k λ
k+1 − 1

µ
‖e(xk)‖1,

und wegen der zweiten Blockzeile in (4.7) gilt

D(Φ1(x
k;µ),∆xk) = −(∆xk)T∇xxL(xk, λk)∆xk + e(xk)Tλk+1 − 1

µ
‖e(xk)‖1.

Aufgrund der Abschätzung

e(xk)Tλk+1 =

m∑

i=1

ei(x
k)λk+1

i ≤ ‖λk+1‖∞
m∑

i=1

|ei(x
k)| = ‖λk+1‖∞‖e(xk)‖1

folgt (4.22). �

Eine weitere sehr effektive Strategie, um den Strafparameter µ zu wählen, wird
sowohl im Kontext von Liniensuch- oder Trust-Region-Verfahren verwendet. Das
Vorgehen basiert auf einem quadratischen Modell für Φ1:

(4.24) qµ(∆x) = J(xk) + ∇J(xk)∆x
σ

2
∆xT∇xxL(xk, λk)∆x +

1

µ
m(∆x),

wobei
m(∆x) = ‖e(xk) +Ak∆x‖1

gilt und σ ein Parameter ist, den wir später definieren. Haben wir einen Schritt
∆xk berechnet, so wählen wir µ hinreichend klein, so dass

(4.25) qµ(0) − qµ(∆xk) ≥ ̺

µ

(
m(0) −m(∆xk)

)

erfüllt ist mit einem ̺ ∈ (0, 1). Es folgt aus (4.24), dass die Ungleichung (4.25) bfür

(4.26)
1

µ
≥ ∇J(xk)∆xk + σ

2 (∆xk)T∇xxL(xk, λk)∆xk

(1 − ̺)‖e(xk)‖1

gilt. Erfüllt der Parameter µ aus der vorangegangenen SQP-Iteration die Bedin-
gung (4.26), so ändern wir µ nicht. Andernfalls wird µ verkleinert, so dass (4.26)
gilt. Die Konstante σ ermöglicht es, den Fall zu behandeln, wenn die Hesse-Matrix
∇xxL(xk, λk) nicht positiv definit ist. Wir setzen daher

σ =

{
1 falls (∆xk)T∇xxL(xk, λk)∆xk > 0,
0 andernfalls.

Erfüllt µ (4.26), so garantiert die Wahl für σ die Ungleichung D(Φ1(x
k;µ); ∆xk) ≤

−(̺/µ) ‖e(xk)‖1. Damit ist ∆xk eine Abstiegsrichtung für Φ1. Dies ist nicht immer
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erfüllt, wenn σ = 1 und ∇xxL(xk, λk) nicht positiv definit ist. Ein Vergleich von
(4.23) und (4.26) zeigt, dass wir im Fall σ > 0 in der Strategie, die (4.24) verwendet,
einen größeren Strafparameter zulassen. Damit wird mehr Gewicht auf die Erfüllung
der Nebenbedingungen gelegt. Das ist sinnvoll bei Schritten, die eine Reduktion der
Nebenbedingungen, aber einen Anstieg im Zielfunktional bewirken. Diese Schritte
werden dann durch die Meritfunktion eher akzeptiert.

Nun kommen wir zu Fletchers augmentierter Lagrange-Funktion:

(4.27) ΦF (x;µ) = J(x) + λ(x)T e(x) +
1

2µ
‖e(x)‖2,

wobei µ > 0 einen Penalty-Parameter bezeichnet und

(4.28) λ(x) = −
(
A(x)A(x)T

)−1
A(x)∇J(x)T

der Least-Squares Multiplikator ist. Offenbar ist ΦF differenzierbar. Es folgt

∇ΦF (xk;µ) = ∇J(xk) +

(

AT
k λ

k + ∇λ(xk)T e(xk) +
1

µ
AT

k e(x
k)

)T

.

Löst ∆xk das System (4.7), so gilt

∇ΦF (xk;µ)∆xk = ∇J(xk)∆xk − (λk)T e(xk) + e(xk)T∇λ(xk)∆xk − 1

µ
‖e(xk)‖2

.

Wir schreiben ∆xk = Zk∆xk
Z +Yk∆xk

Y , wobei Zk eine Basis des Nullraums von Ak

ist und Yk = AT
k gesetzt ist. Wegen (4.10a) erhalten wir

AT
k ∆xk

Y = −AT
k

(
AkA

T
k

)−1
e(xk),

und wegen (4.28) gilt

∇J(xk)AT
k ∆xk

Y = −∇J(xk)AT
k

(
AkA

T
k

)−1
e(xk) = (λk)T e(xk).

Damit folgt

∇ΦF (xk;µ)∆xk = ∇J(xk)Zk∆xk
Z + ∇J(xk)AT

k ∆xk
Y − (λk)T e(xk)

+ e(xk)T∇λ(xk)∆xk − 1

µ
‖e(xk)‖2

= ∇J(xk)Zk∆xk
Z + e(xk)T∇λ(xk)∆xk − 1

µ
‖e(xk)‖2

.

Aus der ersten Blockzeile in (4.7) folgt

∇xxL(xk, λk)∆xk = ∇xxL(xk, λk)Zk∆xk
Z + ∇xxL(xk, λk)AT

k ∆xk
Y

= −∇J(xk)T −AT
k λ

k+1.

Mit ∆xk = AT
k ∆xk

Y + Zk∆xk
Z erhalten wir

∇ΦF (xk;µ)∆xk = −(∆xk
Z)TZT

k ∇xxL(xk, λk)Zk∆xk
Z

− (∆xk
Y )TAk∇xxL(xk, λk)Zk∆xk

Z + e(xk)T∇λ(xk)∆xk

− 1

µ
‖e(xk)‖2

.
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Damit is ∆xk eine Abstiegsrichtung für die Abbildung ΦF , wenn die reduzierte
Hesse-Matrix ZT

k ∇xxL(xk, λk)Zk positiv definit ist und µ der Bedingung

(4.29)

1

µ
>

− 1
2 (∆xk)TZT

k ∇xxL(xk, λk)Zk∆xk + e(xk)T∇λ(xk)∆xk

‖e(xk)‖2

+
−(∆xk

Y )TAk∇xxL(xk, λk)Zk∆xk
Z

‖e(xk)‖2 + δ

genügt für ein δ > 0. Im Falle von e(xk) = 0 ist ∆xk eine Abstiegsrichtung für jedes
µ > 0, siehe (4.10a).

Satz 4.7. Angenommen, xk ist kein stationärer Punkt des Problem (P) und
die Hesse-Matrix ZT

k ∇xxL(xk, λk)Zk ist positiv definit. Dann ist die Suchrichtung
∆xk aus (4.7) eine Abstiegsrichtung für Φ1, wenn (4.22) gilt, und für ΦF , wenn
(4.29) erfüllt ist

5. Ein SQP-Verfahren mit Liniensuche

Es gibt viele Varianten für SQP-Verfahren. Sie können sich zum Beispiel durch
folgende Aspekte unterscheiden:

• Approximation der Hesse-Matrix,
• Wahl der Merit-Funktion,
• Berechnung des Schrittweiten-Parameters,
• Update für den Multiplikator λk,
• unterschiedliche Formeln für die Quasi-Newton Approximation,
• andere Parameter,
• Globalisierung mit Trust-Region oder Liniensuch-Strategien,
• Berechnung des SQP-Schrittes.

Wir wollen nun ein Beispiel für ein SQP-Verfahren angeben.

Algorithmus 4.8 (SQP-Verfahren für nichtlineare Optimierung).

1) Wähle η ∈ (0, 1/2), τ ∈ (0, 1), (x0, λ0) ∈ IR
n × IR

m, kmax ∈ IN;
2) Wähle positiv definite und symmetrische Startmatrix B0 ∈ IR

n×n als Ap-
proximation der reduzierten Hesse-Matrix; berechne J0, ∇J0, e0 sowie A0;

3) for k = 0 to kmax

if Konvergenz, breche ab;
Berechne den SQP-Schritt ∆xk;
Bestimme µk > 0, so dass ∆xk eine Abstiegsrichtung für die Merit-
Funktion Φ ist;
Setze α(0) = 1 und i = 0;
while (Φ(xk + α(i)∆xk;µk) > Φ(xk;µk) + ηα(i)D(Φ(xk;µ); ∆xk)

Setze α(i+1) = ταα
(i) mit τα ∈ (0, τ) und i = i+ 1;

end
Setze αk = α(i) und xk+1 = xk + αk∆xk;
Berechne Jk+1, ∇Jk+1, ek+1 sowie Ak+1;
Bestimme Least-Squares Multiplikator λk+1:

λk+1 = −
(
Ak+1A

T
k+1

)−1
Ak+1∇JT

k+1;

Setze sk = αk∆xk, yk = ZT
k (∇xL(xk+1, λk+1)T −∇xL(xk, λk+1)T );

Berechne Bk+1 aus Bk mittels BFGS-Update;
end (for)
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Wir können bei der Lösung der quadratischen Teilprobleme durch die Verwen-
dung von Warm-up Strategien deutlich effizienter werden. Ferner kann ein Limited-
Memory BFGS-Verfahren [29] verwendet werden, insbesondere im Kontext von
hoch-dimensionalen Optimierungsaufgaben. Wird die Hesse-Matrix ∇xxLk verwen-
det, so gehen wir davon aus, dass eine Modifikation der Hesse-Matrix durchgeführt
wird, sofern die Matrix nicht positiv definit auf dem kerAk ist.

6. Trust-Region SQP-Verfahren

Trust-Region SQP-Verfahren besitzen mehrere Vorteile. Auch wenn die Hesse-
Matrix ∇xxLk positiv definit auf dem Unterraum kerAk oder gar singulär ist, kann
eine Strategie verfolgt werden, die globale Konvergenz garantiert. Die einfachste
Weise, einen Trust-Region Algorithmus zu entwerfen, besteht darin, zum quadrati-
schen Teilproblem (4.9) eine Trust-Region-Restriktion dazuzufügen:

min
∆xk∈IRn

Jk + ∇Jk∆x+
1

2

(
∆xk

)T∇xxL(xk, λk)∆xk(4.30a)

u.d.N. ∇e(xk)∆xk + e(xk) = 0 in IR
m,(4.30b)

∇g(xk)∆xk + g(xk) ≤ 0 in IR
p,(4.30c)

‖∆xk‖2 ≤ ∆k.(4.30d)

Selbst wenn die Bedingungen (4.30b) und (4.30c) kompatibel sind, kann es sein, dass
das Problem (4.30) keine Lösung besitzt, da aufgrund von der Restriktion (4.30)
die Menge der zulässigen Lösungen leer ist. Um den Konflikt der Bedingungen
(4.30b)-(4.30d) zu lösen, kann nicht einfach der Rust-Region Radius ∆k vergrößert
werden, denn sonst kann keine globale Konvergenz garantiert werden. Daher wird
die folgede Strategie verwendet: Es besteht keine Notwendigkeit, die Gleichungs-
nebenbedingung (4.30b) exakt zu erfüllen, sondern im Laufe der SQP-Iterationen
die Gleichungsnebenbedingung zunehmend besser zu garantieren. Es gibt hier drei
unterschiedliche Strategien: Ralaxierungsmethoden, Penalty-Verfahren oder Filter-
Algorithmen.

Wir wollen hier kurz auf Relaxierungsmethoden eingehen. Dabei beschränken
wir uns auf (P), das heißt, auf Optimierungsprobleme mit Gleichungsrestriktio-
nen. Erweiterungen auf Probleme mit Ungleichungs-Nebenbedingungen basieren
auf Innere-Punkte-Verfahren. Sei die Iterierte xk gegeben. Wir berechnen im SQP
Schritt die Lösung des Teilproblems

min
∆xk∈IRn

Jk + ∇Jk∆x+
1

2

(
∆xk

)T∇xxL(xk, λk)∆xk(4.31a)

u.d.N. ∇e(xk)∆xk + e(xk) = rk in IR
m,(4.31b)

‖∆xk‖2 ≤ ∆k.(4.31c)

Die Wahl des Vektors rk erfordert eine gute Strategie, da die Effizienz des Verfahrens
wesentlich davon abhängt. Wir wählen rk als kleinsten Vektor, so dass (4.31b) und
(4.31c) erfüllt sind für einen leicht reduzierten Trust-Region Radius ∆k. Daher lösen
wir zunächst das Teilproblem

(4.32) min
v∈IRn

‖Akv + ek‖2
2 = vTAT

kAkv + 2ekAkv + ‖ek‖2
2 u.d.N. ‖v‖2 ≤ 0.8 ∆k.

Sei vk die Lösung von (4.32). Dann definieren wir

(4.33) rk = Akvk + ek.
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Nun lösen wir (4.31), bestimmen den Schritt ∆xk und setzen xk+1 = xk+∆xk. Nun
kann λk+1 mit Hilfe der Least-Squares Formel berechnet werden. Wir bemerken,
dass nun (4.31b) und (4.31c) konsistent sind, da sie für ∆xk = vk erfüllt sind.

Auf den ersten Blick erscheint die Vorgangsweise nicht effizient zu sein, da in
der Regel die Probleme (4.30) und (4.32) nicht einfach zu lösen sind, insbesondere
wenn ∇xxLk indefinite ist. Es sind aber sehr effiziente Verfahren entwickelt worden,
die beiden Optimierungsaufgaben inexakt zu lösen.

Zur Lösung von (4.32) verwenden wir ein Dogleg-Verfahren [29]. Dazu benöti-
gen wir den Cauchy-Punkt vCP, welcher der Minimierer des Zielfunktionals in
(4.31a) entlang der Richtung −Akek ist, und — im Falle der Existenz — den
Newton-Punkt vNP, den unrestringierten Minimierer von (4.31a). Da die Hesse-
Matrix von (4.32) singulär ist, gibt es unendlich viele Möglichkeiten zur Wahl von
vNP, die alle die Gleichung Akv

NP + ek = 0 erfüllen. Wir wählen die Lösung mit
der minimalen Euklidischen Norm, indem wir die Singulärwertzerlegung zur Lösung
verwenden. Nun sei vk der Minimierer von (4.32) entlang des Pfads, der durch vCP

und vNP definiert wird:

ṽ(τ) =

{

τvCP für 0 ≤ τ ≤ 1,

vCP + (τ − 1)
(
vNP − vCP

)
für 1 ≤ τ ≤ 2.

Eine bevorzugte Technik zur Berechnung einer approximativen Lösung δxk für
(4.31) ist das projezierte konjugierte Gradienten-Verfahren. Wir wenden dieses Ver-
fahren zur Lösung des problems (4.31a)-(4.31b) an, wobei wir darauf achten, dass
die Trust-Region-Bedingung (4.31c) erfüllt ist, und brechen ab, sobald der Trust-
Region-Rand oder eine Richtung negativer Krümmung erreicht wird.

Eine Meritfunktion für die präsentierte Vorgangsweise ist zum Beispiel die
nichtglatte ℓ2-Funktion

Φ2(x;µ) = J(x) +
1

µ
‖e(x)‖2, µ > 0.

Für Φ2 verwenden wir das quadratische Modell

qµ(∆x) = J(xk) + ∇J(xk)∆x +
1

2
∆xT∇xxL(xk, λk)∆x+

1

µ
m(∆x)

wobei wir

m(δx) = ‖ek +Ak∆x‖2

setzen. Wir wählen den Strafparameter µ hinreichend klein, so dass die Ungleichung

(4.34) qµ(0) − qµ(∆xk) ≥ ̺

µ

(
m(0) −m(∆xk)

)
, ̺ ∈ (0, 1),

erfüllt ist. Die Entscheidung, ob ein Schritt ∆xk akzeptiert wird, wird anhand des
Quotienten

̺k =
aredk

predk

=
Φ2(x

k;µ) − Φ2(x
k + ∆xk;µ)

qµ(0) − qµ(∆xk)

durchgeführt.

Algorithmus 4.9 (Byrd-Omojokun Trust-Region SQP-Verfahren).

1) Wähle Konstanten kmax ∈ IN, ε > 0 und η, γ ∈ (0, 1);
2) Wähle einen Startwert x0 und einen Trust-Radius Radius ∆0;
3) for k = 0 to kmax

Berechne Jk, ek, ∇Jk und Ak;
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Bestimme den Least-Squares Multiplikator λ̂ = (AkA
T
k )TAk∇Jk;

if ‖∇Jk −AT
k λk‖∞ < ε and ‖ek‖∞ < ε

Abbruch mit der approximativen Lösung xk;
end (if)
Löse das Teilproblem (4.32) zur Berechnung von vk und setze rk
gemäß (4.33);
Berechne ∇xxL(xk, λk) oder eine Quasi-Newton Approximation der
Hesse-Matrix;
Löse das Problem (4.31) unter Verwendung eines projezierten konju-
gierten Gradienten-Verfahren;
Bestimme einen Strafparameter µk, der (4.34) erfüllt;
Berechne den Quotienten ̺k = aredk/predk;
if ̺k > η

Setze xk+1 = xk + ∆xk und wähle einen neuen Trust-Region
Radius mit ∆k+1 ≥ ∆k;

else
Setze xk+1 = xk und wähle einen neuen Trust-Region Radius
mit ∆k+1 ≤ γ ‖∆xk‖2;

end (if)
end (for)



KAPITEL 5

Grundlagen der multikriteriellen Optimierung

Wir wollen in diesem ersten Abschnitt einige wesentliche Grundlagen der Vek-
toroptimierung zusammenstellen und einen Überblick über bestehende Verfahren
geben. Dabei orientieren wir uns an dem Buch [17] von C. Hillermeier. Als weitere
Literatur verweisen wir zum Beispiel auf [28, 30, 33, 34].

1. Das Konzept der Pareto-Optimalität

Gegeben sei eine vektorwertige Abbildung f : IR
n → IR

k durch x 7→ f(x) =
(f1(x), . . . , fk(x)). Da die Minimierung einer Komponentenfunktion fi, 1 ≤ i ≤ k,
von f die Vergrößerung eines anderen fj , j 6= i, bedeuten kann, müssen wir das
Problem der Vektoroptimierung in geeigneter Weise interpretieren. Dazu benötigen
wir eine Ordnung auf IR

k, die zu dem Problem passt. Offenbar gibt es keine totale
Ordnung auf IR

k. Seien zum Beispiel k = 2 und y1 = (4, 2) sowie y2 = (2, 4). Wenn
es keine Gewichtung der beiden Komponenten von y1 und y2 gibt, lassen sich beide
Vektoren nicht mit einer Ordnungsrelation vergleichen. Aus diesem Grund führen
wir die folgende Halbordnung auf IR

k ein.

Definition 5.1. Mit ≤ bezeichnen wir eine Ordnungsrelation im IR
k, das heißt,

eine Teilmenge von IR
k × IR

k bestehend aus allen geordneten Paaren von Elementen
aus IR

k. An der Stelle von (y1, y2) ∈≤ schreiben wir auch einfach y1 ≤ y2. Die
Ordnungsrelation ist wie folgt definiert:

y1 ≤ y2 ⇐⇒ y2 − y1 ∈ IR
k
+,

wobei IR
k
+ = {y = (y1, . . . , yk) ∈ IR

k | yi ≥ 0 für alle i = 1, . . . , k} der nicht-negative

Orthant in IR
k ist und IR+ = IR

1
+ gesetzt ist.

Anhand von Abbildung 5.1 ist Definition 5.1 erläutert. Für einen Vektor y1,
der ungleich y2 und kleiner als y2 im Sinne von ≤ ist, gelten y1

i ≤ y2
i , 1 ≤ i ≤ k,

und y1
j < y2

j für mindestens ein j ∈ {1, . . . , k}. Mit diesem Ordnungskonzept lassen
sich zwei Vektoren vergleichen.

Bemerkung 5.2. Wesentliche Eigenschaften der Ordnungsrelation ≤ sind wie
folgt:

(1) Es gibt Paare (y1, y2) ∈ IR
k×IR

k, die nicht vergleichbar bezüglich der Ord-
nungsrelation sind. Damit gilt weder y1 ≤ y2 noch y2 ≤ y1. Ein Beispiel
haben wir bereits mit y1 = (4, 2) und y2 = (2, 4) gegeben. Wir erhalten
y1 − y2 = (2,−2) 6∈ IR

k
+ und y2 − y1 = (−2, 2) 6∈ IR

k
+. Unterschiedliche

Vektoren können von unterschiedlicher Signifikanz sein. Das ist ein we-
sentlicher Unterschied zur skalarwertigen Optimierung, wo der Raum, in
den die Zielfunktion abbildet (nämlich IR), eine totale Ordnung besitzt.
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Abbildung 5.1. Bei gegebenem Vektor y ergibt sich in IR
2 die in

der Abbildung gezeigte Situation. Dabei ist z ≥ y äquivalent mit
y ≤ z, das heißt, z − y ∈ IR

k
+.

(2) Die Ordnungsrelation ≤ ist eine partielle Ordnung im IR
k, denn es gelten

folgende Aussagen:
• y ≤ y für alle y ∈ IR

k (Reflexivität),
• y1 ≤ y2 und y2 ≤ y3 implizieren y1 ≤ y3 für y1, y2, y3 ∈ IR

k (Tran-
sitivität),

• y1 ≤ y2 und y2 ≤ y1 ergeben y1 = y2 für y1, y2 ∈ IR
k (Antisymme-

trie),
• y1 ≤ y2 und y3 ≤ y4 implizieren y1 +y3 ≤ y2 +y3 für y1, y2, y3, y4 ∈

IR
k (Verträglichkeit mit der Addition),

• y1 ≤ y2, α ∈ IR+ ergeben αy1 ≤ αy2 für y1, y2 ∈ IR
k (Verträglichkeit

mit skalarer Multiplikation).
(3) Da der nicht-negative Orthant IR

k
+ ein konvexer Kegel ist, wird ≤ auch

Kegel-Halbordnung genannt. Insbesondere gelten:
• für y1, y2 ∈ IR

k
+, y1 ≤ y2, λ ∈ IR, λ ≥ 0 folgt λy1 ≤ λy2,

• für y1, y2, y3 ∈ IR
k mit y1 ≤ y2 folgt y1 + y3 ≤ y2 + y3. ♦

Auf der Grundlage dieser Ordnungsrelation können wir nun das Ziel der Vekto-
roptimierung formulieren: Gesucht sind die Punkte x∗ ∈ IR

n, so dass die Zielfunk-
tions-Vektoren f(x∗) minimal bezüglich der Ordnungsrelation sind. Dabei wird das
Ziel mit Hilfe der Einführung von effizienten Punkten y∗ ∈ IR

k formuliert. Weitere
Literatur zu diesem Thema finden wir zum Beispiel in [15, 31].

Definition 5.3 (Effizienter Punkt, optimaler Pareto-Punkt, dominierender
Punkt). Sei f(R) das Bild der zulässigen Menge R ⊂ IR

n unter der Abbildung
f : IR

n → IR
k. Ein Punkt y∗ ∈ f(R) heißt (global) effizient bezüglich der Ordnungs-

relation ’≤’ im IR
k genau dann, wenn kein y ∈ f(R) existiert mit y 6= y∗ und y ≤ y∗.

Ein Punkt x∗ ∈ R mit y∗ = f(x∗) heißt (global) Pareto-optimal genau dann, wenn
y∗ ein effizienter Punkt ist. Ein Punkt x1 ∈ R dominiert einen Punkt x2 ∈ R genau
dann, wenn f(x1) 6= f(x2) und f(x1) ≤ f(x2) gelten.

Damit besteht das Ziel der Vektoroptimierung, effiziente Punkte y∗ ∈ f(R) und
optimale Pareto-Punkte x∗ ∈ R mit y∗ = f(x∗) zu finden. Sind die Komponenten
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fj, 1 ≤ j ≤ k, der Zielfunktion von der gleichen Wertigkeit, so können wir a-
priori nicht einen effizienten Punkt von einem anderen unterscheiden. An dieser
Stelle bleibt uns nur, alle effizienten Punkte y∗ ∈ f(R) ⊂ IR

k zusammen mit den
Pareto-Punkten x∗ ∈ R ⊂ IR

n zu bestimmen. Von dieser effizienten Menge und der
Pareto-Menge muß dann in der Anwendung entschieden werden, welche spezielle
Lösung realisiert werden soll.

Wir wollen hier auch das folgende Konzept einführen, bei dem der Vergleich
nur lokal vorgenommen wird.

Definition 5.4 (Lokaler optimaler Pareto-Punkt). Ein Punkt x∗ ∈ R heißt
lokal Pareto-optimal genau dann, wenn eine Umgebung U(x∗) ⊂ IR

n von x∗ exi-
stiert, so dass y∗ = f(x∗) effizient bezüglich des Bildraumes f(R∩U(x∗)) ist. Analog
definieren wir lokal effiziente Punkte y∗ ∈ f(R).

Bemerkung 5.5. Manchmal wird der Begriff des effizienten Punktes auch in
der Urbildmenge IR

n von f definiert: Ein Punkt x∗ ∈ IR
n heißt effizienter Punkt

oder Pareto-Punkt, wenn kein x ∈ IR
n existiert mit

(5.1) f(x) 6= f(x∗) und f(x) ≤ f(x∗).

Gilt (5.1) nur in einer Umgebung U∗ ⊂ IR
n von x∗, so heißt x∗ lokal effizient

oder lokaler Pareto-Punkt. Ein Punkt x1 ∈ IR
n wird durch einen Punkt x2 ∈ IR

n

dominiert, wenn f(x1) 6= f(x2) und f(x1) ≥ f(x2) gelten. ♦

Das Problem, dass Optimierungs-Verfahren lokale Lösungen berechnen, die
Anwendung aber oft nach globalen Lösungen fragt, haben wir in der Vektoropti-
mierung genauso wie in der skalarwertigen Optimierung. Eine mögliche Strategie,
um das Problem zu lösen, ist es, sowohl in der skalarwetigen als auch in der Vektor-
Optimierung stochastische Suchverfahren einzusetzen. Wir verweisen hier zum Bei-
spiel auf [32]. Ein Nachteil der stochastischen Verfahren ist die große Anzahl an
erforderlichen Auswertungen der Zielfunktion. Insbesondere bei industriellen An-
wendungen ist das oft ein Problem, da hinter jeder Auswertung der Zielfunktion
die Simulation des Systems stehen kann.

2. Beziehung zur skalarwertigen Optimierung

Wir betrachten das Problem

(5.2) min f(x) u.d.N x ∈ R,

wobei f : IR
n → IR

k gilt und die Menge R ⊂ IR
n durch

(5.3) R =
{
x ∈ IR

n |hi(x) = 0, i = 1, . . . ,m und hj(x) ≤ 0, j = m+1, . . . ,m+q
}

gegeben ist. Wir setzen voraus, dass die Funktionen f und hi : IR
n → IR stetig

differenzierbar sind.
Zum Nachweis des nächsten Resultats verweisen wir auf [15].

Satz 5.6 (Notwendige Bedingungen für optimalen Pareto-Punkt). Sei x∗ ∈ IR

ein optimaler Pareto-Punkt für (5.2). Wir bezeichnen mit A∗ ⊂ {1, . . . ,m+ q} die
Menge der aktiven Indizes, für die hl(x

∗) = 0 für alle l ∈ A∗ gilt. Dann existieren
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Vektoren

α∗ ∈ IR
k
+ mit

k∑

i=1

α∗
i = 1,(5.4)

λ∗ ∈ IR
m+q,(5.5)

so dass
k∑

i=1

α∗
i∇fi(x

∗) +

m+q
∑

j=1

λ∗j∇hj(x
∗) = 0,(5.6a)

hi(x
∗) = 0, i = 1, . . . ,m,(5.6b)

λ∗j ≥ 0, hj(x
∗) ≤ 0, λ∗jhj(x

∗) = 0, j = m+ 1, . . . ,m+ q(5.6c)

gelten, wobei die Gradienten ∇fi, 1 ≤ i ≤ k, und ∇hj, 1 ≤ j ≤ m+ q, Spaltenvek-
toren sind. Sind die Abbildungen fi und hi konvex, so sind die Bedingungen (5.6)
auch hinreichend.

Bemerkung 5.7. Die notwendigen Optimalitätsbedingungen erster Ordnung
werden Karush-Kuhn-Tucker oder auch kurz KKT-Bedingungen genannt. ♦

Für α ∈ IR
k
+ definieren wir die skalarwertige Funktion

(5.7) gα : IR
n → IR, x 7→

k∑

i=1

αifi(x)

und beobachten, dass
∑k

i=1 αi∇fi(x) = ∇gα(x) gilt. Damit sind die Gleichungen
(5.6) äquivalent damit, dass der Punkt x∗ ein KKT-Punkt für

min gα(x) u.d.N. x ∈ R

ist mit α = α∗ (vergleiche [20, 23] und [18]). Aus (5.4) und (5.7) schliessen wir,
dass gα eine Konvex-Kombination der Komponenten fi der Zielfunktion ist, wobei
die αi’s die entsprechenden relativen Gewichte sind. Auf dieser Beobachtung basiert
die Wichtungsmethode (siehe Abschnitt 2.1).

Bedingungen zweiter Ordnung sind bei der Vektoroptimierung nicht vorhanden.
Das ist der Preis dafür, dass wir bei der Vektoroptimierung keine totale, sondern
nur eine Halb-Ordnung vorliegen haben. Notwendige Bedingungen zweiter Ordnung
für einen Punkt x∗, der gα lokal minimiert, sind nicht notwendig dafür, dass x∗ ein
optimaler Pareto-Punkt zu sein. Hier liegt ein wesentlicher Unterschied zwischen der
skalarwertigen und der Vektoroptimierung. Im Prinzip können auch Sattelpunkte
von einer konvexen Kombination gα optimale Pareto-Punkte sein.

Aus Satz 5.6 folgt, dass ein optimaler Pareto-Punkt x∗ ein Karush-Kuhn-Tucker
Punkt für die Funktion gα ist. Diese Eigenschaft führt dazu, dass der Gewichtungs-
vektor α ∈ IR

k
+ in (5.4) wichtige Informationen über die lokale Geometrie der Menge

der effizienten Punkte enthält.
Wir betrachten dazu das bikriterielle Beispiel in die Abbildung 5.2. Seien also

k = 2 und x∗ ein optimaler Pareto-Punkt von f = (f1, f2). Weiter sei x∗ ein
Minimum von gα, das heißt, es gibt keinen anderen Punkt x̄ ∈ R mit

(5.8) gα(x̄) < gα(x∗) =: c∗.

Die Menge von allen y ∈ IR
2 im Bildraum

Bild f(R) = {z ∈ IR
k | es gibt ein x ∈ R mit z = f(x)}
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Abbildung 5.2. Detail der Bildmenge f(R) und der anliegenden
Geraden αT y = c, siehe Text.

von f , für die gilt

f(x) = y =⇒ gα(x) = c∗,

bilden die Gerade αT y = c, die durch den Normalvektor α definiert ist, siehe Abbil-
dung 5.2. Punkte im Bildbereich mit kleinerem Wert von gα liegen links/unterhalb
der Geraden, Punkte mit größerem Wert hingegen rechts/oberhalb der Geraden.
Die Menge f(R) muß komplett auf der rechten Seite der Geraden liegen, damit es
keinen Punkt x̄ ∈ R mit (5.8) gibt. Ist der Rand der Menge f(R) durch eine stetig
differenzierbare Kurve parametrisierbar, so ist der Winkel zwischen der Tangente
an den Rand der effizienten Punkte und der Geraden gα gleich null. Damit stimmen
die Tangente und die Gerade überein. Also ist α der Normalvektor der Tangente
an die Menge der effizienten Punkte, siehe [5, 6].

Die geometrische Bedeutung von α lässt sich vom bikriteriellen auf den multi-
kriteriellen Fall übertragen. Dazu zitieren wir den folgenden Satz (siehe [17, Theo-
rem 4.2]) für unrestringierte Vektoroptimierungs-Probleme

(5.9) min f(x) u.d.N. x ∈ IR
n

mit f = (f1, . . . , fk) : IR
n → IR

k.

Satz 5.8. Sei y∗ ∈ IR
k ein lokaler effizienter Punkt von (5.9) und x∗ ein

assozierter lokaler optimaler Pareto-Punkt, das heißt, y∗ = f(x∗). Wir setzen

gα∗(x) =
∑k

i=1 α
∗
i fi(x), wobei α∗ ∈ IR

k
+ den Gewichtsvektor aus (5.5) bezeichnet.

Dann liegt α∗ im orthogonalen Komplement von Bild f ′(x∗) ⊂ IR
k, wobei f ′(x∗) die

Jacobi- oder Funktionalmatrix von f am Punkt x∗ bezeichnet.

Proof. Von den notwendigen Optimalitätsbedingungen erster Ordnung erhal-
ten wir

(5.10)

∇gα∗(x∗) = 0 ⇐⇒
k∑

i=1

α∗
i∇fi(x

∗) = 0

⇐⇒
(
α∗

)T






∇f1(x∗)
...

∇fk(x∗)




 = 0 ⇐⇒

(
α∗

)T∇f(x∗) = 0.
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Aus (5.10) schliessen wir, dass α∗ orthogonal zu den Spalten der Jacobi-Matrix
∇f(x∗) ist und

(
α∗

)T (
∇f(x∗)v

)
= 0 für alle v ∈ IR

n,

woraus die Behauptung folgt. �

Offenbar folgt aus Satz 5.8, dass der Rang der Jacobimatrix f ′(x∗) kleiner
als m sein muß. Damit ist die Abbildung f ′(x∗) : IR

n → IR
k nicht surjektiv. Gilt

insbesondere dimBild f ′(x∗) = k − 1, so ist der Vektor α eindeutig bestimmt. Das
Resultat aus Satz 5.8 lässt sich auf den restringierten Fall übertragen. Sei y∗ ∈ IR

k

ein effizienter Punkt mit f(x∗) = y∗ und seien im Punkt x∗ die Nebenbedingungen
hi, i ∈ A∗ aktiv: hi(x

∗) = 0 für i ∈ A∗. Mit p ≤ m+q bezeichnen wir die Anzahl der
Indizes in A∗. Wir nehmen an, dass die Vektoren {∇hi(x

∗)}i∈A∗ linear unabhängig
sind (constrained qualification). Wir betrachten die n− p-dimensionale Menge

N ∗ =
{
x ∈ U∗ |hi(x) = 0 for i ∈ A∗

}
⊂ IR

n

in einer Umgebung U∗ ⊂ IR
n von x∗. Sei s : T → V eine lokale, stetig differenzierba-

re Parametrisierung der Menge N ∗, wobei T ⊂ IR
n−p offen und V ⊂ N eine offene

Umgebung von x∗ sind. Dann liegt α im orthogonalen Komplement von Bild ∇f̃ (t∗)

mit f̃(t) = f ◦s(t) (lokale Parametrisierung von f auf der Menge N ∗) und s(t∗) = x∗.

3. Die KKT-Punkte als differenzierbare Mannigfaltigkeit

Für jeden optimalen Pareto-Punkt gibt es nach Satz 5.6 einen Gewichtsvektor
α∗ ∈ IR

k
+, so dass x∗ ein KKT-Punkt für die skalarwertige Funktion gα∗(x) =

∑k
i=1 α

∗
i fi(x) ist. Wenn die zulässige Menge des zugrundeliegenden Vektoropti-

mierungs-Problems durch m Gleichungen gegeben ist, gilt die folgende Aussage:
Für jeden optimalen Pareto-Punkt x∗, für den {∇hi(x

∗)}m
i=1 linear unabhängig

sind, gibt es Vektoren λ∗ = (λ∗1, . . . , λ
∗
m)T ∈ IR

m und α∗ = (α∗
1, . . . , α

∗
k)T ∈ IR

k
+ mit

k∑

i=1

α∗
i∇fi(x

∗) +
m∑

i=1

λ∗i ∇hi(x
∗) = 0 (n Gleichungen)(5.11a)

h(x∗) = 0 (m Gleichungen)(5.11b)

k∑

i=1

α∗
i = 1 (1 Gleichung)(5.11c)

In (5.11b) haben wir h = (h1, . . . , hm) gesetzt. Nun definieren wir die Abbildung
F : IR

n+m+1 → IR
n+m+1 durch

F(x, λ, α) =












k∑

i=1

αi∇fi(x) +

m∑

i=1

λi∇hi(x)

h(x)

k∑

i=1

αi − 1












.

Wir können dann (5.11) in der Form

(5.12) F(x∗, λ∗, α∗) = 0
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schreiben. Andererseits sind Lösungen (x∗, λ∗, α∗) von (5.12) mit α∗ ∈ IR
k
+ Kan-

didaten für optimale Pareto-Punkte. In [17, Theorem 5.1] finden wir das folgende
Resultat. Der Beweis beruht auf dem Satz über implizite Funktionen.

Satz 5.9. Seien ĪR
k
+ = {α ∈ IR

k |αi > 0 für i = 1, . . . , k} und

M =
{
(x, λ, α) ∈ IR

n+m+1 |F(x, λ, α) = 0 und α ∈ ĪR
k
+

}
.

Gilt

(5.13) Rang F′(x, λ, α) = n+m+ 1 für alle (x, λ, α) ∈ IR
n+m+1,

so ist M eine k − 1 dimensionale Fläche in IR
n+m+1, die sich durch eine differen-

zierbare Funktion parametrisieren lässt.

In [17, Abschnitt 5.2] finden wir notwendige und hinreichende Bedingungen
für die Voraussetzung (5.13) von Satz 5.9. Insbesondere gilt das folgende Resultat
(siehe [17, Corollary 5.5]:

Korollar 5.10. Sei (x∗, λ∗, α∗) ∈M , das heißt, x∗ ist ein KKT-Punkt für die
skalarwertige Funktion gα∗ unter der Nebenbedingung h(x∗) = 0. Ferner seien die
Vektoren {∇hi(x

∗)}m
i=1 linear unabhängig (constrained qualification). Wir setzten

K∗ = Kern h′(x∗).

Weiter sei x∗ ein lokales Minimum von gα∗ , an dem die hinreichenden Bedingungen
zweiter Ordnung gelten:

∇2Lα(x∗, λ∗) =

k∑

i=1

α∗
i∇2fi(x

∗) +

m∑

i=1

λ∗i ∇2hi(x
∗) ist positiv definit auf K∗

oder x∗ sei ein Sattelpunkt von gα und ∇2Lα(x∗, λ∗) — eingeschränkt auf K∗ —
ist regular mit negativen und positiven Eigenwerten. Dann hat F′(x∗, λ∗, α∗) vollen
Rang n+m+ 1.

In Homotopie-Strategien werden ausgehend von einem Punkt (x∗, λ∗, α∗) ∈M
weitere Punkte (x, λ, α) in M bestimmt. Auf diese Weise erhalten wir Kandidaten
für optimale Pareto-Punkte.

4. Ein Überblick über Verfahren

In diesem Abschnitt wollen wir kurz die am häufigsten verwendeten Verfahren
beschreiben, die zur Berechnung der Menge der effizienten Punkte (oder meist einer
Teilmenge davon) für Probleme der Vektoroptimierung eingesetzt werden.

Zuerst wenden wir uns den deterministischen Methoden zu. Diese basieren (fast
alle) darauf, das Problem der Vektoroptimierung auf ein Problem der skalarwertigen
Optimierung zurückzuführen. Die Transformation des Vektoroptimierungs-Problem
in ein Problem der skalarwertigen Optimierung erfolgt unter der Verwendung von
Parametern. Da wir beim Lösen des skalarwertigen Optimierungs-Problems in der
Regel jeweils nur einen effizienten Punkt berechnen, erhalten wir die Menge (oder
letztlich eine Teilmenge) der effizienten Punkte des Vektoroptimierungs-Problems
durch Variation der Parameter bei der Transformation des Vektoroptimierungs- in
das skalarwertige Optimierungs-Problem.
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Abbildung 5.3. Das Wichtungsverfahren für die Lösung eines
Vektoroptimierungs-Problems in IR

k mit k = 2.

4.1. Die Wichtungsmethode. Dieses Verfahren wurde zuerst von Zadeh im
Jahre 1963 eingeführt und wird am häufigsten verwendet, um Probleme der Vek-
toroptimierung zu lösen. Dabei wird jeder Komponente der Zielfunktion wird ein

Gewicht αi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ k, zugeordnet mit der Eigenschaft
∑k

i=1 αi = 1. Wir lösen
dann das Problem

(5.14) min
x∈R

k∑

i=1

αifi(x).

Der Transformations-Parameter ist der Gewichtsvektor α = (α1, . . . , αk)T , der die
relative Signifikanz der einzelnen Komponenten der Zielfunktion ausdrückt. Unter
Variation von α können wir eine Teilmenge der Menge der effizienten Punkte berech-

nen. Globale Minimierer der skalarwertigen Zielfunktion
∑k

i=1 αifi(x) = αT f(x)
sind notwendigerweise auch globale optimale Pareto-Lösungen (bei αi > 0 für alle
i ∈ {1, . . . , k}, sonst nur bei eindeutigen globalen Lösungen von (5.14)). Ebenso
sind auch lokale Minimierer von (5.14) notwendigerweise lokale Pareto-Lösungen.

Eine geometrische Interpretation des Verfahrens kann durch die Betrachtung
der skalarwertigen Funktion gα(x) = αT f(x) durchgeführt werden. Durch die Glei-
chung gα(x) = c ∈ IR wird eine Ebene im Raum IR

k aufgespannt, die durch den
Normalvektor α ∈ IR

k charakterisiert ist. Jede Wahl für α führt auf unterschiedliche
Ebenen, siehe Abbildung 5.3. Die Methode hat folgende Nachteile (siehe [6]):

• Bei Vektoroptimierungs-Problemen ist die Menge f(R) im allgemeneinen
nicht konvex in IR

k. In diesem Fall gibt es Beispiele, bei denen die ef-
fizienten Punkte keine Minimierer einer skalarwertigen Zielfunktion der
Bauart αT f(x) sind. Diese Punkte lassen sich nicht mit diesem Verfahren
bestimmen.

• Bei jedem numerischen Verfahren zur Lösung eines Vektoroptimierungs-
Problems lassen sich nur endlich-viele effiziente Punkte berechnen. Eine
gleichmäßige Verteilung dieser Punkte in der Menge IR

k (Zielfunktions-
raum) kann durch die Gewichtungs-Methode nicht erreicht werden. Die
Abstände zwischen zwei effizienten Punkten kann nicht direkt durch das
Verfahren gesteuert werden.
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Abbildung 5.4. Die gewichtete ℓp-Methode mit der Zielvorgabe
ȳ = u, dem Gewichtsvektor ω = (1, 1)T , der Dimension k = 2 und
der ℓp-Norm für p = 2.

4.2. Das gewichtete ℓp-Verfahren. Bei diesem Verfahren werden ein Refe-
renz-Punkt ȳ ∈ IR

k gewählt und dann effiziente Punkte gesucht, die ȳ in einer ℓp-
Norm möglichst nahe kommen. Daher wird diese Methode auch Zieloptimierung und
Normskalierung genannt (vergleiche [15, Abschnitt 3.2.2]). Dabei können sowohl die
Wahl des Referenz-Punktes als auch die verwendete Metrik, in der der Abstand einer
Lösung f(x̄) zu ȳ gemessen wird, variiert werden. Im Fall der Wahl der gewichteten
ℓp-Norm

dp(y) =

( k∑

i=1

ωi |yi|p
)1/p

, p ∈ [1,∞), y = (y1, . . . , yk) ∈ IR
k

mit ωi > 0 für 1 ≤ i ≤ k und
∑k

i=1 ωi = 1 erhalten wir das folgende skalarwertige
Optimierungsproblem

(5.15) min
x∈R

k∑

i=1

ωi |fi(x) − ȳi|p.

Im Fall von p = ∞ definieren wir d∞(y) = max{ω1 |y1|, . . . , ωk |yk|} als gewichte-
te Maximumnorm in IR

k. In Abbildung 5.4 haben wir das Vorgehen dieser Me-
thode graphisch erläutert. Der Referenz-Punkt ȳ, der Gewichtungsvektor ω so-
wie der Exponent p sind die Transformations-Parameter bei der Überführung des
Vektoroptimierungs–Problems in (5.15). Dabei muß ȳ der Forderung ȳi ≤ fi(x)
für alle x ∈ R und i ∈ {1, . . . , k}. Das ist beispielsweise der Fall, wenn ȳi =
argmin{fi(x) : x ∈ R} für 1 ≤ i ≤ k gesetzt wird. Im Fall von p ∈ [1,∞) sind die
erhaltenen Lösungen von (5.15) notwendigerweise effiziente Punkte. Im Fall von
p = ∞ können alle effizienten Punkte ebenfalls berechnet werden, wobei aber eine
sinnvolle Variation der Parameter (ȳ, ω, p) durchgeführt werden muß. Das ist das
Problem dieser Methode. Insbesondere kann nicht gesagt werden, mit welcher Stra-
tegie zur Variation der Parameter (ȳ, ω, p) alle effizienten Punkte berechnet werden
können, siehe [15].

4.3. Die ε-Methode oder Methode der Beschränkungen. Dieses Ver-
fahren geht zurück auf Marglin [27] und Haimes [16]. Dabei wird eine Komponente
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Abbildung 5.5. Die ε-Methode oder Methode der Beschränkun-
gen mit j = 1 und k = 2.

j ∈ {1, . . . , k} der Zielfunktion ausgewählt und diese dann minimiert. Für alle an-
deren Komponenten wird eine obere Schranke festgelegt, die nicht überschritten
werden darf. Damit hat das skalarwertige Problem die folgende Darstellung

(5.16)
min

{
fj(x) : x ∈ R ∩ C

}
, j ∈ {1, . . . , k}

C = {x ∈ IR
n | fi(x) ≤ εi für alle 1 ≤ i ≤ k mit i 6= j}.

Ein eindeutiger globaler Minimierer von (5.16) ist notwendigerweise auch eine glo-
bale optimale Pareto-Lösung des Vektoroptimierungs-Problems. Bei dieser Methode
sind der Index j ∈ {1, . . . , k} sowie die oberen Schranken εi die Transformations-
Parameter bei der Überführung des Vektoroptimierungs-Problem in (5.16). Prinzi-
piell sind daher alle effizienten Punkte berechenbar, wenn die Transformations-
Parameter variiert werden. Das Hauptproblem dieses Verfahrens besteht darin, den
Bereich von sinnvollen Werten für die εi festzulegen. Werden die εi zu klein gewählt,
dann kann (5.16) unter Umständen keine Lösung besitzen. Zu starke Restriktio-
nen erzeugen dann leere zulässige Mengen. Andererseits, wenn eine obere Schranke
zu groß gewählt ist, so geht die dazugehörige Komponente der Zielfunktion bei
Variation des zugehörigen εi’s kaum in die Problemstellung (5.16) ein. Das kann
dazuführen, dass keine neuen effizienten Punkte berechnet werden, obwohl die Pa-
rameter variiert werden.

4.4. Das Verfahren mit Gleichungs-Nebenbedingungen. Diese Strate-
gie ist von [25] entwickelt worden. Analog wie bei der vorigen Methode wird
wieder ein Index j ∈ {1, . . . , k} ausgewählt und die entsprechenede Komponen-
te der Zielfunktion minimiert. Hier gehen aber die verbleibenden Komponenten fi,
i ∈ {1, . . . , k} \ {j} durch Gleichungs-Nebenbedingungen ein:

(5.17)
min

{
fj(x) : x ∈ (R ∩D)

}
, j ∈ {1, . . . , k}

C = {x ∈ IR
n | fi(x) = εi für alle 1 ≤ i ≤ k mit i 6= j}.

Prinzipiell können bei diesem Verfahren wieder alle effizienten Punkte durch Va-
riation der Transformations-Parameter (j und εi für i ∈ {1, . . . , k} \ {j}) berechnet
werden. Andererseits zeigt Abbildung 5.5, dass nicht jede Lösung von (5.17) opti-
maler Pareto-Punkt ist. Das muss durch Überprüfen von notwendigen und hinrei-
chenden Kriterien festgestellt werden, siehe [25]. Analog zur ε-Methode hat dieses
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Abbildung 5.6. Illustration der Situation bei dem Verfahren mit
Gleichungs-Nebenbedingungen, wo der globale Minimierer x̄ von
(5.17) bei gewähltem ε2 kein optimaler Pareto-Punkt ist mit j = 1
und k = 2.

Verfahren auch den Nachteil, dass (5.17) unter Umständen für viele Parameterwerte
(für j und εi für i ∈ {1, . . . , k} \ {j}) keine zulässigen Lösungen besitzt.

4.5. Die lexikographische Methode. Gemäß der Wertigkeit der Kompo-
nenten der Zielfunktion f = (f1, . . . , fk) wird eine Anordnung der Komponenten
angegeben:

ij ∈ {1, . . . , k} für j ∈ {1, . . . , k}, und ij 6= il für j 6= l.

Dann werden für j = 1, . . . , k die Aufgaben

(5.18) min
x∈Rj

fij
(x)

gelöst, wobei R1 = R ⊂ IR
n die zulässige Menge für das zugrundeliegende Vektorop-

timierungs-Problem ist und Rj = argmin{fij−1(x) |x ∈ Rj−1} für 2 ≤ j ≤ k
gilt. Das Verfahren endet bereits für j < k, wenn die Menge Rj einelementig ist;
denn in diesem Fall gilt Rj = Rj+1 = . . . = Rk. Es lässt sich zeigen, dass wir
im Fall der Lösbarkeit von (5.18) optimale Pareto-Punkte berechnen, das heißt,
die Menge Rk ist eine Teilmenge der Menge aller optimalen Pareto-Punkte des
Vektoroptimierungs-Problems. Wir können das Verfahren mit der Methode der Be-
schränkungen kombinieren, indem wir wie folgt vorgehen:

(1) Löse

min fi1(x) u.d.N. x ∈ R

und setze f∗
i1

= minx∈R fi1(x), j = 0 und R1 = R.
(2) Setze j = j + 1 und gebe ein εj > 0 vor, um den der minimale Wert der

Komponentenfunktion fij
vergrößert werden darf. Löse dann

min
x∈Rj

fij
(x) u.d.N. x ∈ Rj+1 :=

{
x ∈ Rj | fij

(x) ≤ εj − f∗
ij

}
.

Gilt j + 1 = k, so breche ab. Andernfalls setze f∗
ij+1

= minx∈Rj+1 fij
(x)

und wiederhole Schritt (2).

Die lexikographische Methode berechnet im allgemeinen nicht alle optimalen Pareto-
Punkte. Dazu betrachten wir als Beispiel für k = 2 die Abbildung 5.7. Offenbar ist
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Abbildung 5.7. Illustration der lexikographischen-Methode für
ein konkretes Beispiel mit k = 2.

der Punkt f(x∗1) die Lösung der lexikografischen Methode für

min
x∈R

(
f1(x)
f2(x)

)

.

Andererseits erhalten wir die Lösung f(x∗2), wenn wir

min
x∈R

(
f2(x)
f1(x)

)

betrachten. Es besteht aber die gesamte Kurve zwischen den beiden Punkten f(x∗1)
und f(x∗2) aus optimalen Pareto-Punkten.

4.6. Das Goal-Attainment Verfahren. In diesem Abschnitt widmen wir
uns der Goal-Attainment Methode, die in der Matlab Optimierungs-Toolbox als
Routine fgoalattain zur Verfügung steht (siehe Abschnitt 3.5). Wir betrachten
das Problem

(5.19) min
x∈R

f(x),

wobei die zulässige Menge R gegeben ist durch

R =
{
x ∈ Xad

∣
∣hi(x) = 0, i = 1, . . . ,m, hj(x) ≤ 0, j = m+ 1, . . . ,m+ q

}

mit Xad = {x ∈ IR
n |xi ≤ xi ≤ xi, i = 1, . . . , n}. Zur Lösung von (5.19) verwen-

den wir das Goal-Attainment Verfahren, siehe [14]. Dazu wird ein Vektor f∗ =
(f∗

1 , . . . , f
∗
k ) ∈ IR

k (Goal) und ein Gewichts-Vektor ω = (ω1, . . . , ωk) ∈ IR
k gewählt.

Dann betrachten wir das Problem

(5.20) min
(γ,x)∈IR×R

γ u.d.N. fi(x) − ωiγ ≤ f∗
i für i = 1, . . . , k.

Die Problemstellung (5.20) lässt zu, dass die Komponenten fi, i = 1, . . . , k, der
Zielfunktion f an der optimalen Lösung x∗ ∈ R sowohl größer als auch kleiner als
die jeweils vorgegebene i-te Komponente des Goals f∗ sein könner. Die maximale
relative Abweichung ist durch den Gewichtsvektor γω gegeben, der auch als Slack-
Variable interpretiert werden kann. Wählen wir ωi = f∗

i 6= 0, so folgt für zulässige
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Punkte x ∈ R mit fi(x) − ωiγ ≤ f∗
i , i = 1, . . . , k

fi(x)

f∗
i

− γ ≤ 1 ⇐⇒ fi(x)

f∗
i

≤ 1 + γ,

das heißt, die relative Abweichung zwischen fi(x) und f∗
i , i ∈ {1, . . . , k}, ist für jede

Komponente durch eine von i unabhängige Zahl beschränkt. Wählen wir hingegen
ωi = 0 für i = 1, . . . , k, so erhalten wir fi(x) ≤ f∗

i , i = 1, . . . , k.
Zur Lösung von (5.20) kann ein Verfahren der skalarwertigen Optimierung ver-

wendet werden. Beispiele finden wir z.B. in [10, 11]. In der Matlab Optimization
Toolbox wird in der Routine fgoalattain wird ein SQP-Verfahren verwendet. Da-
bei wird eine spezielle Merit-Funktion eingesetzt. Dazu schreiben wir (5.20) als
Min-Max-Problem

(5.21) min
x∈R

max
1≤i≤k

Γi u.d.N. Γi =
fi(x) − f∗

i

ωi
, i = 1, . . . , k.

Als Merit-Funktion wird

ψ(x) =







µi max
{
0, fi(x) − γωi − f∗

i

}
für ωi = 0,

max
1≤i≤k

Γi sonst,

eingesetzt, siehe [4]. Weiter ist die Hessematrix der Zielfunktion in (5.20) indefini-
te, da die zweite Ableitung bezüglich der Variable γ verschwindet. In dem Quasi-
Newton Verfahren wird die Approximation der Hessematrix so gewählt, dass die
zweite Ableitung nach γ auf einen kleinen Wert ε = 10−8 gesetzt.





KAPITEL 6

Kontrolltheorie

Ziel diese Abschnitts ist eine kurze Einführung in das Gebiet der Kontrolltheo-
rie. Wir verwenden hier die Vorgangsweise aus [9].

1. Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) Gleichung

Betrachte das Problem

(6.1)

{
ẋ(s) = f(x(s), u(s)) für t < s ≤ T,
x(t) = x◦,

wobei ẋ = dx
ds bezeichnet und T > 0 (Endzeit), x◦ ∈ IR

n (Anfangsbedingung),
t ≥ 0 (Anfangszeit) gegeben sind. Ferner sind U ⊂ IR

m eine kompakte Menge
und f : IR

n ×U → IR
n eine gegebene beschränkte, Lipschitz-stetige Abbildung. Wir

bezeichnen x = x(s) den Zustand und α = α(s) die Steuerung oder Kontrollvariable.
Mit

(6.2) U =
{
u : [0, T ] → U

∣
∣ u ist messbar

}

führen wir die Menge der zulässigen Steuerungen ein. Wegen

(6.3)
∣
∣f(x, u)

∣
∣ ≤ C und

∣
∣f(x, u) − f(y, u)

∣
∣ ≤ C |x− y| für alle x, y ∈ IR

n, u ∈ U

mit einer Konstanten C > 0 hat (6.1) für jede Steuerung u ∈ U genau eine Lösung
x = x(· ;u) auf [t, T ], die stetig differenzierbar ist. Manchmal wird x auch als
Response des Systems (6.1) auf den Input u bezeichnet.

Ziel ist es, eine Steuerung u ∈ U zu finden, die (6.1) optimal beeinflusst. Dabei
ist optimal bezüglich eines noch zu definierenden Zielfunktionals gemeint.

Gegeben seien x◦ ∈ IR
n und 0 ≤ t ≤ T . Wir definieren

(6.4) J(u;x◦, t) =

∫ T

t

h(x(s), u(s)) ds+ g(x(T )),

wobei x das Problem (6.1) löst und h sowie g gegebene Funktionen sind mit den
Eigenschaften

(6.5)
|h(x, u)| ≤ C, |h(x, u) − h(y, u)| ≤ C ‖x− y‖2,

|g(x)| ≤ C, |g(x) − g(y)| ≤ C ‖x− y‖2

für alle x, y ∈ IR
n, u ∈ U . In (6.5) bezeichnet C ≥ 0 eine Konstante. Ziel ist es,

zu gegebener Anfangsbedingung x◦ zur Anfangszeit t eine optimale Steuerung u∗

zu bestimmen, die das Zielfunktional J unter allen zulässigen Steurungen u ∈ U
minimiert.

Um das Problem zu lösen, führen wir für x◦ ∈ IR
n und t ∈ [0, T ] die minimale

Wertefunktion

(6.6) V (x◦, t) = inf
u∈U

J(u;x◦, t)

75
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ein. Wir betrachten V als Abbildung in der Anfangsbedingung und der Anfangszeit.
Auf diese Weise wird unser Problem, das Zielfunktional (6.4) unter der Nebenbe-
dingung (6.1) für fixierte Werte von x◦ und t zu minimieren, in ein allgemeineres
Problem überführt.

Satz 6.1 (Optimalitätsbedingungen). Seien x◦ ∈ IR
n und t ∈ [0, T ]. Für jedes

hinreichend kleine ∆t > 0 mit t+ ∆t ≤ T gilt dann

(6.7) V (x◦, t) = inf
u∈U

{∫ t+∆t

t

h(x(s), u(s)) dt + V (x(t+ ∆t, t+ ∆t)

}

,

wobei x = x(· ;u) das Problem (6.1) mit der Steuerung u löst.

Proof. Der Beweis erfolgt in zwei Schritten. Zunächst wähle eine Steuerung
u1 ∈ U und löse

(6.8)

{

ẋ1(s) = f(x1(s), u1(s)) for s ∈ (t, t+ ∆t],

x1(t) = x◦.

Zu beliebig gewähltem ε > 0 wähle ein u2 ∈ U mit

(6.9) V (x1(t+ ∆t), t+ ∆t) + ε ≥
∫ T

t+∆t

h(x2(s), u2(s)) ds+ g(x2(T )),

wobei x2 das Anfangswertproblem

(6.10)

{

ẋ2(s) = f(x2(s), u2(s)) for s ∈ (t+ ∆t, T ],

x2(t+ ∆t) = x1(t+ ∆t)

löst. Nun definieren wir die Steuerung

u3(s) =

{
u1(s) für t ≤ s ≤ t+ ∆t,
u2(s) für t+ ∆t < s < T

und bestimme die Lösung x3 von
{

ẋ3(s) = f(x3(s), u3(s)) for s ∈ (t, T ],

x3(t) = x◦

Wegen der eindeutigen Lösbarkeit von (6.1) gilt

x3(s) =

{
x1(s) für t ≤ s ≤ t+ ∆t,
x2(s) für t+ ∆t < s < T

Aufgrund der Definition der minimalen Wertefunktion durch (6.6) und mit (6.9)
folgt

V (x◦, t) = inf
u∈U

J(u;x◦, t)

≤ J(u3;x◦, t) =

∫ T

t

h(x3(s), u3(s)) ds+ g(x3(T ))

=

∫ t+∆t

t

h(x1(s), u1(s)) ds +

∫ T

t+∆t

h(x2(s), u2(s)) ds+ g(x2(T ))

≤
∫ t+∆t

t

h(x1(s), u1(s)) ds + V (x1(t+ ∆t), t+ ∆t) + ε.
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Da u1 beliebig gewählt worden ist, erhalten wir somit

(6.11) V (x◦, t) ≤ inf
u∈U

{∫ t+∆t

t

h(x(s), u(s)) ds + V (x(t+ ∆t), t+ ∆t)

}

+ ε,

wobei x = x(· ;u) das Problem (6.1) löst.
Nun kommen wir zum zweiten Schritt. Wir fixieren wieder ein beliebiges ε > 0 und
wählen nun ein u4 ∈ U mit

(6.12)

V (x◦, t) + ε ≥
∫ T

t

h(x4(s), u4(s)) ds+ g(x4(T ))

=

∫ t+∆t

t

h(x4(s), u4(s)) ds +

∫ T

t+∆t

h(x4(s), u4(s)) ds+ g(x4(T )),

wobei x4 = x4(· ;u4) das Problem (6.1) mit u = u4 löst. Wegen (6.6) folgt

V (x4(t+ ∆t), t+ ∆t) = inf
u∈U

J(u;x4(t+ ∆t), t+ ∆t)

≤
∫ T

t+∆t

h(x4(s), u4(s)) ds+ g(x4(T )).

Also erhalten wir

V (x◦, t) + ε ≥
∫ t+∆t

t

h(x4(s), u4(s)) ds+ V (x4(t+ ∆t), t+ ∆t),

und daher

V (x◦, t) + ε ≥ inf
u∈U

{∫ t+∆t

t

h(x(s), u(s)) ds+ V (x(t + ∆t), t+ ∆t)

}

mit der Lösung x = x(· ;u) von (6.1). Diese Ungleichung zusammen mit (6.11)
beweist die Behauptung. �

Ziel ist es nun, die Optimalitätsbedingung (6.7) in der Form einer eine partiellen
Differentialgleichung zu schreiben. Dazu benötigen wir allerdings Abschätzungen
für die minimale Wertefunktion V . Zum Beweis dieser Abschätzungen verwenden
wir die Gronwall-Ungleichung.

Lemma 6.2 (Gronwall-Ungleichung). 1) Sei η eine nicht-negative, abso-
lut-stetige Funktion auf [0, T ], die fast überall in [0, T ] die Ungleichung

(6.13) η′(t) ≤ ϕ(t)η(t) + ψ(t),

wobei ϕ und ψ nicht-negative, integrierbare Funktionen auf [0, T ] sind.
Dann gilt

(6.14) η(t) ≤ exp

( ∫ t

0

ϕ(s) ds

)(

η(0) +

∫ t

0

ψ(s) ds

)

für alle t ∈ [0, T ].
2) Insbesondere, wenn

η′(t) ≤ ϕ(t)η(t) für fast alle t ∈ [0, T ] und η(0) = 0

gelten, dann folgt η ≡ 0 auf [0, T ].
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Proof. Aus (6.13) schließen wir

d

ds

(

η(s) exp
(

−
∫ s

0

ϕ(r) dr
))

= exp
(

−
∫ s

0

ϕ(r) dr
)(
η′(s) − ϕ(s)η(s)

)

≤ exp
(

−
∫ s

0

ϕ(r) dr
)

ψ(s)

für s ∈ [0, T ] fast überall. ferner gilt expx ≤ 1 für alle x ∈ [0,∞). Also erhalten wir
nach Integration von 0 bis t ∈ [0, T ] die Beziehung

η(t) exp
(

−
∫ t

0

ϕ(s) ds
)

≤ η(0) +

∫ t

0

exp
(

−
∫ s

0

ϕ(r) dr
)

ψ(s) ds

≤ η(0) +

∫ t

0

ψ(s) ds,

was die Ungleichung (6.14) beweist. �

Nun können wir folgendes Resultat beweisen.

Lemma 6.3. Es existiert eine Konstante C > 0, so dass die Ungleichungen
∣
∣V (x◦, t)

∣
∣ ≤ C,

∣
∣V (x◦, t) − V (x̂◦, t̂)

∣
∣ ≤ C

(
‖x◦ − x̂◦‖2 + |t− t̂|

)

für alle x◦, x̂◦ ∈ IR
n und t, t̂ ∈ [0, T ] erfüllt ist.

Proof. Offenbar impliziert (6.5), dass V auf IR
n × [0, T ] beschränkt ist. Es

ist also nur die Lispschitz-Stetigkeit zu zeigen. Wir fixieren dazu x◦, x̂◦ ∈ IR
n und

0 ≤ t ≤ T . Zu beliebigem ε > 0 wählen wir ein û ∈ U , so dass

(6.15) V (x̂◦, t) + ε ≥
∫ T

t

h(x̂(s), û(s)) ds+ g(x̂(T )),

wobei x̂ das Problem

(6.16)

{
˙̂x(s) = f(x̂(s), û(s)) for s ∈ (t, T ],

x̂(t) = x̂◦

Also ergibt sich wegen (6.15) die Abschätzung

(6.17)

V (x◦, t) − V (x̂◦, t)

≤
∫ T

t

h(x(s), û(s)) − h(x̂(s), û(s)) ds + g(x(T )) − g(x̂(T )) + ε,

wobei

(6.18)

{

ẋ(s) = f(x(s), û(s)) for s ∈ (t, T ],

x(t) = x◦

gilt. Aus (6.16) und (6.18) folgern wir

ẋ(s) − ˙̂x(s) = f(x(s), û(s)) − f(x̂(s), û(s)).

Da die Abbildung f Lipschitz-stetig im ersten Argument ist (vergeiche (6.3)), be-
kommen wir die Ungleichung

‖f(x(s), û(s)) − f(x̂(s), û(s))‖2 ≤ C‖x(s) − x̂(s)‖2.
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Damit folgern wir

1

2

d

ds
‖x(s) − x̂(s)‖2

2 =
(
ẋ(s) − ˙̂x(s)

)T (
x(s) − x̂(s)

)

=
(
f(x(s), û(s)) − f(x̂(s), û(s))

)T (
x(s) − x̂(s)

)

≤ ‖f(x(s), û(s)) − f(x̂(s), û(s))‖2‖x(s) − x̂(s)‖2

≤ C‖x(s) − x̂(s)‖2
2.

Nun wenden wir die Gronwall-Ungleichung (siehe Lemma 6.2) an mit η = ‖x(s) −
x̂(s)‖2

2, Φ(s) ≡ C und ψ(s) ≡ 0:

‖x(s) − x̂(s)‖2
2 ≤ exp

(∫ s

0

2C ds
)(

‖x(0) − x̂(0)‖2
2 + 0

)

≤ exp
(
2CT

)
‖x(0) − x̂(0)‖2

2.

Setzen wir C1 =
√

exp(2CT ), so gilt deshalb

‖x(s) − x̂(s)‖2 ≤ C1 ‖x(0) − x̂(0)‖2 = C1 ‖x◦ − x̂◦‖2 für s ∈ (t, T ].

Damit folgt aus (6.5) und (6.17), dass

V (x◦, t) − V (x̂◦, t) ≤
∫ T

t

C ‖x(s) − x̂(s)‖2 ds+ C ‖x(T ) − x̂(T )‖2 + ε

≤
∫ T

t

CC1 ‖x◦ − x̂◦‖2 ds+ CC1 ‖x◦ − x̂◦‖2 + ε

≤ C2 ‖x◦ − x̂◦‖2 + ε

mit C2 = CC1(T + 1). Vertauschen wir x◦ und x̂◦, so ergibt sich

|V (x◦, t) − V (x̂◦, t)| ≤ C2 ‖x◦ − x̂◦‖2 für x◦, x̂◦ ∈ IR
n und t ∈ [0, T ],

das heisst, V ist Lipschitz-stetig im ersten Argument.
Nun seien x◦ ∈ IR

n sowie 0 ≤ t < t̂ ≤ T beliebig gewählt. Zu ε > 0 sei u ∈ U derart,
dass

V (x◦, t) + ε ≥
∫ T

t

h(x(s), u(s)) ds + g(x(T )),

wobei x das Problem (6.1) löst. Wir definieren

û(s) = u(s+ t− t̂) für t̂ ≤ s ≤ T

und bezeichnen mit x̂ die Lösung von

{
˙̂x(s) = f(x̂(s), û(s)) für s ∈ (t̂, T ],
x̂(t̂) = x◦
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Offenbar gilt x̂(s) = x(s+ t− t̂), insbesondere x̂(t̂) = x(t) = x◦. Daher erhalten wir

V (x◦, t̂) − V (x◦, t) ≤
∫ T

t̂

h(x̂(s), û(s)) ds+ g(x̂(T ))

−
∫ T

t

h(x(s), u(s)) ds− g(x(T )) + ε

=

∫ T

t̂

h(x(s+ t− t̂), u(s+ t− t̂)) ds+ g(x(T + t− t̂))

−
∫ T

t

h(x(s), u(s)) ds− g(x(T )) + ε.

Wir setzen r = r(s) = s + t − t̂ für s ∈ [t̂, T ]. Dann s = s(r) = r − t + t̂. Mit der
Substituionsregel und (6.5) folgt

(6.19)

V (x◦, t̂) − V (x◦, t)

≤
∫ T+t−t̂

t

h(x(r), u(r)) dr + g(x(T + t− t̂)) −
∫ T

t

h(x(s), u(s)) ds

− g(x(T )) + ε

= C‖x(T + t− t̂) − x(T )‖2 −
∫ T

T+t−t̂

h(x(r), u(r)) dr + ε

≤ CC3 |t− t̂| +
∫ T

T+t−t̂

C dr + ε = C(C3 + 1) |t− t̂| + ε

für x◦ ∈ IR
n und 0 ≤ t < t̂ ≤ T , wobei wir auch verwendet haben, dass die Lösung

x Lipschitz-stetig ist, das heisst,

‖x(T + t− t̂) − x(T )‖2 ≤ C3 |t− t̂|.

Nun wählen wir û so, dass

V (x◦, t̂) + ε ≥
∫ T

t̂

h(x̂(s), û(s)) ds+ g(x̂(T ))

gilt, wobei x̂ das Problem

{
˙̂x(s) = f(x̂(s), û(s)) für s ∈ (t̂, T ],
x̂(t̂) = x◦

löst. Definiere

u(s) =

{
û(s+ t̂− t) für s ∈ [t, T + t− t̂],
û(T ) für s ∈ (T + t− t̂, T ]

und bezeichne mit x die Lösung von (6.1). Offenbar gelten die Beziehungen

u(s) = û(s+ t̂− t) und x(s) = x̂(s+ t̂− t) für s ∈ [t, T + t̂− t].
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Insbesondere haben wir x(t) = x̂(t̂) = x◦. Daher bekommen wir analog zur Herlei-
tung der Ungleichung (6.19) die Beziehung

V (x◦, t) − V (x◦, t̂) ≤
∫ T

t

h(x(s), u(s)) ds+ g(x(T ))

−
∫ T

t̂

h(x̂(s), û(s)) ds− g(x̂(T )) + ε

=

∫ T

t

h(x̂(s+ t̂− t), û(s+ t̂− t)) ds+ g(x̂(T + t̂− t))

−
∫ T

t̂

h(x̂(s), û(s)) ds− g(x̂(T )) + ε

≤
∫ T+t̂−t

t̂

h(x̂(r), û(r)) dr −
∫ T

t̂

h(x̂(s), û(s)) ds

+ C ‖x̂(T + t̂− t) − x̂(T )‖2 + ε

≤ −
∫ T

T+t̂−t

h(x̂(s), û(s)) ds+ CC2 |t̂− t| + ε

≤ C
(
1 + C4

)
|t̂− t| + ε,

wobei wir die Lipschitz-Stetigkeit

‖x̂(T + t̂− t) − x̂(T )‖2 ≤ C4 |t̂− t|, C2 > 0,

verwendet haben. Diese Ungleichung zusammen mit (6.19) ergibt

|V (x◦, t) − V (x◦, t̂)| ≤ C5 |t− t̂| für x◦ ∈ IR
n und t, t̂ ∈ [0, T ]

mit C5 = C(1 + max(C3, C4)). Die Dreiecksungleichung

|V (x◦, t) − V (x̂◦, t̂)| ≤ |V (x◦, t) − V (x̂◦, t)| + |V (x̂◦, t) − V (x̂◦, t̂)|
≤ C6

(
‖x◦ − x̂◦‖2 + |t− t̂|

)

mit C6 = max(C2, C5) ergibt nun die Aussage des Lemmas. �

Mit Lemma 6.3 können wir zeigen, dass die minimale Wertefunktion einer par-
tiellen Differentialgleichung genügt.

Satz 6.4 (HJB Gleichung). Die minimale Wertefunktion V ist die eindeutige
Viskositätslösung der Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung

Vt(x, t) + min
u∈U

{
f(x, u)T∇xV (x, t) + h(x, t)

}
= 0, (x, t) ∈ IR

n × (0, T ),(6.20a)

V (x, T ) = g(x), x ∈ IR
n.(6.20b)

Bemerkung 6.5. Wir führen für (p, x) ∈ IR
n × IR

n die Hamilton-Funktion

H(p, x) = min
u∈U

{
f(x, u)T p+ h(x, t)

}

ein. Dann lässt sich (6.20) in der kompakten Form

Vt(x, t) +H(∇xV (x, t), x) = 0, (x, t) ∈ IR
n × (0, T ),(6.21a)

V (x, T ) = g(x), x ∈ IR
n(6.21b)

schreiben. Aus der Theorie hyperbolischer Gleichungen ist bekannt, dass (6.21)
keine glatten Lösungen für alle Zeiten t ≥ 0 besitzen kann. Aus diesem Grund wird
der Begriff Viskositätslösung eingeführt. ♦
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Für ein ε > 0 betrachten wir zunächst das Problem

W ε
t (x, t) −H(∇xW

ε(x, t), x) = ε∆xW
ε(x, t), (x, t) ∈ IR

n × (0, T ),(6.22a)

W ε(x, 0) = g(x), x ∈ IR
n.(6.22b)

Problem (6.22) ist ein quasilineares, parabolisches Problem, das (unter gewissen
Voraussetzungen) eindeutig lösbar ist und glatte Lösungen besitzt. Der Term ∆xW

ε

regularisiert das hyperbolische Problem. Wenn W ε für ε → 0 gegen eine Funktion
W (in einem gewissen Sinn) konvergiert, so interpretieren wir W als Lösung von

Wt(x, t) −H(∇xW (x, t), x) = 0, (x, t) ∈ IR
n × (0, T ),(6.23a)

W (x, 0) = g(x), x ∈ IR
n.(6.23b)

Bemerkung 6.6. Wenn V die Viskositätslösung von (6.21) ist, so ist W (x, t) =
V (x, T − t), (x, t) ∈ IR

n × [0, T ], die Viskositätslösung von (6.23). ♦

Definition 6.7. Eine beschränkte, gleichmäßig stetige Funktion V heißt Vis-
kositätslösung von (6.21), wenn folgende Eigenschaften erfüllt sind:

1) V (· , T ) = g in IR
n.

2) Sei W ∈ C∞(IRn × (0, T )) beliebig. Hat V −W ein lokales Maximum in
(x0, t0) ∈ IR

n × (0, T ), so gilt

Wt(x0, t0) +H(∇xW (x0, t0), x0) ≥ 0.

3) Sei W ∈ C∞(IRn × (0, T )). Hat V −W ein lokales Minimum in (x0, t0),
dann folgt

Wt(x0, t0) +H(∇xW (x0, t0), x0) ≤ 0.

Bemerkung 6.8. Um zu zeigen, dass die minimale Wertefunktion V eine Vis-
kositätslösung von (6.21) ist, müssen wir die Eigenschaften 2) und 3) aus Definiti-
on 6.7 für beliebige Funktion W ∈ C∞(IRn × (0, T )) nachprüfen. ♦

Beweis von Satz 6.4. Nach Lemma 6.3 ist V beschränkt und Lipschitz-ste-
tig. Ferner folgt aus (6.4) und (6.6) direkt

V (x◦, T ) = inf
u∈U

J(u;x◦, T ) = g(x◦) für (x◦, t) ∈ IR
n × [0, T ].

Damit gilt Teil 1) von Definition 6.7. Wir zeigen nun Teil 2). Sei W ∈ C∞(IRn ×
[0, T ]) beliebig vorgegeben. Wir nehmen an, dass V − W in (x0, t0) ein lokales
Maximum hat. Zu zeigen ist, dass

(6.24) Wt(x0, t0) + min
u∈U

{
f(x0, t0)

T∇xW (x0, t0) + h(x0, u)
}
≥ 0

gilt. Angenommen, (6.24) ist nicht erfüllt. Dann existieren ein u ∈ U und ein θ > 0
mit

(6.25) Wt(x, t) + f(x, t)T∇xW (x, t) + h(x, u) ≤ −θ < 0

für alle (x, t) in einer hinreichend kleinen Umgebung von (x0, t0), das heisst, es gibt
ein δ > 0 mit

(6.26) ‖x− x0‖2 + |t− t0| < δ.

Da V −W ein lokales Maximum besitzt, folgt — möglicherweise nach einer Reduk-
tion von δ — die Ungleichung

(6.27) (V −W )(x, t) ≤ (V −W )(x0, t0) für alle (x, t), die (6.26) erfüllen.
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Wir betrachten die konstante Steuerung u(s) = u für alle s ∈ [t0, T ] mit dem
dazugehörigen Zustand

{
ẋ(s) = f(x(s), u) für s ∈ (t0, T ],
x(t0) = x0

Wähle τ ∈ (0, δ) so klein, dass ‖x(s) − x0‖2 + |s− t0| < δ für s ∈ [t0, t0 + τ ]. Dann
folgt aus (6.25) und (6.25)

(6.28) Wt(x(s), t) + f(x(s), t)T∇xW (x(s), t) + h(x(s), u) ≤ −θ, s ∈ [t0, t0 + τ ].

Unter Verwendung von (6.27) erhalten wir

(6.29)

V (x(t0 + τ), t0 + τ) − V (x0, t0) ≤W (x(t0 + τ), t0 + τ) −W (x0, t0)

=

∫ t0+τ

t0

dW

ds
(x(s), s) ds =

∫ t0+τ

t0

Wt(x(s), s) + ∇xW (x(s), s)ẋ(s) ds

=

∫ t0+τ

t0

Wt(x(s), s) + f(x(s), u)T∇xW (x(s), s) ds.

Aufgrund der Optimalitätsbedingung (6.7) gilt

(6.30) V (x0, t0) ≤
∫ t0+τ

t0

h(x(s), u) ds+ V (x(t0 + τ), t0 + τ).

Kombinieren wir (6.28), (6.29) und (6.30), so erhalten wir

0 ≤
∫ t0+τ

t0

Wt(x(s), s) + f(x(s), u)T∇xW (x(s), s) ds

+ V (x0, t0) − V (x(t0 + τ), t0 + τ)

≤
∫ t0+τ

t0

Wt(x(s), s) + f(x(s), u)T∇xW (x(s), s) + h(x(s), u) ds

≤ −
∫ t0+τ

t0

θ ds = −θτ < 0.

Dieser Widerspruch beweist (6.24).
Sei nun W ∈ C∞(IRn × [0, T ]) wieder beliebig gewählt. Wir nehmen nun an, dass
V −W ein lokales Minimum im Punkt (x0, t0) ∈ IR

n × [0, T ] hat. Dann müssen wir
zeigen, dass

(6.31) Wt(x0, t0) + min
u∈U

{
f(x0, u)

T∇xW (x0, t0) + h(x0, u)
}
≤ 0

gilt. Angenommen, (6.31) ist nicht erfüllt. Dann existiert ein θ > 0 mit

(6.32) Wt(x, t) + f(x, u)T∇xW (x, t) + h(x, u) ≥ θ > 0 für alle u ∈ U,

wobei (x, t) wieder hinreichend nahe an (x0, t0) liegen, das heisst, es gibt ein δ > 0
mit

(6.33) ‖x− x0‖2 + |t− t0| < δ.

Da V −W in (x0, t0) ein lokales Minimum besitzt, gilt — möglicherweise nach einer
Reduktion von δ — die Ungleichung

(6.34) (V −W )(x, t) ≥ (V −W )(x0, t0) für alle (x, t), die (6.33) erfüllen.
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Sei τ ∈ (0, δ) so gewählt, dass ‖x(s) − x0‖2 < δ für s ∈ [t0, t0 + τ ], wobei

(6.35)

{
ẋ(s) = f(x(s), u(s)) für s ∈ (t0, T ],
x(t0) = x0

für eine Steuerung u ∈ U gelte. Diese Annahme können wir wegen (6.3) aufstellen.
Wegen (6.34) und (6.35) haben wir für beliebiges u ∈ U

(6.36)

V (x(t0 + τ), t0 + τ) − V (x0, t0) ≥W (x(t0 + τ), t0 + τ) −W (x0, t0)

=

∫ t0+τ

t0

dW

ds
ds =

∫ t0+τ

t0

Wt(x(s), s) + ∇xW (x(s), s)ẋ(s) ds

=

∫ t0+τ

t0

Wt(x(s), s) + f(x(s), u(s))T∇xW (x(s), s) ds.

Andererseits können wir wegen der Optimalitätsbedingung (6.7) eine Steuerung
u ∈ U wählen, so dass

V (x0, t0) ≥
∫ t0+τ

t0

h(x(s), u(s)) ds + V (x(t0 + τ), t0 + τ) − θτ

2

und somit

(6.37)
θτ

2
≥ V (x(t0 + τ), t0 + τ) − V (x0, t0) +

∫ t0+τ

t0

h(x(s), u(s)) ds.

Kombination von (6.36) und (6.37) ergibt mit (6.32) die Beziehung

θτ

2
≥

∫ t0+τ

t0

Wt(x(s), s) + f(x(s), u(s))T∇xW (x(s), s) + h(x(s), u(s)) ds ≥ θτ.

Dieser Widerspruch beweist (6.31). �

Bemerkung 6.9. Wir kommen nun zur Wahl der optimalen Steuerungen. Ge-
geben seien eine Anfangszeit t ∈ (0, T ] und ein zugehöriger Anfangswert x◦ ∈ IR

n.
Wir betrachten das optimal gesteuerte System

ẋ∗(s) = f(x∗(s), u∗(s)) für alle s ∈ (t, T ],(6.38a)

x∗(t) = x◦,(6.38b)

wobei zu jeder Zeit s die Werte u∗(s) ∈ U so gewählt sind, dass

(6.39)

f(x∗(s), u∗(s))T∇xV (x∗(s), s) + h(x∗(s), u∗(s))

= H(∇xV (x∗(s), s), x∗(s))

= min
u∈U

{
f(x∗(s), u)T∇xV (x∗(s), s) + h(x∗(s), u)

}

erfüllt ist. Dann erhalten wir beim Lösen der HJB Gleichung neben der minimalen
Wertefunktion für jedes (x, t) ∈ IR

n × (0, T ) auch eine optimale Steuerung u∗ ∈ U ,
die sogenannte Rückkopplungs- oder Feedback-Steuerung. Natürlich müssen wir vor-
aussetzen, dass (6.39) sinnvoll definiert ist, das heisst, u∗ und V müssen hinreichend
glatt sein. ♦
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2. Linear-quadratische Steuerprobleme

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns mit linear-quadratischen Kontroll-
problemen. Im Detail seien

f(x, u) = Ax+Bu mit A ∈ IR
n×n, B ∈ IR

n×m,

h(x, u) = xTQx+ uTRu mit Q ∈ IR
n×n, R ∈ IR

m×m,

g(x) = xTMx mit M ∈ IR
n×n,

wobei Q sowie M positiv semidefinit und symmetrisch sowie R positiv definit und
symmetrisch sind. Ferner seien die Anfangszeit t = 0 und U = IR

m. Also betrachten
wir das Problem

(LQR)
min J(u;x◦, 0) =

∫ T

0

x(t)TQx(t) + u(t)TRu(t) dt+ x(T )TMx(T )

u.d.N. ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) für t ∈ (0, T ] und x(0) = x◦.

Das Problem (LQR) wird Linear-quadratisches Regulatorproblem genannt. Der er-
ste Schritt ist nun, dass wir bei der HJB Gleichung (6.20) die Minimierung betrach-
ten. Hier müssen wir den Ausdruck

ϕ(u) =
(
Ax+Bu

)T∇xV (x, t) + xTQx+ uTRu

bezüglich u ∈ IR
m minimieren. Daher betrachten wir die erste Ableitung von ϕ in

eine beliebige Richtung uδ ∈ IR
m:

∇ϕ(u)uδ = ∇xV (x, t)TBuδ + uT
δ Ru+ uTRuδ =

(
∇xV (x, t)TB + 2uTR

)
uδ.

Aus ∇ϕ(u) = 0 folgt daher ∇xV (x, t)TB + 2uTR = 0, das heisst, wir bekommen
die Beziehung 2Ru = −BT∇xV (x, t). Wegen der Invertierbarkeit von R erhalten
wir

(6.40) u∗ = −1

2
R−1BT∇xV (x, t).

Nun machen wir den folgenden Ansatz

(6.41) V (x, t) = xTP (t)x für x ∈ IR
n,

wobei P (t) ∈ IR
n×n symmetrisch sei. Dann folgt ∇xV (x, t) = 2P (t)x. Einsetzen

von (6.41) in (6.40) ergibt

(6.42a) u∗(t) = −K(t)x∗(t) für t ∈ [0, T ]

mit

(6.42b) K(t) = R−1BTP (t) ∈ IR
m×n.

Einsetzen von (6.41) in die HJB Gleichung führt auf

(6.43a) xT Ṗ (t)x+ min
u∈IRm

{(
Ax+Bu

)T
(2P (t)x) + xTQx+ uTRu

}

= 0

für alle (x, t) ∈ IR
n × [0, T ) und

(6.43b) P (T ) = M in IR
n×n.
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Wir setzen (6.42a) in (6.43a) ein und erhalten

xTP (t)x+ 2xTATP (t)x + 2uTBTP (t)x + xTQx+ uTRu

= xT
(

Ṗ (t) +ATP (t) + P (t)A+Q
)

x− 2xTP (t)BR−1BTP (t)x

+ xTP (t)BR−1RR−1BTP (t)x

= xT
(

Ṗ (t) +ATP (t) + P (t)A+Q− xTP (t)BR−1BTP (t)
)

x

für alle x ∈ IR
n und t ∈ (0, T ). Also folgt aus (6.43) ein Anfangswertproblem für

P (t) in IR
n×n:

−Ṗ (t) = ATP (t) + P (t)A+Q− P (t)BR−1BTP (t) für t ∈ [0, T ),(6.44a)

P (T ) = M.(6.44b)

Zunächst lösen wir daher (6.44), die sogenannte (differentielle) Matrix-Riccati Glei-
chung, zur Bestimmung der Abbildung t 7→ P (t)IRn×n. Dann berechnen wir die
Feedback-Matrix K = K(t) ∈ IR

m×n gemäß (6.42b). Das Rückkopplungsgesetz ist
dann durch (6.42a) gegeben. Dieses Feedback-Gesetz ist unabhängig von der An-
fangsbedingung x◦ in (LQR). Die optimale Trajektorie x∗ = x∗(· , u∗) erhalten wir
durch das Closed-Loop System

ẋ∗(t) = Ax∗(t) +Bu∗(t) = Ax∗(t) −BR−1BTP (t)x∗(t)

=
(
A−BR−1BTP (t)

)
x∗(t) für t ∈ (0, T ],

x∗(0) = x◦.

Bemerkung 6.10. Im Fall von T = ∞ (Infinite Horizon Problem) ist P un-
abhängig von t, das heisst, P ist konstant, und löst die algebraische Matrix-Riccati
Gleichung

(6.45) ATP + PA+Q− PBR−1BTP = 0 in IR
n×n.

Es gibt in der System Control Toolbox von Matlab Algorithmen zur Lösung von
(6.45). ♦

Beispiel 6.11. Betrachte das Problem

min J(u;x◦, 0) =

∫ T

0

x(t)2 + u(t)2 dt

unter der Nebenbedingung

ẋ(t) = u(t) für t ∈ (0, T ] und x(0) = x◦.

Wir haben also n = m = 1, A = M = 0, B = Q = R = 1. Daher folgt aus (6.44)

(6.46) −Ṗ (t) = 1 − P (t)2 für t ∈ [0, T ) und P (T ) = 0.

Das Anfangswertproblem (6.46) lässt sich durch Separation der Variablen lösen.

Seien t = T − τ und p(τ) = P (t). Dann erhalten wir Ṗ (t) = −ṗ(τ) und

ṗ(τ) = 1 − p(τ)2 für τ ∈ (0, T ], p(0) = 0.

Also mit r(p) = 1 − p2 und h(τ) = 1 gilt

(6.47)
dp(τ)

dτ
= r(p(τ))h(τ) ⇐⇒ dp(τ)

1 − p(τ)2
=

dτ

1
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Wegen

1

1 − p2
=

a

1 − p
+

b

1 + p
⇔ a(1 + p) + b(1 − p) = 1 ⇔ p(a− b) + a+ b = 1

folgen a = b = 1/2. Damit gilt
∫ p(τ)

0

1

1 − p2
dp =

∫ p(τ)

0

1

2(1 − p)
+

1

2(1 + p)
dt

=
1

2

( ∫ p(τ)

0

1

(1 − p)
dt+

∫ p(τ)

0

1

(1 + p)
dt

)

=
1

2

(
ln |p(τ) + 1| + |p(τ) − 1|

)
.

Also mit (6.47) schliessen wir

1

2
ln

∣
∣
∣
∣

p(τ) + 1

p(τ) − 1

∣
∣
∣
∣
= τ ⇔

∣
∣
∣
∣

p(τ) + 1

p(τ) − 1

∣
∣
∣
∣
= exp(2τ)

Die Bedingung p(0) = 0 führt auf p(τ) − 1 < 0 für τ ∈ [0, T ] hinreichend klein.
Somit bekommen wir

p(τ) + 1

1 − p(τ)
= exp(2τ) ⇔ 1 + p(τ) = (1 − p(τ)) exp(2τ)

⇔
(
1 + exp(2τ)

)
p(τ) = exp(2τ) − 1

⇔
(
1 + exp(−2τ)

)
p(τ) = 1 − exp(−2τ)

⇔ p(τ) =
1 − exp(−2τ)

1 + exp(−2τ)
.

Mit der Variablentransformation τ = T − t erhalten wir die Lösung von (6.46):

P (t) =
1 − exp(2(t− T ))

1 + exp(2(t− T ))
.

Ferner ist die optimale Steuerung durch

u∗(t) = −K(t)x∗(t) = −R−1BTP (t)x∗(t) = −P (t)x∗(t) =
exp(2(t− T )) − 1

1 + exp(2(t− T ))
x∗(t)

gegeben. ♦
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