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1 Einleitung

1.1 Bewegungsgleichungen nach Euler und Navier-Stokes-Fourier

Die Eulergleichungen der Dynamik ¢dealer kompressibler Fluide lauten

i +divy(pV) =0

ot
a(ng) +dive (pV V' +pI) =0 (1)
X rdivi(E V) =0

Das Fluid wird durch zwei Funktionen der Dichte p und der Temperatur 6 spezifiziert,
den Druck p = p(p, #) und die innere Energie e = e(p, §). Mit der Gesamtenergie

1
E =pe+ §p|V\2

besteht das System (1) aus fiinf PDG in den fiinf Unbekannten p > 0,0 > 0,V =
(Vi, V2, V3) € R?.
Annahmen iiber die Funktionen p(p, 0),e(p, 6):

(2, 1) es gibt eine glatte Funktion s = s(p, 6), so dass
de = 0ds — pd(1/p),

“erstes Gesetz der Thermodynamik”, s “Entropie”,

(2, ii) Monotonie: gi(/n ¢) > 0 und g;(p, 0) > 0.

1.1.1 Definition. Fin System

d
0 0
Ao(w) 5o + 3" Aj(u) o = G(u),  Agy Aty Ag: U — B, Y C R offen,  (3)
ot = Oxj
heifit Friedrichs-symmetrisch wenn die Matrizen Ag, A1, ..., Agq alle symmetrisch sind und
A positiv definit ist.

1.1.2 Satz. (Majda 1983) Betrachte ein Friedrichs-symmetrisches System (3) und offe-
ne Mengen Uy, Uy C R™ mit Uy CC Uy CC U. Angenommen ug € H*(R?) =, s > d/2+1,
und ug(z) € Uy, Y € RE. Dann gilt mit einem T > 0: Es existiert genau eine Lisung
u € CH([0,T] x R%) won (3) zur Anfangsbedingung u(0,.) = ug mit u(t,x) € Uy, V(t,x) €
[0,T] x R und u € C([0,T], H*(RY)) N CL([0, T], H>~1(RY)).

1.1.3 Korollar. (Lokale Losungstheorie der Eulergleichungen) Angenommen, die Be-
dingungen (2) sind erfillt. Dann sind die Eulergleichungen (1) mit Anfangsdaten in
geeigneten Sobolevrdumen zumindest fir eine gewisse Zeit T > 0 eindeutig ldsbar; die
Losung ist von der in Satz 1.1.2 beschriebenen Art.
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Beweis. Die Eigenschaften (2) implizieren, dass die Gleichungen (1) als Friedrichs-symme-
trisches System (3) geschrieben werden konnen. (Siehe Abschnitt 1.2.) O

Die Navier-Stokes-Fourier-Gleichungen der Dynamik dissipativer kompressibler Fluide
lauten

op . _
T + div,(pV) =0
5 +divy (pVV' +pl) = div, (n(DxV + (D V)" )+ Cdlvgg(V)I)
o0&

5 Tdive(E+p)V) = div, ((n(D2V + (DV) ) + ¢diva (V)I)V + k grad,0);

(4)
darin quantifizieren die Dissipationskoeffizienten 7n,(,x > 0 die Scherviskositdt, Volu-
menviskositit und Wiarmeleitfihigkeit des Fluids.

1.1.4 Definition. Fin System partieller Differentialgleichungen der Form
d .
A (u, v)ug + Z At (u, v)ug; = fi(u,v, Dyv)
j=1
d (5)

AS(u,v)vy — Z ng(u,v)vzﬂk = fa(u,v.Dyu, Dyv)
Jk=1

mit )
AY AL O 5 R™fy O x R™ 5 R™,
A3, B O 5 R, fy 1 O x R™ x R — R,

O C R™™ offen, heifft symmetrisch hyperbolisch-parabolisch, wenn die Funktionen
A?Ajll,Ag,ng glatt sind und gilt:

(6,i) AV, AY sind symmetrisch und positiv definit,
(6,ii) Al sind symmetrisch,
(6,ii1) ng sind symmetrisch mit ng = ng, und ngijk positiv definit, Yw € S41.

Im Fall n = 0 (kein v) reduziert sich dies auf das symmetrisch hyperbolische System
d .
AY(uue + ) Al (W)ua, = fi(w);
j=1
im Fall m = 0 (kein u) auf das parabolische System

d
AYw)oe = > B (0)vaya, = fo(v, Dav).
k=1




1.1 Bewegungsgleichungen nach Euler und Navier-Stokes-Fourier

1.1.5 Satz. (Kawashima 1983) Betrachte ein System (5) mit den Eigenschaften (6) und
nimm an, dass fir ein gewisses Paar (u,v) € O

fi(u,0,0) =0 wund fo(u,v,0,0). (7)

Betrachte Anfangsdaten (ug, vo) mit (ug—1, vo—0) € H*(R?), s > d/24+2 und (ug(z),vo(x))
€ Oy CC O, Yz € R%. Dann ezistiert ein T > 0, so dass das System (5) zu diesen Daten
eine eindeutige Losung auf [0,T] x R? hat mit

u—u €C([0,T], H*(RY)) n CL([o, T], H*~L(RY)),
v—15 €C([0,T], H*(RY)) N CL([0,T), H*2(R?)).

1.1.6 Korollar. (Lokale Lisunsgtheorie der Navier-Stokes-Fourier-Gleichungen) Ange-
nommen, die Bedingungen (6) und (7) sind erfillt. Dann sind die Navier-Stokes-Fourier-
Gleichungen (4) mit Anfangsdaten in geeigneten Sobolevrdumen zumindest fiir eine ge-
wisse Zeit T > 0 eindeutig losbar; die Ldsung ist von der in Satz 1.1.5 beschriebenen
Art.

Beweis. System (4) erfiillt die Voraussetzungen von Satz 1.1.6. O

Unter geeigneten Annahmen gilt fiir symmetrisch hyperbolisch-parabolische Systeme
mehr als nur die zeitlich lokale Existenz von Losungen:

Satz 1.1.7. (Kawashima 1983) Betrachte das symmetrisch hyperbolisch-parabolische
System

d d
AU+ AU, — Y B¥U)sye, = f(UDU), U= (uv)eO (5
j=1 j.k=1

_ fi(u,v, Dyv)
f(UDU) = (h(;v,gmupm) ’

bei dem die Matrizen A°(U), AJ(U), BI*(U),j,k =1,...,d, und L

L(U) _ _ Dufl(u7 v, 0) val(ua v, 0)
Duf2<u7 v, 07 0) DUfQ(u7 v, 07 O)
symmetrisch seien. Ferner seien AY(U) und alle Ba(U,w) = Z;{k:l ng Uwjwg,w €
Sa=1 positiv definit, und beim Gleichgewichtszustand U = (@, v) mit f(U,0) = 0 sei

L(U) positiv semidefinit. (8)
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Fiir alle w € ST gelte
Vip € (kerL(U) NkerB(U,w)) \ {0} : (nA° + A(w)) #0, Vu € R. (K)

Es seien d > 3 und s > d/2 + 3. Dann gilt mit einem 6 > 0 Folgendes. Betrachte
Anfangsdaten (ug,vo) mit (uo — ,vg — v) € H¥(RY) N LY(RY). Wenn'

[(uo — @, v0 — V)51 <9,
dann hat das Anfangswertproblem von (5) eine eindeutige globale Lisung mit
u—1 € C([0,00), H¥(RY)) N CL([0, 00), H*~H(RY)) N L2([0, 00), H*(RY)),
v =17 € O([0, 00), H*(R) N C}([0, 00), H**(R?)) N L*([0, 00), H*H(RY)),
und diese erfillt
[(u(t) — @, 0(t) = 0)|[gs < Cll(uo — @00 = 0)][s,1
1 ut) = @ 0(t) = D)o < OO+ )4 (g — v — 9) o1

Das heifit, Losungen zumindest zu kleinen Daten existieren fiir alle Zeiten und klingen
mit einer explizit bekannten Rate ab.

Dieser Satz ist auf die Navier-Stokes-Fourier-Gleichungen anwendbar (sieche Abschnitt
1.2).

1.2 Symmetrie durch Entropie
1.2.1 Satz. (Godunov-Laz-Friedrichs-Lax-Boillat) Falls zu einem System von Erhal-
tungsgleichungen

d
up + Z(fj(u))xj =0, fj:U—=R" UCR" offen und konvex, (9)
j=1

glatte Funktionen n,q1,...,qq : U — R existieren mit
(ii) n strikt konvex: D*n > 0,

dann ldsst sich (9) in der Variablen

_On
" Bu
i der Form Do(0) D3 (0)
pv PV
— — p— 1
(50).+ (%% ) ’ (10

schreiben, mit Funktionen o, @1, ...oq mit D%*¢ > 0.

"Wir verwenden ||.|[11 := ||.|[ g0 + ||-l|51-




1.2 Symmetrie durch Entropie

1.2.2 Definition. (i) In diesem Fall heiffit mit ¢ = (qu,...,q4) das Paar (n,q) ein
“Entropie-Entropiefluss-Paar”. (ii) Es werden v als Godunov-Variable und die Funk-
tionen @, @1, ...pq als Godunov-Potentiale bezeichnet.

1.2.3 Korollar. Ein System wie in Satz 1.2.1 ist Friedrichs-symmetrisch.

Beweis. Gleichung (9) ist dann dquivalent zu

d
AY(w)v + > A (v)g, =0, (11)
j=1
namlich mit '
A(v) = D*p(v), A’ (v) = D*p;(v). (12)
O

1.2.4 Proposition. (Legendre) Ist U C R™ offen und konvez, n € C*(U,R) und
D?*n >0,
so ist die Abbildung a :U —V = a(Ud) C R™ mit

a(w) = 2 (u) (13)

ein Diffeomorphismus von U auf V. Setzt man b := o~ und definiert ( : V — R durch

((v) = v-b(v) = n(b(v)),

so ist ( konvex:

D%*¢ >0,
und 5
b(v) = a—i(v). (14)

Dualerweise ist dann auch

Beweis. Es sind

¢ (v) 0b(v) db(v)
ov (v) + o (Zi( ) W_b(v)
und
0*¢(v)
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Bem.: Der Zusammenhang

_ A _ 9
n(u)+¢(v) =u-v mitv= 6u(u) und u = (%(v)
heifit Legendre-Transformation.
Beweis des Satzes. Mit a, b, wie in der Proposition und
G(v) :==w- f5(b(v)) — q;(b(v))
gelten
oc, |
%(v) =
und
9y — . 95 (02 oy — 9% () 20
81) (U) - f] (U) +v au (U‘) 87) ('U) au (U) av (U)
_ MOfi 04\ (y 9y f
= filu) + (8u ou  Ou () v (v) = fiw).
=0

Also gilt der Satz mit ¢ = (, p; = (j.

1.2.5 Lemma. Fiir die Eulergleichungen sind (—ps, —psV') ein (Entropie, Entropiefluss)-

Paar und L

e+p/p—5IVI°
0

.V -
V=—,0
S? 0 )

D=

P =
Godunov-Variablen sowie

V4
(=% und =171 =123,

Godunov-Potentiale.

Beweis. Die Bedingungen (2,i) und (2,ii) implizieren (Ubungsaufgabe!), dass man die
innere Energie auch als Funktion e(7,s) des spezifischen Volumens 7 = 1/p und der
spezifischen Entropie s schreiben kann, mit der dann

p=0p(7,5) = —e,(1,5), 0=0(1,s)=es(r,s) und D%e = (GTT e”) >0
€sr  Css
sind; das werden wir ab jetzt benutzen. Aus D?e(r, s) > 0 folgt mit
S=ps und E(p,S)= pe(r,s)
dass die Gesamtenergie

; >
E=E(p,m,S) = W + E(p, )




1.2 Symmetrie durch Entropie

eine konvexe Funktion der Dichte p, des Impulses m = pV und der Entropie(volumendichte)
S ist,
D%*E > 0.
Folglich ist die physikalische Entropie eine konkave Funktion der Erhaltungsgréfien p, m
und &,
S =2S(p,m,E) mit DS <0

und die “mathematische Entropie ”
n=-S(p,m,E) mit D?p>0

wieder eine konvexe.

Mit
PV
fi =1 pViV +pe;
(€ +p)V;
rechnet man leicht nach, dass ¢ = —SV mit n = —S ein Entropie-Entropiefluss-Paar im

Sinne von Definition 1.2.2 bildet. Durch Differentiation der Beziehung
g(pv m, g(pv m, 5)) =¢£

nach p bzw. m bzw. £ ergeben sich die Relationen

) 0F 905
dp 0S5 Op

) 0 0E 05
om 05 0m

|00
0S5 0E

und daraus unter Beachtung von
gi :e+p/p—93—%|V\2, g;i =V, 22:9

die Beziehungen

on _etp/p—3IVIP

ap 0 =¥
6= g0
Damit folgen

und
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1.3 Fourier-Laplace-Moden der Euler- und der NSF-Gleichungen

Die Fourier-Laplace-Moden sind die Losungen der Form

d
Uexp | M+ > &uj |, (1€ €CxRY, (15)
j=1

der Linearisierung

d d
AU+ A (O, = > B*O)Us,a,,
j=1 k=1

an einem Referenzzustand U. Wegen der Galilei- und Rotationsinvarianz nehmen wir
0.B.d.A. an, dass die Geschwindigkeit V fiir diesen Zustand den Wert 0 und der Wellen-
vektor die Form & = (¢,0,...,0) hat.

Wir betrachten zunéchst die Euler-Gleichungen (1) in den Variablen p, V, s; bzgl. letzterer
sind e, p und € = pe (bei V = 0) Funktionen von p und s. Es sind B*(U) = 0 sowie

1 0 0 0 0 p 0 0
o |0 p 0 0 L | Be 0 0 Ps
AU) = 0 0 plh 0 |’ AU = 0 0 0
E 00 & 0 (E+p) 0 0

Die Existenz einer nichttrivialen Mode (15) ist also dquivalent zum Bestehen der Disper-

sionsrelation B B
0=1Ig(\ &) =det (\A°(U) + i€ A (D))

A €p 0 0
€D, PA 0 i&ps
B 0 0 pALy 0

ME+p)/p i&E+p) 0 poA

:ﬁ4§A3 ()\2 +ZT/)§2) 7
also

A=0 oder A= Zic
mit der Schallgeschwindigkeit

Cs = +/Dp-

Die Moden mit A # 0 entsprechen Schall-, die mit A = 0 Entropie- bzw. Vortizititswellen;
alle diese Wellen sind fiir Euler neutral, Re A = 0.




1.3 Fourier-Laplace-Moden der Euler- und der NSF-Gleichungen

Fiir Navier-Stokes-Fourier lautet mit

0O 0 O 0
1177 0 n 0 0
YO = 5 un o
kb, 0 0 Kb,

die Dispersionsrelation

0 =Tngr(A, &) =det (AA°(U) +icA(U) + £2B')

A i&p 0 0
i€pp pA +né? 0 i&ps
o 0 (PA+pe 0
MNE+D)/p+ k0,62 i€(€ +p) 0 PON + K0,£2

~ 2
= (pA + 1&?) " mnsr(N, €),
wobei
s €) = asA® + a2)? + a1\ + ag
mit B
asz = ,(_)29
ag = plrbs + nb)E>
ar = [nrB&? + p°Pob)¢?
ao = kp[py0s — Ps0,)¢".

Folgendes gilt fiir beliebiges ¢ # 0. Die doppelte Wurzel A = —(up)&2 ist negativ. Gemis
dem Routh-Hurwitz-Kriterium haben die drei Wurzeln A\ von 7(.,€) genau dann alle
negativen Realteil, wenn

as,a1,a9 >0 und asa; — agag > 0. (16)
Wegen
Pp = p_2€7"ra —ps =0 = €75, 05 =egs
und D%Se > 0 ist die erste Ungleichung in (16) erfillt und folgt die zweite mit
D Dl e €2 1 22— A _7 2\ g4
asay — azag = plkds + ndl[nkbs§” + p ppe]f — kpb(erress — €75)€
> pet ([kss + nflerr0 — Kl(erress — €2,))
= p¢t (nb%err + rbe2,))

Fiir NSF sind also sowohl die Entropie- und Vortizitdtswellen (A € R) als auch die
Schallwellen (A € C\ R) geddmpft, Re A < 0.
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1.4 Pendants der Satze von Majda und Kawashima im linearen Fall

1.4.1 Satz. (Majda im linearen Fall = einfachste Situation von Friedrichs 1954)
Betrachte das symmetrisch hyperbolische System

d
AU+ ) AU, =0, UeRY, (17)
j=1

mit konstanten, allesamt symmetrischen (N x N)-Koeffizientenmatrizen A°, A7, von de-
nen A° positiv definit. Mit einem festen C' > 0 geniigt dann zu Anfangsdaten Uy € L?(R?)
die Losung von (21) der Abschitzung

IU®)[z2 < Cl[Uol[ 2, Yt > 0. (18)

Beweis. Energieabschéitzung: Wegen

% Rd(U(t,l‘)a AoU(t,z))de = — /Rd (£Sj<U(t’$)’AjU(t’ z))dz =0

/ (Ot 2), AU (¢, 2))dz < / (00, 2), AU (0, 2))dz
R4 R4
deshalb fiir C > 0 mit C~'1 < A° < CT:
IT®I72 < C2IUO)]Z2- (19)
Oder Betrachtung der Fourier-Komponenten: Diese erfiillen die GDG

also gilt
£ 0(8,), A0 (1,)) = 0
daher
U&7 < CP[0(0,6)?
mithin

IT@)I72 < C2T(O)I12, (20)
also nach Plancherel wieder (19). O




1.4 Pendants der Siatze von Majda und Kawashima im linearen Fall

1.4.2 Satz. (Kawashimas Abklingresultat im linearen Fall)
Betrachte das symmetrisch hyperbolisch-parabolische System

d d
AU+ > AU, = Y B*U, 0 + LU =0, U(t,z) € RY, (21)
=1 jk=1
mit konstanten, allesamt symmetrischen (N x N)-Koeffizientenmatrizen A°, A7, Bk L,
von denen A positiv definit, L positiv semidefinit und alle
d .
B(w) = Z wjwpB* W e 571,
J,k=1
positiv semidefinit und von identischem Rang sind. Fir alle w € S*1 gelte
Vip € (kerL N kerB(w)) \ {0} : (uA° + A(w))y #0, Yu € R. (K)

Mit einem festen C' > 0 gendigt dann zu Anfangsdaten Uy € L*(R?) N L' (R?Y) die Lisung
von (21) der Abschitzung

U@z < CA+ 0~ (|Uoll2 + 10l 1), Yt > 0. (22)

Beweis. Die zentrale Beobachtung ist, dass die Losungen U (t,€) des Fourierkonjugierten
Systems

AY(t,€) = (-L —iA(€) — B(€) U(t,€) (23)
mit einer festen Rate —cp(|€|) with
2
p(&) = 1i e
abklingen, X )
0(1,€)] < Cexp(—ep(&)D]T(0,)]. (24)

Daraus folgt

2 2 2 2 —2052 >
U@l < ¢ [ 00.0Pew (1ot de

und Abschétzung des Integrals in zwei Teilen,

A o2 A
[, 10088 e (T255¢) de < al1+ 07 PIOO)R~ = a1+ 20O,

und
~ ) 2 )
/|£>1 U(0,€)[* exp (H_C;t) d¢ < exp(—ct)||U(0)[|32 = exp(—ct)||U(0)]|72,

ergibt dann sofort (22). Zu zeigen bleibt (24).
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Durch Ubergang von U zu U = S(£)(A%)Y2U wird (23) zu
Uit €) = M(€)U(t,€)

mit
M(€) = S(E)M(€)S(€) ™
WO
M(€) = (A) V2 (=L —igA(€) — €B(€)) (A% /2
Ungleichung (24) und somit Satz 1.4.2 folgen daher aus folgender Proposition. O

1.4.3 Proposition. Unter den Bedingungen des Satzes 1.4.2 existieren ein ¢ > 0 und
eine Schar & — S(€),R? — C™ ™, linearer Transformationen, die samt ihrer Inversen
S(&)71, gleichmdfig beschrinkt sind so dass

M(&) + M(&)* < —cp(|€]) - (25)
Wir zerlegen die Aussage und den Beweis in drei Teile:

1.4.4 Lemma. FEs gibt ein r1 > 0, so dass Ungleichung (25) fiir alle & mit 0 < |€] < rq
gilt.

1.4.5 Lemma. Es gibt ein ro > 0, so dass Ungleichung (25) fiir alle € mit |&| > ro gilt.
1.4.6 Lemma. Mit beliebigen ry,r9 > 0 gilt (25) fir alle &€ mit r1 < €] < ra.
Da die Uberlegungen mit beliebigem A° sich von denen zum Fall

AV =T (26)
nur durch eine zusétzliche Ahnlichkeitstransformation mit (A%)Y/2 unterscheiden, neh-
men wir ab jetzt o. B. d. A. (26) an.
Beweis von Lemma 1.4.4. O. B. d. A. nehmen wir

L= <8 2) with L >0

an, fixieren w und unterdriicken dieses Argument im Folgenden. Um eine Basistransfor-
mation R(&) zu identifizieren, die

—i€A1 — By —i€A1p — £ By ) . <M11(§) M12(§)>

— T it A2 — . =
M{e) = ~L-icA-t"B = (—iﬁAm—fQBm —L —i€Agy — &Ba) " \Mai(§) M2n(€)

blockdiagonalisiert,
rearore = (" )

machen wir den Ansatz

d. h.,




1.4 Pendants der Siatze von Majda und Kawashima im linearen Fall

Dies entspricht den vier Matrixgleichungen

My + MY =V (27)
MuX + Mg = XW (28)
Moy + MpY = YV (29)
Moy X + My = W. (30)

Durch Kombination von (28) mit (30) und (27) mit (29) erhalten wir die zwei Gleichun-
gen
M1 X + Mg = X(M21X + Mgg) (31)

und
Y (M1 + Mi2Y') = Moy + MY, (32)

die nach dem Satz iiber implizite Funktionen fiir kleine Werte von ¢ eindeutige glatte
Funktionen X (£) und Y (§) mit

bestimmen. Aus diesen ergeben sich V(§), W(§) durch (27) und (30). Wegen

W(0) = M (0) = —L,
macht dieser Teil bzgl. unseres Ziels (25) keine Schwierigkeiten. Angesichts von

V(0) = M11(0) =0,

miissen wir jedoch V'(§) néher untersuchen.
Differentiation der Gleichung (27) ergibt

V' = My + MY + MY (33)

daraus folgt
V'(0) = Mj;(0) = —iAn. (34)

Differentiation der Gleichungen (32) und (33) fiihrt zu den Relationen

Y'(Myy + MpoY) + Y (Mg + M2Y) = My + MY + MY,
V' = M+ 2MY + MY

diese zeigen, dass
Y'(0) = —(M22(0)) ™" Mz, (0) = —iL ™' Ap

und daher

V"(0) = M/ (0) — 2M1,(0)Y'(0) = —2B  mit B = By, + AjpL ™ A5 (35)
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Gleichungen (34) und (35) ergeben
V(€) = —i€A1 — 2B+ 0(&%).
Betrachten wir nun . .
M(&) =V (§) /¢ =iA - EB+0(&?).

Um Lemma 1.4.4 zu beweisen, miissen wir nur zeigen, dass es fiir hinreichen kleine £ > 0
samt ihrer Inversen gleichmiBig beschrinkte Transformationen T'(§,w) gibt, so dass die
Matrizen

M(&w) =T (& w)M (& w)T (& w) ™"

der Abschétzung ~ 5
M(§,w) + M(§,w)* < gl

geniigen. Dies folgt jedoch aus der Proposition 1.4.7. Deren Annahme (i) ist erfiillt, da
A1 reell symmetrisch ist. Annahme (ii) verlangt, dass jede Wirkung von

~J*BJ

von —B auf Eigenrdumen von Aj; strikt negativ sein soll. Das ist aus den folgenden
Griinden der Fall. Da L~ positiv ist, wire es genau dann nicht der Fall, wenn es einen
Eigenvektor ry zu Aq; gébe, fiir den auch

A21’I"1 =0 und Bll’l"l =0 (36)

()

ein Eigenvektor zu A, der auch zu ker L gehort. Wegen (36)9 liegt » dann auch in ker B,
da Bjr # 0 einen Widerspruch zu B > 0 ergébe. Also ist Bedingung (K) verletzt. O

gelten. Dann wére jedoch

Beweis des Lemmas 1.4.5. O. B. d. A. nehmen wir an, dass

0 0 . -
B_<O B) mit B >0,

und betrachten jetzt
M(n) =n*M(1/n)) = =B —inA —1°L

Wie im vorangehenden Beweis, aber mit vertauschten Rollen von L und B, zeigen wir,
dass fiir kleine 7 > 0 eine gleichméBige Transformation 7'(n, w) existiert, fiir die

T(n, w)(M (1, w) + M (n,w)")T(n,w) ™" < —crlL.

Mit
T(§w) =T(1/§w),
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heifit das, dass fiir hinreichend grofie £
T(&w)(M(§w) + M(§,w))T(§,w) < —cl.
Da p(c0) eine endliche positive Zahl ist, ist das die Behauptung. (]
Beweis des Lemmas 1.4.0. Betrachte die Eigenwerte A = A\(§,w), d. h.., Losungen von
(AAY +itA(w) + L+ €2B(w))r =0 mit einem r # 0. (37)
Aus Kompaktheitsgriinden reicht es zu zeigen, dass
Re A&, w) <0 fiir alle (£, w) € (0,00) x S47L (38)

Da Lemmas 1.4.4 bzw. 1.4.5 die Giiltigkeit dieser Ungleichung fiir hinreichend kleine
bzw. hinreichend grofie £ > 0 zeigen, sind wir fertig, wenn wir nachweisen, dass

Re A(&,w) # 0 fiir alle (&, w) € (0,00) x §41 (39)

Nimmt man jedoch das Gegenteil an, d.h., dass (37) fiir gewisses (£, w) mit A = iy, u € R,
gilt, so erhélt man

0 =i(r, (uA® + EA(w))r) + (r, Lr) + (r, €2 B(w)r),
und folglich Lr = B(w)r = 0 sowie
(nA” + A(éw))r = 0,

Eigenschaften, die zusammen einen Widerspruch zu (K) ergeben. O

1.4.7 Proposition. Mit einer gecigneten Menge Q C RN (offen oder differenzierbare
Untermannigfaltigkeit), betrachte eine Zwei-Parameter-Schar

M w), £>0,we,
komplexer n x n-Matrizen, so dass
(1) M(0,w) =iA(w) mit A(w) € R™"™ symmetrisch, w € €,
und nimm an, dass fir ein gegebenes wy € 1,

(1) Tp <aa/\;(0,w*) + (%zl(o,w*)> > Jg < —cidgy mit einem festen ¢ > 0,

wobei E die Eigenrdume von A(w,) und Jg ihre Einbettungen in den C" sind. Dann
existieren ein § > 0 und eine glatte Familie von Tansformationen

T(gw) € C™", (§w) € Py = [0,0) x B (w.),
so dass die transformierte Schar
M(&,w) =T (&, )M @)T(E w) ™!
mit einer festen Konstanten ¢ > 0 der Abschditzung
M(E,w) + M(§ @) < —ctln, (Ew) € P
gentge.
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Beweis. Fiir w nahe w, erlaubt uns Eigenschaft (i), anhand einer ersten orthogonalen
Transformation anzunehmen, dass

M) (w) - 0 iAy(w) - 0
M0, w) = E : = : :
0 s MY(w) 0 s AL (w)
mit reellen symmetrischen Matrizen A;,l =1,..., L, der Form
.Al(w*) :Oélfm, l:1,...,L,
wobei o, ..., ap die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A(w,) und nq,...,nz de-

ren Vielfachheiten sind.
Fiir hinreichend kleines 6 > 0 impliziert die spektrale Trennung die Existenz einer glatten
Familie

T:Ps — CY" (£,w) — T(£,w)

von Basistransformationen, so dass

]\41 (f’w) 0
M(&,w) =T w)M(E w)T(§,w) " = ; z (40)
0 e My(€,w)

mit Blocken M;(§,w) € C*™ | =1,...,L, und
T(0,ws) = I,

d.h..,

Bemerke nun, dass

oM, oM
- = J"— =1,...,L 41
ag (O?w) ‘7l 6€ (07w)\7l7 l b ) ) ( )
mit
n; Xng
J = Iy, ,  where n; = Zns, nl+ = Zns.
0 + s<l s>1

Um (41) zu erkennen, betrachte die verschobene Schar
Ml(§7w) = M(ﬁ,w) - ialIn-
Differentiation von (40) bzgl. £ ergibt

M = JF (TMT™Y T = 7 (TMT™Y T = T (T'MS™Y + T(M)' T~ + TM(T™Y) 7,




1.4 Pendants der Siatze von Majda und Kawashima im linearen Fall

wo wir 0/0¢ als ' abgekiirzt haben. Auswertung bei £ = 0 fiihrt zu

o,
og

My g 7o OM

0,w) =T

Das heif3t aber, dass
M

7% 0wa 0
~ §
oM . .

7(07‘*’) = : :

0¢ oM

0 jfa—g(o,w)JL

und folglich

z’Al(wwaagA;(o,w)Jl 0
M w) = : : +0(&%).

0 z’Al(w)—%Jfa(;\:(U,w)JL
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2 Hyperbolische Modelle der dissipativen Fluiddynamik

2.1 Voriiberlegung: NSF in Godunov-Variablen
a (9XO(T 20 (axi(Y
o (o) + Za< ) =1 )

7,q) (2)

=
6

mit ~ s
= (rlzz)v ﬂa 07 27

)

wobei
u? /2 1

Ypgo = g 4

mit 1;, @, wie zuvor und ¥ € R3*3 symmetrisch spurfrei, o € R, ¢ € R3.
Godunov-Boillat- Potentiale

M
Il
Il
11l

» 0 q

, U

ong, X7 = ((pI + 6( +&1))a) + 0§ (4)
mit
p=p0,9); (5)
Quellterm
Y o q)
I: 070707_77_77_7 . 6
<1 DT T O ) (6)

2.1.1 Satz. (Ruggeri 1983.) Gleichungen (1) mit (2)—(6) sind die NSF-Gleichungen,
geschrieben als symmetrisches, aber entartetes und nicht hyperbolisches System: D?X°
ist nur positiv semidefinit, nicht definit.

Beweis: Nachrechnen, beginnend mit

X" _ Py 0X7 _ i
op 0 op Y
0 J ) : o
g{( = pyu™ g{( = pyp0u" W + (p+ 05)6™ + 6x™
Um, Um,

9X0 U DY ). ¢ 1 A\
— =—p+9pe+§pw9ltL!2 - 292<<<pa+2p¢9w|2>f+(2+0’f)> Q)

o0 o0
o ,
0X 4 0X7 _gcimiy,
8zkl 82kl
0X0 0X7J ,
= — 6~]
55 o ¢
0X0 0X7I ,
9im " Bim !

WO
Ciikl . gikgil | silsik _ gékl(sij'
3

Bemerkung: Setzt man in diesen Gleichungen 7, (, x und X, 0, g alle = 0, ist man wieder
bei Euler.
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2.2 Ruggeris Modell
Statt p = p (6,1) betrachtet man die Erweiterung (“extension”)

p=5(0.0+¥E5.0). (™)

2.2.1 Satz. (Ruggeri 1983.) Wenn U strikt konver ist, D*U > 0, ist (1) mit (2)—(6),
aber (7) anstelle von (5), ein symmetrisch-hyperbolisches System. Insbesondere ist dann

D?XY positiv definit.

Beweis. Nachrechnen, beginnend mit

0X% Py oxs .
— = = = Dylu
o 0 o
X0 ~ oX1I o A _ ) o
9i = Pyt 9i = Py @ + (p+05)6™ + X"
X0 1 X7 1 - J
— = —p+ 0pg + ~pyb|al? . :02<<<A+A9a2>1+ 2+51>a+~>
50 P+ 0pg + 5Py b4l % po + 5Pyl ( ) q
0 4 j 5
OX0 _ju 0V X0y (oot B2 L
[5) NI G) VS 0% 0 0%y
0X°  py OV 0X7 Dy OV _ .
=7 —g(1+ 2077 ) w
95 0 05 95 < 9 a~)“
0 4 j 5
OX° _ jpy Ov OXT _ o (omj  Bu DV
IGm, 0 Ogm IGm, 0 Ogm ’
]
“Bemerkung”: Interessanter Spezialfall ist
SR S ~2 2
U(E,5,0) = 5 (ﬁz - S+ 752 + 73] ) . (8)

In dieser Erweiterung spielen die Konstanten 71, 70, 73 > 0 die Rolle von Relaxationszei-
ten. Im Grenzfall 7 = 7 = 73 = 0 ist ¥ = 0 und man wieder bei NSF zuriick.
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2.3 Momentensysteme nach Levermore

(Dieser Abschnitt stellt eine Verbindung zur kinetischen Theorie her.)
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