Topologie 1

0 Vorbemerkungen und erste Beispiele

Die Objekte, mit denen wir uns im zweiten Teil dieser Vorlesung hauptséchlich beschéf-
tigen werden, sind Normierte Vektorrdume. Es sei ijmmer' K € {R,C}:

Definition

X = (X,a,s,| ||) ,Normierter Vektorraum* ( ,NVR) iber K : <=
(X, a,s) Vektorraum iber K und || || ,Norm* auf X, d. h.:

(NO) [ [I: X 3 2 +—[lz]| € [0,00[ mit

(N1) Izl =0 = =0

(N2) oz = || ||z

(N3) Mz +yll < =[] + [yl (fir z,y € X und « € K)

Ohne Forderung (N1): ,Halbnorm*, ,Halbnormierter Vektorraum* (,HNVR*)

Zur Erinnerung:

X = (X,a,s) ,Vektorraum*“ (,VR*, linearer Raum) tiber K : <=
X nicht-leere Menge und

a: X x X3 (xy)—axz+tyeX
s: Kx X3 (o,z) — ar € X mit

(A1) a assoziativ

(A2) a kommutativ

(A3) 30eX VzeX z+0=2z

(Ad) VeeX 3FyeX z+y=0 (Bezeichnung: y =: —x)

(SK1) (af)z = a(Ba)

(SK2) a(z+y) = ar+ ay

(SK3) (a+ f)xr = ax+ px

(SK4) 1z =z (fir o, f € Kund z,y € X)

Das ,Rechnen‘ und die iiblichen Bezeichnungen im VR werden als bekannt vorausge-
setzt.
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2 Vorbemerkungen und erste Beispiele

0.1 Bemerkung
Vor.: X HNVR
Beh.: ||0]] =0
[zl =Tyl < llz =yl ()

Beweis: ooo U
0.2 Bemerkung

Vor.: X HNVR

Bez.: 0(z,y) = ||z — vy (...)

Beh.: a) (X,d) semimetrischer Raum,
b) Falls X NVR: (X,0) metrischer Raum; dabei:

Definition

(R, 0) ,semimetrischer Raum* (,SMR*, o ,Semimetrik* auf R)
1 <= R nicht-leere Menge und o: R xR 3 (x,y) — o(x,y) € [0,00[ mit

o(z,z) = 0
o(z,y) = oly,x) (,Symmetrie’)
o(z,z) < olx,y)+o(y,z) (...) (,Dreiecksungleichung’)

(o(x,y) ,Abstand zwischen x und y*)

(R, 0) ,metrischer Raum* (,MR*, o ,Metrik“ auf R)

i< (R,0) SMR A [o(z,y) =0 = z=y| (...) (.Definitheit’)

Beweis der Bemerkung 0.2: ooo U
<Anmerkung zu ,Pseudometriken’ oo m>

Beispiele
(B1) Kist (mit iiblicher Addition, Multiplikation und Betrag) NVR

(B2) K" (...), ||z =max|z,| (z=(z1,...,2,) €K") NVR

o v=1

B3) K (), ol = (S nl) " (e = (@m) €KY) NVR

(B4) K" (...), [lz|, ::Vi1|xy| (¢=(x1,...,0:) €K") NVR
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Topologie 3

(B5) —oco<a<b<oo, C¥a,b]:={f|f:[a,b — Kstetig} (Addition und

Multiplikation mit Skalaren ,punktweise’), ||h]|, = m[ax |h(z)|: NVR
S
. 0, z=y , ,
(B6) R nicht-leere Menge, d(z,y) := ) ” : (M,5) MR (9 , diskrete Metrik*)
LY

(B7) (MR, d) SMR und ¢: [0, 00— [0, 00| mit
0(0)=0und t <t;+ts = p(t) < o(t1) +e(ts) (-..)
Beh.: (R, 046) SMR

(B7’) (%R.d) MR und ¢ wie oben mit [p(t) =0 = ¢ = 0], dann (R, p 0 §) MR

Beweise: (B1) — (B5): aus AL, All bekannt  ((B3) wird im folgenden Abschnitt noch
einmal mitbewiesen.)
(B6): ooo (B7): ooo  (B7'): nur noch Definitheit zu zeigen: v/ O

Anwendung von (BT’):

6(z,y)
M = M
Beweis:
t
o(t) = 171 (te0,00[): s<t = ¢(s) < p(t) (= s+st<t+st)
s+t s t s t
= — = — — < —_— =
pls+1) 1+s+t + - 1+8+1+t pls) +el) )

Die Raume ¢,

Firne N, 1<p<oound z = (x1,...,2,) € K" sei

n 1/p
el = (S 1awr)
v=1

0.3 Bemerkung || || ist eine Norm auf dem K".

Beweis: (NO), (N1), (N2): v/ Fiir den Beweis von (N3) zeigen wir zunéchst die

HOLDER-Ungleichung Fiir 1 < p < oo, q := % (also % + % = 1) gilt:

(H) lzyll, < Nl lyll, (=9 €K)
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4 Vorbemerkungen und erste Beispiele

Beweis: Die Funktion log ist (streng) konkav ~ (da ihre Ableitung (z — 1) (streng)
antiton ist): log(ab) = %log(ap) 1log(bq) < log( a? + = bq) fir a,b > 0; also

(*) ab§_+_7

was natiirlich auch fiir a = 0 oder b = 0 richtig ist.

Fiir den Beweis der HOLDER- Ungleichung seien nun (E ||x||p > 0 und ||y||q > 0:

Al (* "Lz P 1|yl
Myl Z |z | Z(_\x | n 1ly |q) v O
A

=, Wyl zll, lwll, = = \pll=ll)

Beweis von (N3): (E 1< p < oo:

||x+y||p = Z|$u+yV|p < Z|xv+yup 1|1‘V| + Z|$u+yvp 1|?/V|

< (St + o) e, + (),

_ p/q
= o+ gl (lell, +lyll) =

lz+yll, < llll, +1yll, (MINKOWSKI-Ungleichung) O

Bezeichnung Fiir 1 < p < 00 heifit 1 < g < oo genau dann |, konjugiert” zu p, wenn
g=1,falls p=o00, qg=-L fallsl<p<oo und g = oo, falls p = 1.

(Mit

p— p—1°
1 ._ 1 _ _

0.4 Bemerkung (HOLDER-Ungleichung)

Fiir1 <p < oo und q konjugiert zu p gilt:

lzyll, < N, lyll, (2, €K")

Beweis: Nach (H) bleibt ((E) p=1, ¢ =00: vV O]
Firz: N— K (z=: (z(n)) =: (z,)) entsprechend

o 1/p
el = (k) s 1 <p < oo, wna
v=1

|zl = sup|z,].
veN

ly = (,(K) := {a]a: N—K A el < 00}
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Topologie 5

0.5 Bemerkung

Fiir 1 <p < oo und q konjugiert zu p gilt:

v€l, Nyely = zyely A llzyll, < |z, llyll,

Beweis: Fiir 2: N — Kund n € Nsei 2™ = (21,...,2,) (€ K"):

n (0.4)
S eyl = la®y®l < 1@ g™, < llel, Iyll, (= Behauptung) O

v=1
0.6 Bemerkung (4, || Hp) ist ein NVR.
Beweis: Fiir p =o0: v; fiir 1 < p < oo z.B. wie Beweis zu (0.5) aus (0.3). O

0.7 Bemerkung (JENSEN-Ungleichung)

1<r<s<oo = (, Cl; A |lz||, < ||=||, firzel,

Beweis: 1. Fall:  s=o0: v 2. Fall: (E r<s<oo und 0< |z, :

> > 1. Fall
22 = >zl = D lw M < 2l 2T < a2l = ()} O
v=1 v=1

1 Topologie semimetrischer Raume

Es sei (R, d) SMR.

1.1 Bemerkung |6(a,b) — 6(z,y)| < 8(a,2) +6(by) (...)

Beweis: ooo U
1.2 Bemerkung [d(a,b) —d(a,y)| < 8(b,y) (...)

Fir € €]0,00][ und a € R bezeichnen wir

U: = {:c ER:(a,x) < 5} ,Umgebung von a mit Radius €,
K; = {z €R:6(a,x) < e} LKugel um a mit Radius €,
speziell K! als ,Einheitskugel“ (um a) .

MRDO ,offen“ <= VYVereO >0 U CO

O := 0() := {O|R” D O offen} (Jmmer* § — O(9)...)
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6 Topologie semimetrischer Rdume

1.3 Satz

(01) 000, = (L)JO €0 (in Worten: oon)

(02) ©> 0, endiich = 10 €0 (in Worten: noo)

(01) 0 eO

(02) ReO

Beweis:  (O1), (O1°), (02): v (02): mit U N U= = UX™Ee). 5q 0

1.4 Bemerkung FirzeQRunde>0: U;€O
Beweis: y € Us = U; "W c Ue O
Definition (R, Q) ,topologischer Raum* (,TR*)

: <= R nicht-leere* Menge und O C P(R) mit (01), (02), (O1"), (02)

(1.3) besagt also: Jeder SMR ist (in kanonischer Weise') TR.
Es sei jetzt (R, 0) TR.

Fir OCR: 0€0 < :0 ,offen"

O die ,Topologie“ von (R, Q);

Firx e Rund U C R: U ,Umgebung von z“: <= 300 z€0CU
U, = {U | R D U Umgebung von x} (,,Umgebungssystem* von x)

1.5 Satz Fir x € R gelten:

U0) U, #0

Ul) vU0eU, ze€U

U3

(U0)

(U1)

(U2) VU,U,eU, U NU,eU,

(U3) U,s2UcCVCR = Vel,
(U4)

U4) vUeU, dVel, VyeV Ucl,

Beweis: (U0), (Ul), (U3): v (U2) nach (02); (U4): Zu U existiert O € O mit
reOcCU: V:=0 tut’s. O

* etwas kommentieren . ..
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Topologie 7
1.6 Bemerkung FirR>0O: O0€Q < Vze€O 0€U, (in Worten: oon)
Beweis: Nach Ubung (1.5) oder wie folgt:
—: nach Definition Umgebung;
<: Zuz € O existiert O, € Oso,dalz €0, CO: O= | 0,€0 O
z€0
Gilt zusétzlich noch
(Us) V(r,y)eR® [r#y = IUeU, IVeU, UNV =0,
dann heifit (R, 0) ,HAUSDORFF-Raum*“ (,HdR“) oder ,Th—Raum*.
1.7 Bemerkung
(R, ) SMRLRDODUxzeR: Uel, < de>0 U;CU

Beweis:
<=: nach (1.4);
—: Ist U € U,, dann existiert O € O mit x € O C U,

dazu existiert € >0 mit U; C O (C U) O
1.8 Bemerkung

(R,0) SMR:  (R,0) MR <= (R,0(9)) HdR

Beweis: ooo U

2 Topologische Grundbegriffe
Es sei (R,0) TR. (Jmmer': O — U =: U(0))
Fir A C R,z € R:
A= {zeR| AU} (,Inneres“ von A)

e]
r €A < :x innerer Punkt“ von A

2.1 Bemerkung

a) ADAcO
b) /i = U O (/i ist die gréfste offene Menge in A)
ADO€e0

o

¢) (A=A +«) ACA < AcO
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8 Topologische Grundbegriffe

¢) (ANB)° = ANB  (A,BCWR)

Beweise:

a): mnach (Ul): Ac A; fur x € A gilt A € U,; nach (U4) existiert V € U, mit
AeU, firalley € V, also V C A, daher A € U,, somit (man vergleiche 1.6)
Ac0.

b): C:nacha); D:Fir ADO €O (nach (1.6)):VzeO Ae€U,: OC A
c): =:nach a); <=: nach b)

d): mach a) und c)

e): C: v D:AHBDEHJ}%G@%(AHB)ODAOHJ}%

f)y v [R=R,A:=Q,B:= A zeigen, daB ¢.S. =0 A 1.S. = R moglich ist.] O

A= {FIFCRAFec0O} (Immer: O+ A = A(0))
Fir ACR: A€ A < :A  abgeschlossen”

A:={2eR:VUEU, UNA+#0D} ((abgeschlossene) ,Hiille“ von A)

Firz € R: x €A < : 2 ,Berihrungspunkt* zu A

Die Eigenschaften offener Mengen ,iibersetzen sich zu:
2.2 Bemerkung

(A1) ADA, = NFe€A (in Worten: ooco)
A1
(A2) A DA, endlich = | JF € A (in Worten: ooo)
Ao

(A1) ReA
(A2) DeA

Die folgende Bemerkung erlaubt es, (2.1) zu iibersetzen* (,Dualitit*):
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Topologie

2.3 Bemerkung A=A (1213 = Z)

~ o

Beweis: zu zeigen: A= A:
relS. < JVUeU, UNA=0 (alsoUC A)
«— Ael, < zxe€r.8S.

2.4 Bemerkung

a) ACAeA
b) A= () F (Z ist die kleinste A umfassende abgeschlossene Menge.)
ACFeA

¢) (A=4 ) ADA <= AcA

d A=14

e)] AUB = AUB (...)
f) ANB cC AnB
Beweis: direkt* oder aus (2.1) mit (2.3) ablesen:

z.B.a): nach (2.1.a) AD A€, also AC A€ A, mit (2.3) Behauptung.

Das gleiche Beispiel wie zu (2.1.f) zeigt, daf auch hier — in f) — nicht ,, =% gilt.

Fir A C R,z € R:

0A = {zeR|VUEU, UNA # 0 A UNA # 0} (,Rand“von A)
x € 0A : <= 1z ,Randpunkt” zu A

2.5 Bemerkung

a) A = DA
b) 04 = (Awd) =And (= 0Aeh)
) R = AwdAwA

d) A= AwoA
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10 Filter

e)] AcA < 0ACA

Beweis: a): mnach Definition

b): w: v 2. Gleichung nach (2.3); 0A = AN A: nach Definition
¢): mnach b)

[e)

d: A =42 AwoA
e AchA e AcA <L gAc A O

Fir ACR: A = {zeiﬁ:zem},
v e A =z  Hiufungspunkt* zu A
2.6 Bemerkung a) A\ A = 0A\ A
) A= AUA
¢) AchA < AcA

Bewezis:

a) C: zelS = VYUeU, UﬂA\{xL%@/\mGZ
— VYUeU, UNA # 0 ANUNA # 0, alsox € dA

(2.5.d) _ Lo
DX 8A\A C A\ACA: ooo
b): C: mnach %,
O: AC Anach (24.a),2€ A = 2c A\ {2z} C A

c): AeA B Aca & dca O

3 Filter

In AT und AII konnten viele topologische Begriffe durch Folgenkonvergenz beschrieben
werden. Dies ist entsprechend auch fiir semimetrische Raume méglich. Fiir allgemeine
topologische Réume ist Folgenkonvergenz kein geeignetes Hilfsmittel (man vergleiche
z.B. Ubung (2.3)). Hier ist (z.B.) der von H. CARTAN eingefiihrte Filter-Begriff ange-
messen:

Es sei R eine nicht-leere Menge.
Bezeichnung P'(R) := P(R)\ {0} (Menge der nicht-leeren Teilmengen von ‘R)
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