Teil 111

Lebesgue-Integral®

* Wir betrachten klassische Mafle und BR-wertige Funktionen.
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Einleitung

In Analysis I bis III haben wir schon verschiedenartige einfache Integralbegriffe fiir
reell- oder komplexwertige Funktionen behandelt und dabei eine allgemeine Methodik
der Integralfortsetzung bereitgestellt.

Bei dem Ubergang von Funktionen einer reellen Variablen auf Funktionen, die auf
dem R"™ definiert sind, also fiir die mehrdimensionale Analysis, traten an die Stelle
der Intervalle in R Rechtecke, Quader, eben mehrdimensionale ,Intervalle’. Fiir die
zugehorigen Integrale iibernahm dann das Produkt der ,Kantenléngen® die Rolle der
Intervall-Lange.

Es ist nun zweckméafig, hier sogleich weiter zu verallgemeinern und innerhalb einer
beliebigen Grundmenge geeignete Mengensysteme und zugehorige ,Inhalte’ zu betrach-
ten. Dies bringt ein hohes Mafl an Ubersichtlichkeit und vermeidet es, in verschieden-
artigen Situationen immer wieder &hnliche Uberlegungen anzustellen. Dieser Verallge-
meinerungsschritt wird es gestatten, Situationen wie die genannten mehrdimensionalen
Integrale, Aspekte der Wahrscheinlichkeitstheorie und der Reihenlehre — und natiirlich
vieles andere mehr — als Spezialfélle einzuordnen.

Neben diesem ganz einfachen Abstraktionsschritt, lassen wir jetzt auch allgemeinere
Wertebereiche zu. Wir bleiben dagegen — in dieser kurzen Darstellung — bei der
Betrachtung nicht-negativer ,Mafle*.

Das bisher betrachtete RIEMANN-Integral zeigte gravierende Méngel im Zusammen-
hang mit der Betrachtung von Grenzprozessen beziiglich der Funktionen. So muf
nicht einmal dann, wenn die RIEMANN-integrierbaren Funktionen f,, eine gemeinsa-
me Schranke besitzen und die Tréager in einem festen kompakten Intervall liegen, ein
existierender punktweiser Limes f wieder RIEMANN-integrierbar sein: Standardbei-
spiel ist die charakteristische Funktion der Menge der rationalen Zahlen aus [0, 1] als
punktweiser Limes charakteristischer Funktionen endlicher Mengen. Auch ist der R-
Vektorraum der RIEMANN-integrierbaren Funktionen beziiglich der Integralnorm || ||,
die wir eingefiihrt hatten, nicht vollstindig.

Auch die Beziehungen zwischen Nullmengen, Null-x-Mengen und Nullfunktionen war
im bisherigen Rahmen, besonders hinsichtlich der M6glichkeit entsprechend weitgehen-
der Abénderung von Funktionen ohne Verédnderung von Integrierbarkeit und Integral,
nicht so einfach, wie dies wiinschenswert wire.

Allen diesen Wiinschen geniigt nun das LEBESGUE-Integral, das in den bisher betrach-
teteten Fillen das uneigentliche RIEMANN-Integral umfait und den Integralbegriff fiir
das analytische Arbeiten darstellt. Wir erhalten ein viel leistungsfahigeres Integral, vor
allem eine Reihe sehr starker Konvergenzsdtze.
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LEBESGUE-Integral 95

26 Pra-Ringe, Mafle, elementare Integrale

Annahmen ‘R nicht-leere Menge; 1 Pra-Ring iiber R,
dh: 0ATCP(R) A VA, Bel 3T (endlich, cI) A\B= i T,

TET
p: I — [0,00] (klassisches) Maf,

dhi ¥(4,) €% [4g= W A = p(4o) = 3 p(An)]
n=1 n=1
K e {R,C}, B K-BR.*
Wichtige Beispiele:

Bl) R=R, I:= {beschréinkte Intervalle}, i Intervall-Lénge

)
B2) R =R? I:= {beschrinkte Rechtecke}, u Flicheninhalt

(
(
(B2') neN;®R=R" 1:={,Quader'}, pu Produkt der ,Kantenldangen'
(B3) Wahrscheinlichkeitsraume

(

B4) R beliebige nicht-leere Menge; I := {{x} X € fﬁ} u{0}
w(0) =0, p({z}) =1 (z € R)

Hiermit kann die Reihenlehre (BR-wertiger Folgen) einbezogen werden.

5 :=35(R,B) ( = {f |f: R — %}) (mit punktweise definierten Verkniipfungen) K-VR
¢ :=¢(B) = ER,LB) = {Z Xa,a,: A, €l,a, €B;ne N} UR von §
v=1
1 A
(Dabei Xa(z) =14 re fir ACR )
0 zeR\A

Die Funktionen aus € heiflen ,clementare” oder ,einfache Funktionen®. Mit den gele-
gentlich herangezogenen ,einfachsten Funktionen®

) = C(B) = E(R, [, B) := {an |Acl,ac %}

ist & gerade die lineare Hiille von €.

Fir h € € gilt |h| € €R). Der Unterraum &(R) ist also auch abgeschlossen gegen
die Bildung endlicher Suprema und Infima.

Durch

(Z Gaa) = Vi“(A”)a”

* Fiir die ersten Uberlegungen benétigt man nur einen VR, dann zunichst nur einen NVR.
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96 Verallgemeinertes LEBESGUE-Integral

(Rechtfertigung: noo) ist
ig = i: € — B linear (,elementares Integral®)

gegeben mit
|i(h)| < i=(|n]).

1 ist eindeutig bestimmt durch die Werte auf &g:
iXaa) = p(A)a fir A€lundaeB

Das System R(I) der endlichen disjunkten Vereinigungen von Mengen aus I ist ein
Mengen-Ring*, d. h. abgeschlossen gegen Bildung von Vereinigungen und Differenzen
und damit Durchschnitten von je zwei Mengen und so von Vereinigungen und Durch-
schnitten endlich vieler Mengen,

Man bestétigt noch sofort:

R(I) ist der kleinste I umfassende Ring. Die Mengen aus R(I) sind genau diejeni-
gen, deren charakteristische Funktionen in €(R) liegen. R(I) besteht genau aus den
Triagermengen der Funktionen aus €.

Die Integraldefinition liefert auch die eindeutige Existenz einer Fortsetzung des Mafles
woauf T zu einem Maf$ auf R(I). Wir bezeichnen dieses der Einfachheit halber auch
wieder mit .

27 Verallgemeinertes Lebesgue-Integral

Unter den Annahmen aus dem vorangehenden Abschnitt bezeichnen wir fiir eine
beliebige Teilmenge A von F(M,R) mit

At = {fed|f>0}

die Menge der nicht-negativen Funktionen aus 2 .

Fiir f € § sei — nur abhéngig von |f|, unabhéngig von 8 —
1A= 111, = inf {supin(on) : (9n) € €77 A 1 <o <o supign > |f]}
mit inf () := co; damit
3= 3(B) = IR,LB) = ERLB) .

GeméB (8.6) 1aBt sich i = iy eindeutig auf J stetig fortsetzen zu

7= 1p: T —B.
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Funktionen aus J heiflen ,LEBESGUE-integrierbar®und 7 ,LEBESGUE-Integral®. 7 ist
linear, und es gilt

b [fl€IR) und [i(f)| < w(f) = f] fir feI(B).

Man zeigt dazu: || || ist eine ,starke Integralnorm*, die zur Fortsetzung des elementa-
ren Integrals i ,geeignet” ist, d. h. :

| ||: & — [0,00] mit

10} =0

1f] < Z I = |Ifll < Z |foll  ,abzdhlbar subadditiv® oder o -subadditiv*

e fIl = led [[£1] fiir o € K\ {0}
li(h)| < ||h]|  fiir h € €

Es gilt sogar: [i(h)| < ir(|h]) = ||A| fir he €.
Statt der endlichen Subadditivitdt der RIEMANN-DARBOUX-Integralnorm (in den uns
bekannten Spezialfillen aus AT und AII) gilt also hier schérfer die o-Subadditivitét.

Wir bezeichnen || ||, als ,, LEBESGUE-Integralnorm”.

Wir vermerken, daf§ offenbar
[P

gilt, so daBl die gewohnte Vergleichsiiberlegung das LEBESGUE-Integral als Fortsetzung
des RIEMANN-Integrals erweist.

Zunichst betrachten wir wieder — jetzt beziiglich der LEBESGUE-Integralnorm — Null-
funktionen, also solche, deren Integralnorm 0 ist, und Nullmengen, also solche, deren
charakteristische Funktion Nullfunktion ist. Auf den ersten Blick iiberraschend — im
Vergleich zu den bisherigen Integralbegriffen — erscheinen die Eigenschaften:

Jede Funktion, deren Betrag durch eine abzdihlbare Summe von Nullfunktionen majo-
risiert ist, ist selbst Nullfunktion.

Jede Teilmenge einer abzdhlbaren Vereinigung von Nullmengen ist selbst Nullmenge.
FEine Funktion ist Nullfunktion genau dann, wenn thr Trdager Nullmenge ist.

Die erste Aussage folgt unmittelbar aus der o-Subadditivitéit. Die zweite ergibt sich
direkt aus der ersten. Fiir die dritte notiert man mit M := Tr f die beiden Unglei-
chungen

X < I+ 1f1+ -0 < X + X+ 00,

aus denen man mit der o-Subadditivitit der Integralnorm beide Implikationen abliest.

In diesem Zusammenhang wollen wir hier sogleich fiir einen oft auftretenden Sachver-
halt eine kurze und bequeme Sprechweise einfiihren. Gilt eine Eigenschaft fiir alle x
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98 Verallgemeinertes LEBESGUE-Integral

aus R mit Ausnahme einer Nullmenge ({) ist natiirlich zugelassen), so sagen wir: sie gilt
WJast diberall”. Entsprechend verwenden wir auch die Redeweisen ,fast tberall auf M “
oder . fiir fast alle x aus M “, falls ausgedriickt werden soll, dafl die Menge der Ausnah-
mestellen, hier natiirlich eine Teilmenge von M, eine Nullmenge ist. Als Abkiirzung
setzen wir hinter entsprechende Aussagen auch einfach f. . “.

Auf diese Weise kénnen wir etwa formulieren:

Gilt f(x) = g(x) f 4. fir zwei Funktionen f, g aus §, so haben sie gleiche Integral-
norm. Ist dabei f integrierbar, so auch g, und die Integralwerte sind gleich.

Zum Beweis ist nur zu bedenken, daf Tr(f — g) eine Nullmenge und nach obiger
Bemerkung also f — g eine Nullfunktion ist. Eine solche ist aber integrierbar mit Inte-
gralnorm und Integralwert 0. 0

Wie wir dies schon eben getan haben, werden wir in diesem Abschnitt statt ,, LEBES-
GUE-integrierbar® und ,, LEBESGUE-Integral“ kurz ,integrierbar und ,Integral* sagen.

Mit Hilfe einfacher SchluBBweisen erhalten wir nun im Folgenden eine Reihe sehr starker
Konvergenzséitze und verwandter Aussagen, deren Fehlen bei den fritheren Integralbe-
griffen wir schon mehrfach betont haben:

Erster Konvergenzsatz:

Sind f, beliebige Funktionen aus § und gilt

ST < o,

v=1

so ist die Reihe der Funktionen selbst,

> ful),

v=1
fast tiberall absolut konvergent und somit konvergent. Ist mit einer Funktion f
> hix) = f@) [,
v=1
so gilt
S - fH 0 (o),

v=1

Ist ndmlich M die Menge der Stellen, wo absolute Konvergenz nicht gilt, so hat man
fiir jedes n € N
XM S Z ‘fl/|7
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also wegen der o-Subadditivitidt der Integralnorm

Parll < D UL

Nach Voraussetzung konvergiert die rechte Seite fiir n — oo gegen 0. Also ist M, wie
behauptet, Nullmenge. Fiir die zweite Aussage konnen wir f schon so abgeéindert an-
nehmen, daf§ f(z) genau die Reihensumme ist, falls die Reihe in x absolut konvergiert.

Dann hat man offenbar
o0

‘f -SRI DAL
v=1 v=n+l
also mit der o-Subadditivitédt von || ||, die Behauptung. O

Indem wir dies auf integrierbare Funktionen spezialisieren, haben wir den
Konvergenzsatz von LEVI:

Sind die Funktionen f, integrierbar und gilt

[e.e]

S ia(lfal) < oo,

n=1

so ist die Reihe

> falz)

n=1

fast tiberall absolut konvergent. Gilt fir eine Funktion f aus § fast diberall

S ) = f(@),

n=1

so ist f integrierbar, und man kann gliedweise integrieren:

[e.9]

S w(f) = ().

n=1

Beweis: In J stimmen Integralwerte der Betréige und Integralnormen iiberein. Daher
ist nur noch zu bemerken, dafl die Partialsummen und damit f in J liegen. Dann gibt
die Integralabschétzung [J die letzte Behauptung. 0

Eine einfache Folgerung — fiir B := R — ist der
Konvergenzsatz von LEVI II (fiir isotone Folgen):

Sind die reellwertigen Funktionen f, integrierbar, gilt fir jedes n € N
fu@) < fagalx)  fi,
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100 Verallgemeinertes LEBESGUE-Integral

und st die Folge der Integralwerte der f,, beschrdankt, dann ist fir fast alle x die Folge
der Funktionswerte f,(x) konvergent (in R). Ist f eine Funktion mit

falz) — flx) [,

so ist [ integrierbar, und man hat

w®(fn) — ().

Zum Beweis kann man vereinfachend die abzéhlbar vielen Ausnahmemengen zu einer
Nullmenge zusammenfassen und auf dieser die Funktionen f,, und f zu 0 ab&ndern.
Das dndert Integrierbarkeit und Integrale nicht, und alle Voraussetzungen gelten jetzt
tberall. Man schreibt dann zu

N

> (fort = fa) = fxa1 — fi

n=1

um und wendet hierauf den Konvergenzsatz von LEVI an, wobei man beachtet, daf3
die aufgeschriebenen Differenzenfunktionen nicht-negativ sind. Damit ist der Beweis
gegeben. O

Trivial ist die Bemerkung;:

Im Konvergenzsatz von LEVI II kann diberall , < durch ,>° ersetzt werden.
Als leichte Anwendung erhalten wir — fiir 8 := R — den

Satz von FATOU:

Sind die rellwertigen Funktionen f, integrierbar und nicht-negativ und ist
liminf 7(f,) < oo,

so ist
liminf f,(z) < o0 fod..

Ist [ aus § mit
f(z) = liminff,(z) f .,

so ist [ integrierbar und es gilt

wR(f) < liminf 2g(f,) .

Zum Beweis betrachtet man die Funktionen

gn = inf{f, : v > n},

die man als nicht-negative Limites der antitonen Folgen integrierbarer Funktionen

9In,m Ifn/\fn+1/\/\fm (m:n7n+17)
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darstellen kann und so iiber die obige Bemerkung als integrierbar erkennt. Man hat

gn < fn.

Somit stellen die g, eine offenbar isotone Folge integrierbarer Funktionen dar, die
beschrénkte Integralwerte haben. So ist noch einmal der Satz von LEVI II anwendbar,
und nach Voraussetzung konvergieren die g, (x) fast iiberall gegen f(x). So ist also f
integrierbar und es gilt

Das zeigt auch die letzte Behauptung. O

Eine allgemeine und zentrale Aussage iiber ,majorisierte Konvergenz‘ liefert der

Konvergenzsatz von LEBESGUE:

Vor.: feF(R,B); fnc€I(B); g FR,R) mit ||g]| < oo,
fu@) — flz) L [folo)] < g(x) [

Beh.: f€3(B), |fn—fl — 0, w(fn) — (/)

Einen Beweis hierzu lassen wir aus Zeitgriinden weg.

Fast direkte Folgerung aus dem ,Ersten Konvergenzsatz‘ ist der
Vollstiandigkeitssatz:
§ und J sind beziglich || || ,vollstandig*.

Zum Beweis — in schon vertrauter Schlufiweise — wéahlt man zu einer gegebenen
Caucny-Folge (f,) eine Teilfolge n; < ny < ng < --- derart, dafl

k=1
Nach dem ,Ersten Konvergenzsatz‘ existiert eine Funktion g € § mit

k—1

> (e = o) = 9| — 0 (6 = o0);

k=1

fir f:= f,, + ¢ hat man also

[ fo = fI — 0 und fo () — flz) fi. (k= o0).

Mit der Dreiecksungleichung ergibt sich dann wegen der Voraussetzung, dal (f,) eine
Caucnuy-Folge ist,
[fo=fIl — 0 (n — o0).

Liegen die f,, speziell alle in J, so liegt auch f in J. O

Im Zusammenhang mit dieser Beweistechnik notieren wir noch die folgende
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102 Verallgemeinertes LEBESGUE-Maf

Charakterisierung von Konvergenz beziiglich || ||:

Innerhalb § gilt || f, — fl| — 0 genau dann, wenn ||f, — fml — 0 und eine Teil-
folge (f.,) existiert, die punktweise fast tiberall gegen f konvergiert.

Zum Beweise der einen Richtung gehen wir von ||f, — f|| — 0 aus. Dann folgt, wie
iiblich, die CAucHY-Konvergenz ||f, — fi|| — 0 mit der Dreiecksungleichung. Nach
den zuvor notierten Uberlegungen gibt es nun eine Teilfolge, die fast iiberall gegen
eine Funktion g konvergiert, wobei andererseits ||f, — ¢g|| — 0 gilt. Die Dreiecksun-
gleichung erweist dann f — ¢ als Nullfunktion, die Tragermenge als Nullmenge. Also
konvergiert die Teilfolge auch fast iiberall gegen f. — Fiir die andere Richtung kann
man mit den obigen Argumenten ohne Einschrinkung annehmen, dafl schon die ur-
spriingliche Folge fast iiberall gegen f konvergiert. Nach dem schon Bewiesenen gibt es
eine Funktion ¢ derart, da8 ||f,, — g|| — 0 gilt und eine Teilfolge fast iiberall gegen ¢
konvergiert. Damit ist aber wieder f — ¢ eine Nullfunktion, also gilt || f, — f|| — 0.0

28 Verallgemeinertes Lebesgue-Maf

Schon in AII haben wir — im dort gegebenen Spezialfall — die mit der Integraler-
weiterung verbundene Fortsetzung eines Inhalts untersucht und so den JORDAN-Inhalt
gewonnen.

Im Folgenden betrachten wir die Inhaltserweiterung im Zusammenhang mit dem verall-
gemeinerten LEBESGUE-Integral. Dies fithrt uns in die Theorie des LEBESGUE-Mafes,
die fiir viele Fragen der Analysis, der Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik grund-
legende Bedeutung hat.

Zugleich mit Integralerweiterungen hat man jeweils Fortsetzungen des auf I bzw. R(I)
gegebenen Inhalts p: Man hat nur die Integrale entsprechender charakteristischer Funk-
tionen zu betrachten. Dies gibt im Spezialfall die Definition von Fléacheninhalten oder
Volumina im Zwei- und Dreidimensionalen. Inhalte (bzw. MaBe) ergeben sich so als
einfaches Nebenprodukt der Integral-Fortsetzung. Dies steht im Gegensatz zu vielen
Darstellungen von Integrationstheorien, die zuerst gewisse Fortsetzungen von Inhalten
(oder Maflen) ausgiebig beschreiben und darauf erst spiter — relativ umstandlich —
die Einfithrung von Integralen begriinden. Hier geniigt also fiir beides ein einfacher
Fortsetzungsschritt.

Wir gehen also aus von einem Pra-Ring I innerhalb einer nicht-leeren Menge R und —
gemiB den Uberlegungen des vorangehenden Abschnittes — von einem klassischen Majs
p auf I. Dazu bilden wir, wie eben dargestellt, mit Hilfe der LEBESGUE-Integralnorm
| || das (verallgemeinerte) LEBESGUE-Integral i := 7g auf dem Raum der LEBESGUE-
integrierbaren Funktionen J = J(R).

Wir betrachten das System der mef$baren Mengen
M:={MCR:XxyeJ}
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und die durch
(M) = i(Xn)

definierte Mengenfunktion
p: M — [0, oof.

M ist ein Ring, der R(L) umfafit. p ist ein klassisches Maf, das das gegebene Majf$ auf
I fortsetzt.

Beweis: Dafl M den Ring R(I) umfafit und p das gegebene Maf3 auf I fortsetzt, folgt
aus unmittelbar aus den Definitionen. Fiir die Ring-Eigenschaft hat man nur

Xmon = Xmu VXN, Xann = Xu — Xu A Xy
zu beachten. Dabei sei daran erinnert, da§ aus O (Abschnitt 27) folgt:
fr9€IR) = fVg fAg e IR)

Fiir die MaB-Eigenschaft haben wir Mengen M, und M in M zu betrachten derart,
daB M die disjunkte Vereinigung der abzéhlbar vielen Mengen M, ist. Man schreibt

um zu
[
Xor = ) Xag, -
n=1

Dies ist nach Definition von M eine Relation mit integrierbaren nicht-negativen Funk-
tionen. Man kann zum Beispiel den Satz von LEVI anwenden und erhélt

p(M) = i(Xar) = Y i(Xar,) = > p(M,). O

Wir bezeichnen p auf M als (verallgemeinertes) ,, LEBESGUE-Mafs“.

Von besonderer Bedeutung sind im gegebenen Zusammenhang diejenigen Mengen in ‘R,
deren Durchschnitte mit allen Mengen des Pré-Ringes I mefibar sind. Wir bezeichnen
diese als ,lokal-meffbar® und definieren also

Li={MCcR:VAcl AnMecM}.
Natiirlich hat man, da M ein I umfassender Ring ist,
M cL.

Betrachtet man die Definition von M und geht zu den charakteristischen Funktionen
iiber, so erkennt man: Eine Menge M ist lokal-mefibar genau dann, wenn alle Produkte
von Xj; mit charakteristischen Funktionen von Mengen des Pra-Rings I integrierbar
sind. Damit folgt aufgrund der Definition von &: M ist lokal-meffbar genau dann, wenn
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104 Verallgemeinertes LEBESGUE-Maf

alle Produkte von X;; mit Funktionen aus € integrierbar sind. Schliefllich ergibt die
Abschéatzung

X f = Xnegll <11 =9l

noch: Eine Menge M ist genau dann lokal-mefbar, wenn alle Produkte von Xp; mit
Funktionen aus J wieder zu J gehdren. Mit dieser letzten Aussage erkennt man sofort:

L={MCcR:VBeM BNnMeM}.

Damit nun ist zu erkennen: L. ist eine ,Algebra®, d. h. ein Ring, zu dem die Grundmenge
R selbst gehort.

Fiir beliebige Mengen M € P(R) (Potenzmenge) kann man definieren:
(M) =Xl
Die Eigenschaften einer starken Integralnorm ergeben sofort:
w* st ein duferes Mafi“ auf P(R), d. h. man hat
p: P(R) — [0, oo],
(@) =0,
Mc M, — (M) <

v=1 v

N

w*(M,)  ,abzihlbar subadditiv*.

1

Beweis: Fiir die letzte Aussage schreibt man die Voraussetzung um zur Ungleichung

Xm < i X,
n=1

und wendet die o-Subadditivitidt der LEBESGUE-Norm an. ]

Jedes solche duflere Mafi* erzeugt in kanonischer Weise mit der Definition
O(M, N) = p(MAN) = |[Xa — Xu|

eine , Pseudometrik® fir die Teilmengen von R, d.h. ¢ hat die Eigenschaften einer
Metrik mit Ausnahme der Endlichkeit und der Definitheit; § liefert also Werte in
[0, 0o, den Wert 0 zumindest fiir M = N, ist symmetrisch und erfiillt die bekannte
Dreiecksungleichung.

Es gilt nun:
M ist die abgeschlossene Hiille von R(I) in der durch § gegebenen Topologie fiir P(SR) .

Zum Beweis erkennt man zunéchst rasch, dafl die gegebene Bedingung hinreichend ist,

* Hier wird nur bendétigt, dal p* ein &ulerer Inhalt ist.
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weil die charakteristische Funktion jeder Menge aus R(I) eine einfache Funktion ist.
— Fiir den Nachweis der Notwendigkeit seien € > 0 und h eine einfache Funktion mit

IXar — h|| < €.
Man bildet dann etwa
A= {xeiﬁ L h(z) > 1/2},
erkennt A € R(I) und bestétigt
Xar — Xa| < 2[Xar — Bl, (M, A) < 2¢.

Weiter erkennt man auch:
L ist §-abgeschlossen.

Zum Beweis kombiniert man die Definition von L mit der Abschitzung
d(ANM, ANN) < 6(M, N),

hier speziell fiir A € 1. O

Die Abschitzung der Integrale durch die Integralnorm fiir alle integrierbaren Funktio-
nen a3t speziell

(M) = p(N)| < 6(M, N)
erkennen. Damit bestédtigt man:
Das MafS p auf M st die eindeutige 6-stetige Fortsetzung des Mafes p auf R(I).

Der Konvergenzsatz von LEVI II ergibt dariiber hinaus noch eine weitere Strukturei-
genschaft von M:

Hat man eine aufsteigende Folge von Mengen M, in M derart, dafi die Mafle p(M,,)
beschrinkt bleiben, so gehort die Vereinigungsmenge M aller M,, ebenfalls zu M. Dazu
gilt dann

5(M> Mn)ﬁ()? N(Mn)TM<M)

Zum Beweis betrachtet man die charakteristischen Funktionen der M,,, die isoton gegen
die charakteristische Funktion von M konvergieren, wahrend ihre Integrale beschrinkt
bleiben, und wendet den Satz von LEVI II an.

Eine einfache Folgerung ist:

M st ein ,0-Ring‘; d.h. ein gegen die Bildung abzdhlbarer Durchschnitte abgeschlos-
sener Ring.

Bekannt ist: M ist ein Ring. Zum Beweis der zusétzlichen Eigenschaft betrachtet man

fiir (A,) e MN

M > M, = ﬁAU | M = ﬁA,,.
v=1 v=1
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Man hat dann M > M; \ M, T M, \ M, also — unter Beachtung von p(M; \
M,) < wu(M;) < oo — nach der obigen Uberlegung M; \ M € M und so
M = M\ (M;\ M) € M. 0

Mit der letzten Aussage ergibt die Definition von L oder auch die notierte zweite
Charakterisierung durch die Schnitte mit Mengen aus M sofort die weitergehende Ei-
genschaft von L:

L ist eine ,o-Algebra’,

d.h. eine Algebra und zusétzlich abgeschlossen gegen Bildung von abzéhlbaren Verei-
nigungen, damit natiirlich auch von abzédhlbaren Durchschnitten.

Erholsame vorlesungsfreie Zeit
und weiterhin viel Freude und Erfolg beir Ihrem Studium

winscht IThnen

dieter hoffmann
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