Topologie 11

Definition F e P'(P'(R)) (d.h. ..)
F ,Filter (aufR)“:<—= (F3FCGCR — GeF
FGeF = FNGEeF

Fo € P'(P'(R))
F.GeFyp —= dHeF, HC FNG

Fy ,Filterbasis (auf R)“ (,FB®): <= {
Fiir H € P'(P'(R))
H] = {ACR|3IHeH HCA} (DH)
3.1 Bemerkung Fir H e P'(P'(2R))
H Filterbasis <= [H] Filter

Beweis: ooo O

Bezeichnung Falls Fy Filterbasis und F := [Fy] (Filter):
Fo , Filterbasis von F“ F ,von Fy erzeugter Filter®.
1, Fy Filterbasen auf $R:
Fl S FQ D — [Fl] C [FQ]

L B, C[Fy)

<— VFielF, dF,elF, F,CF
<= : F, ,gréber”als Fy <= :Fy  feiner® als F,

Die Relation < (zwischen Filterbasen auf fR) ist reflexiv und transitiv.
3.2 Bemerkung R, S nicht-leere Mengen; f: R — &,Fy FB auf R :
f(Fo) = {f(F) Fe ]FO} FB auf &  (,Bild von Fy unter ).

Beweis: ooo O

Beispiele

(Bl) 0 #AcCR;Fo={A} (FB)

(B2) R unendlich; F:= {A[ACR A A endlich}  (Filter)
(B3) R =N, F dazu gemif (B2); dann

F={A|[ACNA3IneN Vm>n meA}
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12 Stetigkeit und Konvergenz

(B4) & #0,a:N— &, F gemiB (B3)
F(a) := [a(F)] = {B|BC& A 3dneN Vm>n a(m)e B}
( ,FRECHET-Filter (der Folge o))
(B5) (R.0) TR (O+— U); fiir z € R ist U, Filter ((U0) — (U3)) mit FB
0, := {0€0:x2€0}.

Nur erwahnen wollen wir im Moment schon einmal die
Definition

FEin Filter F auf R heifit ,Ultrafilter (auf R)“ genau dann, wenn kein Filter G auf R
exvistiert mit F ¢ G.

Fine Filterbasis Fo auf R heifst , Ultrafilterbasis (auf R)“ genau dann, wenn [Fq] Ul-
trafilter ist.

Zu wichtigen Aussagen iiber Ultrafilter kommen wir erst spéter.

Ist (R,0) TR, dann heifit jede Filterbasis von U, eine ,Umgebungsbasis“ (x € R).
(auch: ,lokale Basis®).
Z.B. bilden in einem SMR (%R, ¢) fir z € R

{U;:e>0}, {K;:e>0} und {Um% :nGN}
Umgebungsbasen.

B C O heiit ,Basis (von Q)¢ : <= YO €O 3B, CB O = UB
B1

X v0eO VYzeO IBeB z€BcO

S C O ,,Subbasis (von Q) : < {n S:SDOS; endlich} Basis (von O)
S1

({la,b[: a,b € Q A a <b} bildet ein (abzéhlbare!) Basis der (iiblichen) Topologie auf R.)

4 Stetigkeit und Konvergenz

Fiir (R,0) TR, a € R und a: N — R definiert man in naturgeméfler Verallgemeine-
rung der Uberlegungen aus AI, AII:

aln) — a (n?oo):<:> vUeU, dneN Vm>n alm)eU

lassen wir meist wieder weg!
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Topologie 18

Mit dem oben eingefiihrten FRECHET-Filter zu o bedeutet dies gerade:
a(n) — a <= U, C F(a)

Dies fiihrt zur verallgemeinernden

Definition Fir FB Fy auf R
F0—>GZ<Z>UGSF0<:>VU€UG HFEIFO FcU

(~ iibliche Sprechweisen: a ,Grenzwert®, [Fo konvergiert gegen a“ usw.)

Achtung: Ein Grenzwert ist nicht notwendig eindeutig.
4.1 Bemerkung Fir A C*R:
a€A < IF FB [Fy—a ANVFeF, FCA
Beweis:
= VU eU, UNA#P: Fo:=UNA:={UNA:U€U,} FBmit [...]

—:r.S. = VUeU, dFelF, FCU, also
r.S. = VU eU, IFelFy, ANUDFNU=F#1) O

In AII (Seite 13) haben wir (im wesentlichen) gezeigt:

4.2 Bemerkung Ist (R,§) SMR, dann:
a € A < FEs existieren x;, € A (k € N) mit z;, — a

Es seien nun (R, 0,) topologische Rédume ((O),, — UY,A,, .. ) (v=1,2,3),
f:iﬁlﬁiﬁg,aei)%l

Definition [ ,in a stetig“: <= VU €U}, IV eU, f(V)cCU

<& U3, < f(UY) <= YU el%, f'(U)eU:
4.3 Bemerkung Sind B! bzw. ch(a) Umgebungsbasen von UL bzw. U?(Q), dann gilt:

fin a stetig <= B, < [(B,)

Beweis: ooo U
4.4 Folgerung  Fulls (R,,0,) SMRe (v =1,2)
fina stetig <= Ve >0 3§>0 VzeR, di(r,a) <I = d(f(x), fla)) <e
4.5 Bemerkung Vor.: f ina stetig, g: Ro — Rs in f(a) stetig

Beh.: go f(: Ry — R3) in a stetig
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14 Stetigkeit und Konvergenz

4.6 Bemerkung Vor.. AC R, p€ A, f inp stetig

Beh.: f(p) € f(A)
Beweis: Zu U € Uj, existiert V € U}, mit f(V) C U; dap € A: VN A # 0, also:
0# fF(VNA)CFV)NFA) CUN f(A), somit f(p) € f(A) O

4.7 Bemerkung
f in a stetig < [IFO FB aufR AN Fg — a = f(Fy) — f(a)]
Beweis: =»: Fy—a = Ul <F, = Ufe(a f(U;) < f(Fo)
= U a = f(UY) — fla) = U, < (U} =
4.8 Bemerkung* Fulls (Ry,61) SMR:
fin a stetig <= Y (z,) € R 1z, — a = f(z,) — f(a).

Beweis: ooo ]

Definition Fiir A C R; :

f yin A stetig: <= Ya € A f ina stetig
f ,stetig”: <= f in Ry stetig

4.9 Bemerkung Mt einer Subbasis So von Qg sind dquivalent:

a) f stetig
b) YVOeO, [f1O)eO

¢) YOES, f10)e0,
d) YAch, f1(A)

e) ACH = f(A)C f(4)

Beweis:
a) = e): nach (4.6)

e)=d): ZuAeA;sei F:= f"YA), dann f(F) C Anache)
f(F)C f(F)C AC A;somit F C f~1(A) =

d)=Db): Vv

* Fiir (4.8) geniigt eine Eigenschaft (B1), auf die wir erst spiter eingehen.
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Topologie 15

b) = ¢): trivial
C) — b): ooog

b) = a): € Ry: ZuU € U}, existiert O € Oy mit f(r) € O C U, dann

z € f71(0) € Oy, also f71(0) € UL (mit f(f~1(0)) CO CU). O

Anmerkung Das Bild einer offenen (bzw. abgeschlossenen) Menge unter einer steti-
gen Abbildung muf nicht offen (...) sein:

1) f(z) =2*@eR) : f(]-1,1]) = [0,1]
2) f:]0,00[— Rdurch: f(z) := 1 (z€]0,00[) : f([1,00[) =]0,1]

Vergleich von Topologien

Es seien (MR, 0;) und (R, Q) topologische Réume (0, — UY)
O, feiner©als Qg : <= Oy ,gréber”als QO : <= Oy C Oy

4.10 Bemerkung Folgende Aussagen sind dquivalent:
a) Oy feiner als O,

b) VxeR UL feiner als U2

o(1) o(2)
c) YAePMR) A DA

d) VAepm) AV cA?
e) id: (R,0p) — (R, 0,) stetig

Beweis: a)=Db): v, b)=c¢): v/, c¢)=d): nach (2.3),
d) = e): nach (4.9), e)=a): v O

~— —

5 Initiale Topologien

(Konstruktionsverfahren, um aus gegebenen topologischen Réumen neue zu bilden.)
Es seien FE, I nicht-leere Mengen; (F;, Q;) topologische Raume,
fiir E—F (iel) (0;— U

Gesucht ist eine Topologie @ auf dem Ausgangsbereich F, die in dem Sinne zu den
gegebenen Abbildungen f; ,pafit‘, daf} sie alle stetig werden. Verfeinert man eine solche
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16 Initiale Topologien

Topologie, so sind die Abbildungen f; erst recht stetig. Deshalb wahlt man @ minimal,
d. h. gerade als grobste Topologie, die dies leistet:

Bezeichnung
o ~1 ) : ) :
B .= {ﬂ FHON:0,€0; (ied);IDJ endheh}
J

0 = {UB:Bch}

B1

5.1 Satz

a) (E,0) ist ein TR. (O initiale Topologie“ auf E')
a’) S = {f7H0;) i €I,0; €O} ist eine Subbasis von O.
b) QO ist die grobste Topologie auf E derart, daf$ alle f; stetig sind.

¢) Firpe E undU C E gilt:
U ist eine (0)-Umgebung von p
<= FEs existieren J endlich C I, U; € Ulj}i(p) (ieJ) mit fi'(U)cCU
J

p g
d (6,T) TR, f: 6 — F,s€&: i
f stetigin s < Viel fiof: & — F; stetigin s J/
f //fiof
S

Bewezis:

a): 0,Ee€0:v (01):v (02): UBiNUB: = U BN By, also nur zu zeigen:
By B Br€Bx

Bl,BQEB — BiNBy;yeB: ooo
a): v

b): Essei T eine Topologie auf E: Vie I f;: (E,T) — (F;, ;) stetig &9
VieIVO, €O, fY0)eT &5 0cCT

¢): U Umgebung von p <= Es existiert O € O mit p € O C U <= Es existieren
Jendlich C I, O; € Q; (i € J) mit p € () f; (O;) CU <= gsiehe oben’
J

d): =: mit b);
&= ZuU € Uy existieren nach c) J endlich C I und U; € U, 4, (i € J)
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Topologie 17

mit () f;7'(Ui) C Us daher: (Y (fi0 /)"'(U:) = f~H (N f7'(U) € f7(U), also
! ! cUs
f~YU) e U,. O

Spezialfille
0) Urbild-Topologie (Reziproke Topologie):
[:={1}: (hier) O £ B = {f7'(0:): 0, €0}
1) Spurtopologie (R,0) TR, # MC R
I := {1}, (Flu@l) = (?ﬁ, @), E = m,
fimw:Mser—axzeR  (,Einbettung’)
Nach 0) ist die zugehdorige initiale Topologie Qgy gleich
{w™(0):0€0} = {ONM: 00} = ONM.
5.2 Satz
a) (M, Ogy) ist ein TR.  (Qgy : ,Spurtopologie®, induzierte Topologie“,
,Relativtopologie“: — Agy, UM, ... ).
b) QOgy ist die grobste Topologie auf M derart, daff w stetig ist.
¢c) Veedm UM =10U,NnM
d) (6,T) TR, [: 6 —Mse6:
[ ostetigins < wo f (: (6,T) — (R,0)) stetig in s
6) Agm = ANM
Beweis:
a), b), d): nach (5.1)

(5.1c¢

c): FirzeMund U CM: U € UX <:>) Es existiert U; € U, mit U N 9N =

w(U) CcU < UelU,NnM

e): Fir AcCMm:

A€ Agy < Es existiert O € O mit A =M\ (ONM) =MNO O
5.3 Trivialitit () # 9 C M C R: (Om)y, = On
5.4 Bemerkung () #9 C M C R: N = MM

(5.2 ¢)

Beweis: Firz e M: zeN VU U, 0AUNMNN =UNN O
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18 Initiale Topologien

5.5 Bemerkung

Vor.: (zusdtzlich) (S,T) TR, a €M, f:R— &
Beh.: «) f stetig in a = J%m stetig in a
B) f stetig in a <= ]%m stetig in a

Beweis:

a): j/zm = fouw
B): R :=6 :=R (mit iiblicher Topologie) f := Xg, M :=Q:

]79)? stetig, aber fir kein x € 9N ist f stetig in x. ([l

2) Produkttopologie [ nicht-leere Menge, (R;,Q;) TR (i € I)
Kartesisches Produkt der Mengen SR;‘: (~ mengentheoretische Schwierigkeiten)

R = HERZ = {x|x:]—>U9{i, Viel x(j)Eﬂ‘ij}
I I

Bezeichnung Fiir z € R
(z)r = (2(i)), == =

(Wenn I aus dem Zusammenhang heraus klar ist, notieren wir auch (z;) :=z,... );

firj € I:
z; ,j-te Koordinate (von x)“

pjiR3>2x+—x; €R; ,Projektion von R auf R; “

FirJClTund M; CR;, (i€J) ist

() ﬂpi_l(Mi) = HMu

wenn M; = R, firiel\ J.

B .= {HOZ-:OZ-E@Z- Ged), 0, =R (iel\J) Jendhchcz}
I

0 = {UB:IB%lclB%}

B1
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Topologie 19

5.6 Satz

a) (M,0) ist ein TR.  (,Produktraum zu ..*“, O ,Produkt-Topologie“)
b) O ist die grobste Topologie auf R derart, daf alle Projektionen p; stetig sind.

¢) FirpeR undU CR gilt:

U ist genau dann eine Umgebung von p, wenn J endlich C I, U; € U;i (1€ J)
mit [[U; C U, wobei U; :=MR; (i € I\ J), existieren.
i

d) Fir (6, T) TR, f: & — R, s€6:
f stetigin s <= Vi€l p;of: 6 — R, stelig in s

e) Fir A;CR;, (iel): HE = HAi
I I

f) Vjel YOeO p;(0)ecQ (pj ist eine ,offene’ Abbildung.)

Beweis:
a), b), ¢),d): mnach (5.1) (mit (x))
e B A #£0 (iel):
D: pj(l?b‘h‘) @ pj(lZ[Az‘) = Aj;

C: ae€l.S:FirJendlich CITundU; €U, (i€J),U; =R (iel\J)
existiert x; € U; N A; (i € I); damit x € [JU; N [] 4, also (mit ¢)) a € r.S.
T T

f): Ist B = [[O; mit O; € O; (i € I), dann ist fiir j € J
T
Oj, falls B # ()
pi(B) = {QJ :
, sonst

also p;(B) € 0, (und das geniigt offenbar). O

Anmerkung zu (5.6 f):
AchA & pi(A)ed; (el
Beispiel: A = {(z,y) e R?:zy = 1}, pi(4) = R\ {0}

3) Supremum von Topologien [ nicht-leere Menge, (R,0;) TR (i € I)
Mit £ := F, :=R und f; := idy (i € I) ist die zugehorige initiale Topologie auf
R gerade die grobste Topologie auf R, die feiner als alle Q; ist.

Analysis IV: 10. Mai 2003 (© Dieter Hoffmann, Konstanz)



20 Finale Topologien

4) Erzeugte Topologie fR nicht-leere Menge und S C P(fR)

Bezeichnung Die grobste Topologie T auf R mit S C T heifit die ,,von S erzeugte
Topologie “.

1. Fall S = (): Die erzeugte Topologie ist {0, R}.

2. Fall S # (: Fiir S € Sist Tg := {0, S,R} eine Topologie auf R. Die gesuchte
Topologie ist offenbar gerade das Supremum der Topologien T (S € S). Nach
(5.1 a’) ist S eine Subbasis dazu.

6 Finale Topologien

(Weiteres wichtiges Verfahren, um aus gegebenen topologischen Rdumen neue zu bilden.)

Es seien F, I nicht-leere Mengen; (E;,Q;) TRe, f;: EB; — F (i€ I) (Q;— UY)
0O :={0O|OCF AVYiel [ (0)e0}

Gesucht ist hier eine Topologie @ im Zielbereich F' derart, dal die gegebenen Ab-
bildungen f; stetig werden. Vergrobert man eine solche Topologie, so sind die Abbil-
dungen f; erst recht stetig. Deshalb wahlt man @ maximal, d.h. gerade als feinste
Topologie, die dies leistet:

6.1 Satz
a) (F,0) ist ein TR. (O finale Topologie“ auf F')
b) QO st die feinste Topologie auf F derart, daf$ alle f; stetig sind. | F f S
7
c) Firemen TR (6,T) und eine Abbildung f: F — & gilt: f //f f
% / ° Ji
f:(F,0) — (6,T) stetig <= Viel fof;: B — & stetig J
E;

Beweis: a): ooo

b): Essei T eine Topologie auf F":
Viel fi: B, — (F,T) stetig <= Vi€ IVOET f7'(0)€Q; < TcCO

c): =: nach b);
<—: FirTeT und 7 € [ gilt:
FHHT) = (fo fi) H(T) € Oy, also f~H(T) €O m

7
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