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Definition

F
”
Filter (auf R)“ : ⇐⇒





F ∈ P′(P′(R)) (d. h. . . .)

F 3 F ⊂ G ⊂ R =⇒ G ∈ F
F, G ∈ F =⇒ F ∩ G ∈ F

F0 ”
Filterbasis (auf R)“ (

”
FB“) : ⇐⇒

{
F0 ∈ P′(P′(R))

F, G ∈ F0 =⇒ ∃H ∈ F0 H ⊂ F ∩ G

Für H ∈ P′(P′(R))

[H] :=
{
A ⊂ R | ∃H ∈ H H ⊂ A

}
(⊃ H)

3.1 Bemerkung Für H ∈ P′(P′(R))

H Filterbasis ⇐⇒ [H] Filter

Beweis: � � � �

Bezeichnung Falls F0 Filterbasis und F := [F0 ] (Filter):

F0 ”
Filterbasis von F“, F

”
von F0 erzeugter Filter“.

F1,F2 Filterbasen auf R:

F1 ≤ F2 : ⇐⇒ [F1 ] ⊂ [F2 ]

X⇐⇒ F1 ⊂ [F2]

⇐⇒ ∀F1 ∈ F1 ∃F2 ∈ F2 F2 ⊂ F1

⇐⇒ : F1 ”
gröber“ als F2 ⇐⇒ : F2 ”

feiner“ als F1

Die Relation ≤ (zwischen Filterbasen auf R) ist reflexiv und transitiv.

3.2 Bemerkung R, S nicht-leere Mengen; f : R −→ S,F0 FB auf R :

f(F0) :=
{
f(F ) : F ∈ F0

}
FB auf S (

”
Bild von F0 unter f“).

Beweis: � � � �

Beispiele

(B1) ∅ 6= A ⊂ R; F0 = {A} (FB)

(B2) R unendlich; F :=
{
A | A ⊂ R ∧ Ã endlich

}
(Filter)

(B3) R = N, F dazu gemäß (B2); dann

F =
{
A | A ⊂ N ∧ ∃n ∈ N ∀m ≥ n m ∈ A

}
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12 Stetigkeit und Konvergenz

(B4) S 6= ∅, α : N −→ S, F gemäß (B3)

F(α) := [α(F)] =
{
B | B ⊂ S ∧ ∃n ∈ N ∀m ≥ n α(m) ∈ B

}

(
”
Fréchet-Filter (der Folge α)“)

(B5) (R,O) TR (O 7−→ U); für x ∈ R ist Ux Filter
(
(U0) – (U3)

)
mit FB

Ox := {O ∈ O : x ∈ O}.

Nur erwähnen wollen wir im Moment schon einmal die

Definition

Ein Filter F auf R heißt
”
Ultrafilter (auf R)“ genau dann, wenn kein Filter G auf R

existiert mit F  G.
Eine Filterbasis F0 auf R heißt

”
Ultrafilterbasis (auf R)“ genau dann, wenn [F0 ] Ul-

trafilter ist.

Zu wichtigen Aussagen über Ultrafilter kommen wir erst später.

Ist (R,O) TR, dann heißt jede Filterbasis von Ux eine
”
Umgebungsbasis“ (x ∈ R).

(auch:
’
lokale Basis‘).

Z. B. bilden in einem SMR (R, δ) für x ∈ R

{
U ε

x : ε > 0
}
,

{
Kε

x : ε > 0
}

und
{

U
1
n

x : n ∈ N
}

Umgebungsbasen.

B ⊂ O heißt
”
Basis (von O)“ : ⇐⇒ ∀O ∈ O ∃B1 ⊂ B O =

⋃

B1

B

X⇐⇒ ∀O ∈ O ∀ x ∈ O ∃B ∈ B x ∈ B ⊂ O

S ⊂ O
”
Subbasis (von O)“ : ⇐⇒

{⋂

S1

S : S ⊃ S1 endlich
}

Basis (von O)

〈{
]a, b[ : a, b ∈ Q ∧ a ≤ b

}
bildet ein (abzählbare!) Basis der (üblichen) Topologie auf R .

〉

4 Stetigkeit und Konvergenz

Für (R,O) TR, a ∈ R und α : N −→ R definiert man in naturgemäßer Verallgemeine-
rung der Überlegungen aus AI, AII:

α(n) −→ a (n −→

 

∞) : ⇐⇒ ∀U ∈ Ua ∃n ∈ N ∀m ≥ n α(m) ∈ U

lassen wir meist wieder weg!
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Topologie 13

Mit dem oben eingeführten Fréchet–Filter zu α bedeutet dies gerade:

α(n) −→ a ⇐⇒ Ua ⊂ F(α)

Dies führt zur verallgemeinernden

Definition Für FB F0 auf R

F0 −→ a : ⇐⇒ Ua ≤ F0 ⇐⇒ ∀U ∈ Ua ∃F ∈ F0 F ⊂ U

( übliche Sprechweisen: a
”
Grenzwert“,

”
F0 konvergiert gegen a“ usw.)

Achtung: Ein Grenzwert ist nicht notwendig eindeutig.

4.1 Bemerkung Für A ⊂ R :

a ∈ A ⇐⇒ ∃F0 FB
[
F0 −→ a ∧ ∀F ∈ F0 F ⊂ A

]

Beweis:

=⇒: ∀U ∈ Ua U ∩ A 6= ∅: F0 := Ua ∩
e

A :=
{
U ∩ A : U ∈ Ua

}
FB mit

[
. . .

]

⇐=: r. S. =⇒ ∀U ∈ Ua ∃F ∈ F0 F ⊂ U , also
r. S. =⇒ ∀U ∈ Ua ∃F ∈ F0 A ∩ U ⊃ F ∩ U = F 6= ∅ �

In AII (Seite 13) haben wir (im wesentlichen) gezeigt:

4.2 Bemerkung Ist (R, δ) SMR, dann:

a ∈ A ⇐⇒ Es existieren xk ∈ A (k ∈ N) mit xk −→ a

Es seien nun (Rν ,Oν) topologische Räume
(
Oν 7−→ Uν,Aν, . . .

)
(ν = 1, 2, 3),

f : R1 −→ R2, a ∈ R1

Definition f
”
in a stetig“ : ⇐⇒ ∀U ∈ U2

f(a) ∃V ∈ U1
a f(V ) ⊂ U

X⇐⇒ U2
f(a) ≤ f(U1

a) ⇐⇒ ∀U ∈ U2
f(a) f−1(U) ∈ U1

a

4.3 Bemerkung Sind B1
a bzw. B2

f(a) Umgebungsbasen von U1
a bzw. U2

f(a), dann gilt:

f in a stetig ⇐⇒ B2
f(a) ≤ f(B1

a)

Beweis: � � � �

4.4 Folgerung Falls (Rν , δν) SMRe (ν = 1, 2)

f in a stetig ⇐⇒ ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ x ∈ R1 δ1(x, a) < δ =⇒ δ2(f(x), f(a)) < ε

4.5 Bemerkung Vor.: f in a stetig, g : R2 −→ R3 in f(a) stetig

Beh.: g ◦ f ( : R1 −→ R3) in a stetig
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14 Stetigkeit und Konvergenz

4.6 Bemerkung Vor.: A ⊂ R1, p ∈ A, f in p stetig

Beh.: f(p) ∈ f(A)

Beweis: Zu U ∈ U2
f(p) existiert V ∈ U1

p mit f(V ) ⊂ U ; da p ∈ A: V ∩ A 6= ∅, also:

∅ 6= f(V ∩ A) ⊂ f(V ) ∩ f(A) ⊂ U ∩ f(A), somit f(p) ∈ f(A) �

4.7 Bemerkung

f in a stetig ⇐⇒
[
F0 FB auf R1 ∧ F0 −→ a =⇒ f(F0) −→ f(a)

]

Beweis: =⇒: F0 −→ a =⇒ U1
a ≤ F0 =⇒ U2

f(a) ≤ f(U1
a) ≤ f(F0)

⇐=: U1
a −→ a =⇒ f(U1

a) −→ f(a) =⇒ U2
f(a) ≤ f(U1

a) �

4.8 Bemerkung∗ Falls (R1, δ1) SMR:

f in a stetig ⇐⇒ ∀ (xn) ∈ RN
1 xn −→ a =⇒ f(xn) −→ f(a).

Beweis: � � � �

Definition Für A ⊂ R1 :

f
”
in A stetig“ : ⇐⇒ ∀ a ∈ A f in a stetig

f
”
stetig“ : ⇐⇒ f in R1 stetig

4.9 Bemerkung Mit einer Subbasis S2 von O2 sind äquivalent:

a) f stetig

b) ∀O ∈ O2 f−1(O) ∈ O1

c) ∀O ∈ S2 f−1(O) ∈ O1

d) ∀A ∈ A2 f−1(A) ∈ A1

e) A ⊂ R1 =⇒ f(A) ⊂ f(A)

Beweis:

a) =⇒ e): nach (4.6)

e) =⇒ d): Zu A ∈ A2 sei F := f−1(A), dann f(F ) ⊂ A, nach e):
f(F ) ⊂ f(F ) ⊂ A ⊂ A; somit F ⊂ f−1(A) = F

d) =⇒ b): X

∗ Für (4.8) genügt eine Eigenschaft (B1), auf die wir erst später eingehen.
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b) =⇒ c): trivial

c) =⇒ b): � � �

b) =⇒ a): x ∈ R1: Zu U ∈ U2
f(x) existiert O ∈ O2 mit f(x) ∈ O ⊂ U , dann

x ∈ f−1(O) ∈ O1, also f−1(O) ∈ U1
x

(
mit f(f−1(O)) ⊂ O ⊂ U

)
. �

Anmerkung Das Bild einer offenen (bzw. abgeschlossenen) Menge unter einer steti-
gen Abbildung muß nicht offen (. . . ) sein:

1) f(x) := x2 (x ∈ R) : f
(
] − 1, 1[

)
= [0, 1[

2) f : ]0,∞[−→ R durch: f(x) := 1
x

(
x ∈ ]0,∞[

)
: f

(
[1,∞[

)
= ]0, 1]

Vergleich von Topologien

Es seien (R,O1) und (R,O2) topologische Räume
(
Oν 7−→ Uν

)

O1 ”
feiner“ als O2 : ⇐⇒ O2 ”

gröber“ als O1 : ⇐⇒ O2 ⊂ O1

4.10 Bemerkung Folgende Aussagen sind äquivalent:

a) O1 feiner als O2

b) ∀ x ∈ R U1
x feiner als U2

x

c) ∀A ∈ P(R)
◦

A
(1)

⊃
◦

A
(2)

d) ∀A ∈ P(R) A
(1) ⊂ A

(2)

e) id : (R,O1) −→ (R,O2) stetig

Beweis: a) =⇒ b): X, b) =⇒ c): X, c) =⇒ d): nach (2.3),

d) =⇒ e): nach (4.9), e) =⇒ a): X �

5 Initiale Topologien

(Konstruktionsverfahren, um aus gegebenen topologischen Räumen neue zu bilden.)

Es seien E, I nicht-leere Mengen; (Fi,Oi) topologische Räume,

fi : E −→ Fi (i ∈ I) (Oi 7−→ Ui)

Gesucht ist eine Topologie O auf dem Ausgangsbereich E , die in dem Sinne zu den
gegebenen Abbildungen fi ’

paßt‘, daß sie alle stetig werden. Verfeinert man eine solche
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16 Initiale Topologien

Topologie, so sind die Abbildungen fi erst recht stetig. Deshalb wählt man O minimal,
d. h. gerade als gröbste Topologie, die dies leistet:

Bezeichnung

B :=
{⋂

J

f−1
i (Oi) : Oi ∈ Oi (i ∈ J); I ⊃ J endlich

}

O :=

{⋃

B1

B : B1 ⊂ B
}

5.1 Satz

a) (E,O) ist ein TR. (O
”
initiale Topologie“ auf E)

a’) S := {f−1
i (Oi) : i ∈ I, Oi ∈ Oi} ist eine Subbasis von O.

b) O ist die gröbste Topologie auf E derart, daß alle fi stetig sind.

c) Für p ∈ E und U ⊂ E gilt:

U ist eine (O)-Umgebung von p
⇐⇒ Es existieren J endlich ⊂ I, Ui ∈ Ui

fi(p) (i ∈ J) mit
⋂
J

f−1
i (Ui) ⊂ U

d) (S,T) TR, f : S −→ E, s ∈ S :

f stetig in s ⇐⇒ ∀ i ∈ I fi ◦ f : S −→ Fi stetig in s

E Fi

fi

f fi ◦ f

S

Beweis:

a): ∅, E ∈ O: X (O1): X (O2):
⋃
B1

B1 ∩
⋃
B2

B2 =
⋃

Bκ∈Bκ

B1 ∩ B2, also nur zu zeigen:

B1, B2 ∈ B =⇒ B1 ∩ B2 ∈ B: � � �

a’): X

b): Es sei T eine Topologie auf E: ∀ i ∈ I fi : (E,T) −→ (Fi,Oi) stetig
(4.9)⇐⇒

∀ i ∈ I ∀Oi ∈ Oi f−1
i (Oi) ∈ T

a’)⇐⇒ O ⊂ T

c): U Umgebung von p ⇐⇒ Es existiert O ∈ O mit p ∈ O ⊂ U ⇐⇒ Es existieren
J endlich ⊂ I, Oi ∈ Oi (i ∈ J) mit p ∈ ⋂

J

f−1
i (Oi) ⊂ U ⇐⇒

’
siehe oben‘

d): =⇒: mit b);
⇐=: Zu U ∈ Uf(s) existieren nach c) J endlich ⊂ I und Ui ∈ Ui

fi(f(s)) (i ∈ J)
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Topologie 17

mit
⋂
J

f−1
i (Ui) ⊂ U ; daher:

⋂
J

(fi ◦ f)−1(Ui)︸ ︷︷ ︸
∈Us

= f−1
(⋂

J

f−1
i (Ui)

)
⊂ f−1(U), also

f−1(U) ∈ Us. �

Spezialfälle

0) Urbild-Topologie (Reziproke Topologie):

I := {1}: (hier:) O
X
= B =

{
f−1

1 (O1) : O1 ∈ O1

}

1) Spurtopologie (R,O) TR, ∅ 6= M ⊂ R

I := {1}, (F1,O1) := (R,O), E := M,
f1 := ω : M 3 x 7−→ x ∈ R (

’
Einbettung‘)

Nach 0) ist die zugehörige initiale Topologie OM gleich{
ω−1(O) : O ∈ O

}
= {O ∩ M : O ∈ O} =: O ∩

e
M.

5.2 Satz

a) (M,OM) ist ein TR. (OM :
”
Spurtopologie“,

”
induzierte Topologie“,

”
Relativtopologie“: 7−→ AM,UM, . . . ).

b) OM ist die gröbste Topologie auf M derart, daß ω stetig ist.

c) ∀ x ∈ M UM

x = Ux ∩
e

M

d) (S,T) TR, f : S −→ M, s ∈ S:

f stetig in s ⇐⇒ ω ◦ f
(
: (S,T) −→ (R,O)

)
stetig in s

e) AM = A ∩
e

M

Beweis:

a), b), d): nach (5.1)

c): Für x ∈ M und U ⊂ M: U ∈ UM
x

(5.1 c)⇐⇒ Es existiert U1 ∈ Ux mit U1 ∩ M =
ω−1(U1) ⊂ U ⇐⇒ U ∈ Ux ∩

e
M

e): Für A ⊂ M:

A ∈ AM ⇐⇒ Es existiert O ∈ O mit A = M \ (O ∩ M) = M ∩ Õ �

5.3 Trivialität ∅ 6= N ⊂ M ⊂ R :
(
OM

)
N

= ON

5.4 Bemerkung ∅ 6= N ⊂ M ⊂ R : N
M

= N ∩ M

Beweis: Für x ∈ M: x ∈ N
M (5.2 c)⇐⇒ ∀U ∈ Ux ∅ 6= (U ∩ M) ∩ N = U ∩ N �
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18 Initiale Topologien

5.5 Bemerkung

Vor.: (zusätzlich) (S,T) TR, a ∈ M, f : R −→ S

Beh.: α) f stetig in a =⇒ f/M
stetig in a

β) f stetig in a 6⇐= f/M
stetig in a

Beweis:

α): f/M
= f ◦ ω

β): R := S := R (mit üblicher Topologie) f := χ
Q, M := Q:

f/M
stetig, aber für kein x ∈ M ist f stetig in x. �

2) Produkttopologie I nicht-leere Menge, (Ri,Oi) TR (i ∈ I)

’
Kartesisches Produkt der Mengen Ri‘: ( mengentheoretische Schwierigkeiten)

R :=
∏

I

Ri :=
{

x | x : I −→
⋃

I

Ri, ∀ j ∈ I x(j) ∈ Rj

}

Bezeichnung Für x ∈ R

(xi)I :=
(
x(i)

)
I

:= x
(
Wenn I aus dem Zusammenhang heraus klar ist, notieren wir auch (xi) := x, . . .

)
;

für j ∈ I:
xj ”

j-te Koordinate (von x)“

pj : R 3 x 7−→ xj ∈ Rj ”
Projektion von R auf Rj“

Für J ⊂ I und Mi ⊂ Ri (i ∈ J) ist

(∗)
⋂

J

p−1
i (Mi) =

∏

I

Mi,

wenn Mi := Ri für i ∈ I \ J .

B :=
{∏

I

Oi : Oi ∈ Oi (i ∈ J), Oi = Ri (i ∈ I \ J); J endlich ⊂ I
}

O :=

{⋃

B1

B : B1 ⊂ B
}
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5.6 Satz

a) (R,O) ist ein TR. (
”
Produktraum zu . . .“, O

”
Produkt-Topologie“)

b) O ist die gröbste Topologie auf R derart, daß alle Projektionen pi stetig sind.

c) Für p ∈ R und U ⊂ R gilt:

U ist genau dann eine Umgebung von p, wenn J endlich ⊂ I, Ui ∈ Ui
pi

(i ∈ J)
mit

∏
I

Ui ⊂ U , wobei Ui := Ri (i ∈ I \ J), existieren.

d) Für (S,T) TR, f : S −→ R, s ∈ S :

f stetig in s ⇐⇒ ∀ i ∈ I pi ◦ f : S −→ Ri stetig in s

e) Für Ai ⊂ Ri (i ∈ I) :
∏

I

Ai =
∏

I

Ai

f) ∀ j ∈ I ∀O ∈ O pj(O) ∈ Oj (pj ist eine
’
offene‘ Abbildung.)

Beweis:

a), b), c), d): nach (5.1) (mit (∗))

e): Œ Ai 6= ∅ (i ∈ I):

⊃: pj

(∏
I

Ai

) (4.9)
⊂ pj(

∏
I

Ai) = Aj;

⊂: a ∈ `. S.: Für J endlich ⊂ I und Ui ∈ Ui
ai

(i ∈ J), Ui := Ri (i ∈ I \ J)
existiert xi ∈ Ui ∩ Ai (i ∈ I); damit x ∈ ∏

I

Ui ∩
∏
I

Ai, also (mit c)) a ∈ r. S.

f): Ist B =
∏
I

Oi mit Oi ∈ Oi (i ∈ I), dann ist für j ∈ J

pj(B) =

{
Oj, falls B 6= ∅
∅, sonst

,

also pj(B) ∈ Oj (und das genügt offenbar). �

Anmerkung zu (5.6 f):

A ∈ A 6=⇒ pj(A) ∈ Aj (j ∈ I)

Beispiel: A :=
{
(x, y) ∈ R2 : xy = 1

}
, p1(A) = R \ {0}

3) Supremum von Topologien I nicht-leere Menge, (R,Oi) TR (i ∈ I)

Mit E := Fi := R und fi := idR (i ∈ I) ist die zugehörige initiale Topologie auf
R gerade die gröbste Topologie auf R, die feiner als alle Oi ist.
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4) Erzeugte Topologie R nicht-leere Menge und S ⊂ P(R)

Bezeichnung Die gröbste Topologie T auf R mit S ⊂ T heißt die
”
von S erzeugte

Topologie“.

1. Fall S = ∅: Die erzeugte Topologie ist {∅, R}.

2. Fall S 6= ∅: Für S ∈ S ist TS := {∅, S, R} eine Topologie auf R. Die gesuchte
Topologie ist offenbar gerade das Supremum der Topologien TS (S ∈ S). Nach
(5.1 a’) ist S eine Subbasis dazu.

6 Finale Topologien

(Weiteres wichtiges Verfahren, um aus gegebenen topologischen Räumen neue zu bilden.)

Es seien F, I nicht-leere Mengen; (Ei,Oi) TRe, fi : Ei −→ F (i ∈ I) (Oi 7−→ Ui)

O :=
{
O | O ⊂ F ∧ ∀ i ∈ I f−1

i (O) ∈ Oi

}

Gesucht ist hier eine Topologie O im Zielbereich F derart, daß die gegebenen Ab-
bildungen fi stetig werden. Vergröbert man eine solche Topologie, so sind die Abbil-
dungen fi erst recht stetig. Deshalb wählt man O maximal, d. h. gerade als feinste
Topologie, die dies leistet:

6.1 Satz

a) (F,O) ist ein TR. (O
”
finale Topologie“ auf F )

b) O ist die feinste Topologie auf F derart, daß alle fi stetig sind.

c) Für einen TR (S,T) und eine Abbildung f : F −→ S gilt:

f : (F,O) −→ (S,T) stetig ⇐⇒ ∀ i ∈ I f ◦fi : Ei −→ S stetig

F S
f

fi f ◦ fi

Ei

Beweis: a): � � �

b): Es sei T eine Topologie auf F :

∀ i ∈ I fi : Ei −→ (F,T) stetig ⇐⇒ ∀ i ∈ I ∀O ∈ T f−1
i (O) ∈ Oi ⇐⇒ T ⊂ O

c): =⇒: nach b);
⇐=: Für T ∈ T und i ∈ I gilt:

f−1
i (f−1(T )) = (f ◦ fi)

−1(T ) ∈ Oi, also f−1(T ) ∈ O �
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