Topologie 21

Spezialfille

1)

Quotienten-Topologie

Es seien (R, Q) ein TR und g eine Aquivalenzrelation* auf R.

o(a) == {beMR: (a,b) € o} ,Aquivalenzklasse (zu a)* (a € R)
‘ﬁ/ = {ola):a e R}, m: R3>a+— p(a) € SR/Q »(kanonische) Projektion“

0(e) = {QC®,: 7 €0

Nach (6.1) hat man:

6.2 Bemerkung

a)

b)

2)

3)

(m/ga@(Q)) ist ein TR.  (,(topologischer) Quotientenraum*;
0(o) ,Quotiententopologic*)

O(o) ist die feinste Topologie auf 9%/9 derart, dafy w stetig ist.

(6,T) TR, f: 9%/9 — &: [ stetig <= [ o stetig

Summen-Topologie
Es seien [ eine nicht-leere Menge und (R;,0;) TRe (i € ) mit

R = Ufﬁi; fiirRidr—axeER ( ,kanonische Injektion“)
I

R mit der zugehorigen finalen Topologie heifit ,topologische Summe

(der (R, (O)i)l).

Infimum von Topologien

Es seien I eine nicht-leere Menge und (R, Q;) TRe (i € I).

Mit F; ;== F :=R und f; :==idx (i € I):

Die zugehorige finale Topologie auf R ist — man beachte (4.10) — gerade die
feinste Topologie auf R, die gréober als alle Q; ist; sie ist offenbar (O (daher
auch als , Durchschnitt der Topologien O); “ bezeichnet). I

* 0 C M2 ist reflexiv, symmetrisch und transitiv

** Ist diese Voraussetzung nicht gegeben, dann kann z. B. (D‘ii X {z}) ; betrachtet werden.
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22 Vollstindigkeit

7 Offene Abbildungen und Homd&éomorphismen

Es seien (R,,0,) topologische Raume (v =1,2) und f: R, — Rs.
Definition f ,offen® < f(Oy) (:={f(0): 0 € O}) C O,
f stopologisch® (,Homdéomorphismus®): <= [ bijektiv A f(O1) = Oy

(R1,01) und (Ra, Qy) heiffen genau dann ,homdomorph®, wenn eine
topologische Abbildung g: R — Ry existiert.

7.1 Bemerkung f topologisch <= f bijektiv, stetig, offen
< f bijektiv, stetig und f~' stetig

Beweis: Fir f bijektiv und M, C R, gelten:
U M) = My, f7H(f(M) = My und  (f7)7H(My) = f(M)

also [@2 C f(Oy) < f stetig] und [f offen «— f! stetig] O

Homo6omorphe topologische Rdume sind hinsichtlich ihrer Topologie nicht zu unterscheiden. Wichtige
Aufgabe: Aufsuchen topologischer Invarianten®.

8 Vollstindigkeit

,Vollstandigkeit’ 148t sich in beliebigen topologischen Rdumen gar nicht definieren; dafiir geeignete
Objekte sind ,uniforme Rdume‘. Diese (sehr wichtigen) Rdume wollen wir allerdings in dieser Vorlesung
— aus Zeitgriinden — nicht einfiihren, sondern uns fiir diese Fragestellung auf semimetrische Raume
beschrénken:

Es sei (R,0) ein SMR.

Definition

a: N — R CAUCHY-Folge“" : <= Ve >0 INEN Vnm>N o(ap,an) <e
(R, 0) ,wollstindig® : <= Jede CF a: N — R ist konvergent (in ®R).

8.1 Bemerkung Fira: N —R: « konvergent — o CF

Beweis: oo O
8.2 Bemerkung
Vor.: (R,0) MR, ) # A C R, (A,5/ ) vollstindig

Beh.: A abgeschlossen

* wir notieren wieder kurz ,,CF*; in uniformen Ridumen definiert man allgemeiner CAUCHY -Filter.
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Beweis: 7Zu p € A existiert — nach (4.2) — (z3) € AY mit x;, — p; nach (8.1) ist
(x1) eine CF (in A), daher existiert a € A mit xy — a. Da § Metrik ist, gilt p = a. O

8.3 Bemerkung

Vor.: (R, 0) vollstandig; O # A abgeschlossen (C R)
Beh.: (A,cS/ ) vollstindig

Beweis: Ist o eine CF in A, dann existiert ein p € R mit A 5 a(n) — p; nach (4.2)
folgt: pe A=A O

Fiir zwei beliebige Mengen A, B bezeichnen wir wieder
3(4,B) == {f|f: A— B}.
Fir A C R:
Dm(A) = suepAé(x, y) (mit sup@:=0) ,Durchmesser (von A)*
’ A Lbeschrinkt”: <= Dm(A) < oo
Fiir eine nicht-leere Menge G seien
lo = lo(6,(R,0)) := {f € F(6,R): f(&) beschrénkt }*
und - A(f,g) = itelgé(f(x),g(@) fiir f,9 € loo -

8.4 Satz

a) (le,A) ist ein SMR.

a’) 0 Metrik = A Metrik

b) (%R,0) vollstindig = (le, A) vollstindig

Beweis: a),a’): ooo

b): Essei /! > (f,) A-CF: Fiir x € & ist dann (f,(x)) 6-CF, also existiert ein y, € R
mit f,(x) — y,; (fiir jedes x € & sei ein solches y, fest gewéhlt, damit:)
f(z) ==y, (x € &). Zu e > 0 existiert ein N € N mit A(f,, fr) < e fiir
n,m > N; also firx € &:

0(fu(x), f(2)) < 0(fu(2), fn(2)) + 0(fin (), y2) < €+ 0(fm (), )

* Mit & := N und R = K erhélt man (., (K) (man vergleiche Seite 4).

Analysis IV: 21. Mai 2003 (© Dieter Hoffmann, Konstanz)



24

Vollstindigkeit

(N <mn fest, N <m — o0:) (fn(x), f(x)) <e; somit fir z,y € &

0(f(), f(y)) < 6(f(2), fu(@)) + 6(fu(), fu(y)) + 0(fuly), [(y))
);

< 2¢ + D(f, ()

also f € {y und dann A(f,, f) <e.

Ist zusétzlich (&,0) ein TR, dann setzen wir
Co(6,R) = {f € lo(6,R) : f stetig}
und erhalten:

8.5 Folgerung (fR,0) vollstindig = Cy(S,R) vollstindig

Beweis: Nach (8.3) und (8.4 b) ist nur zu zeigen: Cy(S,R) ist abgeschlossen (in
U ): Esseien (f,) € Cyp(6,R)N und f € Lo mit A(f,, f) — 0. Zu € > 0 existiert ein
n € N mit A(f,, f) < ¢ fiir a € G existiert ein U € U, mit 6(f,(a), fn(x)) < e fur

x €U (da f, (in a) stetig ist); damit 6(f(a), f(x)) <--- < 3¢

Beispiele

(B1) (K™, || |l) ist vollstindig.

(xel). O

(bekannt; oder z. B. aus (8.4) mit der Vollstédndigkeit von (K, | |))

(B2) (Q,] |) ist nicht vollsténdig.

bekannt)

(
(

(B3) —o<a<b<oo: R(a b)) = {f €F(a,b],R): f R-integrierbar}
b
HhHR = [|h(z)|dz (h € R([a,b]) liefert eine Halbnorm || ||p: v

Mit zugehoriger Semimetrik dr gilt:
(R([a,b]),0r) ist nicht vollsténdig.

Dazu seien (B a:=0,b:= 1:

fn<t) =

Fiir n < m hat man

1/m 1/n

1
Sp(fosfm) < | vmdt + [ tV2dt = — + 2V
0/ / LD

1/m
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Topologie 25

also ist (f,,) eine 0g-CF. Ist h € R([a,b]), dann ist h beschrinkt, also existiert
ein N € Nmit |h(t)] < %\/N (0<t<1). Fiirn> N ist dann

1/N 1/N

1 11
r(fa, R) /|fn - |dt>0/§\/ﬁdt:§ﬁ.

Das gewihlte Beispiel ist einfach, aber nicht besonders schén; denn es 18t sich (bei entsprechender
Erweiterung von 0r) zumindest eine uneigentlich R-integrierbare Grenzfunktion finden. Mit einem raf-
finierteren Beispiel 148t sich aber auch zeigen: Es existiert eine §r-CF eigentlich R-integrierbarer Funk-
tionen, die auch keine uneigentlich R-integrierbaren Funktionen als Grenzwert hat. (Man vgl. dazu z. B.

HOFFMANN/SCHAFKE , Integrale“.)

B4) N1, =1l ist eine Norm (V).

Cla,b

Mit der zugehorigen Metrik 67 gilt:
(Cla,b],61) st nicht vollsténdig.
(Gleiches Beispiel wie zu (B3) oder — sogar mit einer gleichméfig beschrankten Funk-
tionenfolge — wie folgt:) z.B.a:=—-1,b:=1,
I

=

&

Il

3

8

| Si=
*—‘:I»—‘V\
IN N s
88 A
IN N —

3=

|
3=

|
—_
|

1 0<x<1
h(z) := { V=T 0 Dann ist h € R([—1,1])

mit 5R<fn7 h) =
also (f,) 01-CF; falls g € C[—1,1] mit 61(f,,g9) — 0: dr(h,g) =0; E ¢(0) <O0:
Es existiert 6 > 0 so, daB |h(t) — g(t)| > 5 fiir 0 < ¢ <6, also 6g(h,9) > 2«
(B5)  (€,(K), || ||p) ist vollstandig (fir 1 <p < 00).
(p = oo: nach (8.4); 1 < p < co: Ubung (4.1)) U stellen!

Weil uns die Beispiele (B2), (B3), (B4) (und viele andere) so furchtbar traurig stimmen, zeigen wir,
daBl man jeden MR ,vervollstédndigen‘ kann. Dazu stellen wir zunéchst das folgende — auch in vielen
anderen Zusammenhéngen niitzliche — Lemma bereit:

Definition Fir (R,,9,) SMR (v =1,2) und o: Ry — Ry
o ,gleichmdffig stetig” : <= Ve >0 J0>0 Vuz,yeR
[01(z,y) <0 = &ao(x),0(y)) < €]
o Isometrie’: <= Vz,y € Ry di(x,y) = da(o(x),0(y))
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26 Vollstindigkeit

(R1,01) und (Ra,ds) heiffen genau dann ,isometrisch®, wenn ein bijektive Isometrie
p: Ry — Ry existiert.

Fir A, B C Ry:
A  dicht in B“: <= ADB
A ,dicht“: <= A dicht in R, (also A = R,)

8.6 Lemma

Vor.: (§,01) SMR, (&,0s) vollstindiger MR,
FOE£D, i: (€6) — (6,8,) gleichmifig stetig

Bez.: J:=¢

Beh.: FEs existiert eindeutig ©1: J — & stetig mit Z/e =1.

Dieses 7 ist gleichmdf$ig stetig.

Wichtige Anwendung: Integralerweiterung (§ Funktionenraum, € einfache Funktionen‘, ¢ elementares
Integral; J integrierbare Funktionen, 7 Integral)  (Sehen wir uns spéter noch genauer an.)

Bewezis:

1) Fiir z € J existiert (z,,) € Y mit x,, — =z, insbesondere ist (x,) d;-CF und damit
(i(xy,)) 0o-CF; daher existiert eindeutig ein y, € & mit i(z,) — v, .

2) Firz € Jund (z,), (y,) € €Y mit x,, — z und y,, — 2 haben (i(z,)) und (i(y,))
den gleichen Grenzwert (denn: & (2, y,) — 0 = a2(i(z),i(y)) — 0); dies
rechtfertigt: 72(x) =y, .

3) Fallsj:3—>Gstetigmitj/e:i: j=17 ooo
4) i/ezi: ooo

5) 7 ist gleichméfig stetig: Zu & > 0 existiert ein 6 > 0 mit:

Vi,ye ¢ [51(:1:,y) <6 = &li(2),i(y)) < g]

Fiir v,w € 3 mit 6;(v,w) < §/3 existieren z,y € € mit
Siew) < Sl <
und 6y (i(2),7(v)) < 5. 0a(ily),7(w)) < 3;
dann 6, (z,y) < 4, also d(i(z),i(y)) < £/3; zusammen: J5(1(v),7(w)) < €. O

Zusatz Ist © eine Isometrie, dann ist auch 7 eine Isometrie.

Beweis: 7Zu x,y € J existieren (z,,), (y,) € €Y mit z,, — z,y, — y, also
i(zn) — Ux), i(yn) — 2y):
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01(Tnyyn) = Oa(i(zn),i(Yn))
(1.1) beachten ~~ ! |

01(,y) 05(1(2),7(y)) O

8.7 Satz

Vor.:  (R,d) MR

Beh.: a) FEs existieren ein vollstindiger MR ({7\{,3\) und R C R dicht (in 5/7\{)
derart, daff R und R’ isometrisch sind.

Bez.: Ein (5/7\%,3) gemif a) heiBft eine , Vervollstindigung“ von (R, 0).

b) Je zwei Vervollstindigungen von (R, 0) sind isometrisch.

Zum Beweis betrachtet man entweder Klassen dquivalenter CAUCHY-Folgen (man vergleiche dazu z. B.
WLOKA, Seite 22f) oder fiihrt ihn wie nachstehend.

Bei diesem Beweis geht die Vollstéandigkeit von R ein. Eine wichtige Frage ist jeweils: Wie sieht eine
Vervollstandigung konkret‘ aus?

Beweis:
a): Mit festem a € R bezeichnen wir fir x € R
T:R> Yyr 6(y7x) _6(y7a) € Ru

(1.2)
wegen |[T(y)] < d(x,a) (y €R): T €Ll (RR). Fiir 21,29,y € R:

[71(y) — 22(y)| = |...| < (1, 72),
also A(Z1,72) < 6(zq,22);
andererseits A(7y,T3) > |71(x1) — Ta(xy)| = |...| = d(xy, z2).

Dies zeigt: Fiir 7: R 3 z +— T € (y sind R und R = 7(R) isometrisch.
R := 7(R) ist vollsténdig (nach (8.3) und (8.4)) (& := A/ﬁ%)

b): Ist auch (S, o) eine Vervollsténdigung von (R, ¢), dann existieren eine in & dichte
Teilmenge &' und eine bijektive Isometrie w: R — &'. Daher ist die Abbildung
0:=Tow ' (:(&,0) — (R,d)) eine bijektive Isometrie, die — nach (8.6) und
Zusatz — (eindeutig) zu einer Isometrie p: (&,0) — (‘,JA%, 25\) fortgesetzt werden
kann. Noch zu zeigen: (&) = R:

(entweder auch w o 77’1 betrachten (...) oder:) Zu 7 € R existiert 7, € R’ mit
rn — 7, (sp) == (07(rn)) ist dann eine CF in &', daher existiert s € & mit
Sp — 8, also auch 7, = o(s,) — 9(s), somit 9(s) =T. O
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9 Fixpunktsatz fiir Kontraktionen

Es seien (R,0) ein vollstindiger MR, ) 2D C R und T: D — R.
Gesucht:  z* € ® mit Tz* = z* (, Fizpunkt (von T ))

Probleme: Existenz, Eindeutigkeit, Verfahren zur Gewinnung (mdoglichst mit Fehler-
abschétzung), Abhéngigkeit von Parametern

Bezeichnung
T kontrahierend“: <= 30< P <1 Vaz,ye® 6(Tz,Ty) < Pé(x,y)*

Man sagt dann auch ,, 7" ist eine Kontraktion®.

9.1 Satz

Vor.: T kontrahierend (mit LIPSCHITZ-Konstante P € [0,1])
® D R abgeschlossen mit TR C R

Beh.: a) Fs existiert genau ein Fizpunkt z* von T.
b) Firxzy € R sei v, :=Tx, (n€Ny); dann gelten:
Pn
1-P

T, — 2" € R, §(x,,2") < d(zo, 1)

In ATI: Hilfsmittel zum Beweis der Séitze iiber lokale Umkehrbarkeit, implizite Abbildungen und Extre-
ma mit Nebenbedingungen. In AIII (man vergleiche auch SCHAFKE/SCHMIDT ,Gewdhnliche Differen-
tialgleichungen®): allgemeine Version des Satzes ~~ FEuxistenz- und Eindeutigkeitssatz fir gewohnliche
Differentialgleichungen (mit PICARD-Iterationsverfahren)

Beweis: (Zum dritten Mal!)
a): PFindeutigkeit: Falls u,v (€ ®) Fixpunkte von 7"

d(u,v) = 6(Tu, Tv) < Pé(u,v) = d(u,v) = 0 = u=v

b): Wegen TRC R:z, € 8 (neNy). FirneN,
Nxpi1,zn) < P"0(x1,m0);
fir k € N damit
N @pks Tn) < 0 Tpsks Tnk—1) + - -+ 0(@ny1, Tn)

(1) < (PR P (g, 1) <

Pn
ﬁ (5(.’171, .To)7
das zeigt zunéchst: (z,) ist eine CF (in RK); somit existiert ein z* € K mit
x, — z*. Da T stetig ist: x,.1 = Tz, — Tx*, also * = Tz*. In (1): kK — o0
liefert die ,Fehlerabschdtzung’. U

*

* Ein solches P heif3t ,,LipscHITZ-Konstante“.
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Zwei (weitere) Anwendungen:

1. neN; A= (a;) sei eine (reelle) (n,n)-Matrix und b € R".

Gesucht: x € R” mit | Ax =b| (Lineares Gleichungssystem)

[ 7'L:j
dij = ! D = (d; C = -A+D
; {O o (d)

Falls a; #0 fir i =1,...,n:
2) b=Ar=(D—-Clx < D'+ D 'Cr =2 < s+ Mz =«

mit s:= D~'b, M := D 'C.

Wir betrachten die Abbildung 7', definiert durch Tx := s+ Mz (x € R"), und im
R™ die Norm || ||, - Mit der zugehorigen Metrik do, hat man dann fiir 0 < P < oo

Vae,y € R" 00o(Tx,Ty) < Pino(z,y)
= VryeR" M-y, = [Mz—-Myll, < Plz—yl,

e

= VueR" |[Mul|l < Plull_
= M = max Y myl < P
i =
Wir betrachten nun  (my;) := M = D7'C = —D'A+ E, also
!

(n-zeilige Einheitsmatrix)
{_% ’ i ;é j
mij = w . L.
0 , =]
Damit ergibt sich
IMlle < P = Vie{l,....n} > lay| < Play.
j=1
i#]
Daher ist (9.1) auf (2) genau dann anwendbar, wenn
> layl < laal (i=1,...,n)
j=1
i

(,Zeilensummenkriterium‘)  ~»  Gesamtschritt- oder JACOBI-Verfahren*

* Ubung (8.1) zu ATI
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2. FREDHOLM-Integralgleichungen (2. Art)
Gegeben seien: —oo0 < a < b < 00, k: [a,b] X [a,b] — R stetig
und g: [a,b] — R stetig
Fiir A € R gesucht: v € C®¥[a,b] mit

b

(3) A / ko, t)u(t) dt + (o) = u(z) | (z€[ab]).

a

Wir betrachten C®[a, b mit || ||o, (~ 6s): (Nach (8.5) ist dieser Raum vollstéindig.)

b

(Tu)(z) = A/k(az,t) u(t)dt + g(z)

a

(fiir u € C®la,b] und z € [a,b]). Dann Tuw € C®[a,b]: v (etwa nach 9.6 aus AII)
Fiir u,v € C®[a,b] und z € [a, b]:

|(Tu)(z) — (Tv) ()| < |A|/|k($,t)| u(t) —v(t)] dt
< A6 = a)M|u = wvl|

mit M := ( n)nz?xb]2 |k(x,t)|. Im Falle |A|(b—a)M < 1ist (9.1) anwendbar; dies
z,t)€la,

liefert: Es existiert eindeutig ein v € C®[a,b] so, daB (3) gilt.

Fiir ,C* statt R* ebenso; Annahmen deutlich abschwdchbar; raffiniertere Normen liefern grofleren A-
Bereich

In allen Anwendungen liefert (9.1) nicht nur Ezistenz und Eindeutigkeit von Ldsungen,
sondern ein konstruktives Verfahren zur Gewinnung von Losungen mit brauchbarer
Fehlerabschdtzung. Weiter lassen sich Aussagen iiber Einflufs von ,Storungen‘ auf die
Losung daraus gewinnen.
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