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10 Der Satz von Baire
Es sei (R,0) ein TR.

Bezeichnung Fiir A C R: A ,nirgends dicht (in R)“: <= A = ()
A heifit genau dann ,mager (in R)“ oder ,von 1.Kategorie (in
)¢ wenn nirgends dichte Teilmengen B, von R (fiir v € N) mit

A = |J B, existieren.

A ,,voynzz. Kategorie (in R)“ : <= A nicht mager (in R)
10.1 Trivialitat Fir A,B C R
a) A nirgends dicht (mager) N B C A = B nirgends dicht (mager)

b) A nirgends dicht = A nirgends dicht

c) A, mager (veN) = Ql A, mager

d) A nirgends dicht <= A enthilt keine nicht-leere offene Menge.

10.2 Bemerkung Folgende Bedingungen sind dquivalent:
a) A mager = A dicht
b) 0#0 €0 = O von 2.Kategorie (in R)

¢) RoOA €A A, =0 (veN) — (@A,,)OZ(Z)
v=1

d) 030, dicht (veN) — () O, dicht

v=1

Definition
(R,0) ,BAIRE-Raum*“ genau dann, wenn d) (also auch a), b), c)) gilt.

Beweis:

a) => b): R #£ O ist abgeschlossen, also ist O ( = O) nicht dicht, somit nach a):
O nicht mager.

b) = «¢): A:= |J A, ist nach Voraussetzung mager, daher ist auch A mager, also

v=1

—nachb)—fiz@.
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32 Der Satz von Baire

(2.3) 2 2 x

c) = d): ® =0, = 0, also 5; = (; fir O = O, hat man nach c)
-1

v=

52(@0,,)029,&180 5(253)5:9%.

d) = a): Ist A mager, so existieren 4, C R mit A, = ) und A = |J A,. Fiir

v=1

0, = A, gilt dann O, = A, =R, also ist nach d)

o0
O, dicht; wegen
- ~ v=1

A= A4,> N0, folgt: A dicht. O

v=1 =1

10.3 Satz

(R, 0) wollstindiger semimetrischer Raum = (R, 0(J)) BAIRE-Raum

Mit (10.1) (b) fiir O := ) hat man dann die

10.4 Folgerung (Kategoriesatz von BAIRE)

Jeder vollstindige semimetrische Raum ist von 2. Kategorie (in sich).

Dieser einfach zu beweisende Satz hat viele weittragende Anwendungen (siehe unten und spiter)!

o

Beweis von (10.3): Es seien O(5) 3 O, dicht (v € N): O:= (O, und ) #V € O
v=1

beliebig; zu zeigen ist: ONV # ()

O, ist dicht: Es existieren ;1 € R und 0 < g7 < 1 mit (U;i C)Ki} CcOnNV;

O ist dicht: Es existieren 25 € R und 0 < g5 < % mit K32 C O, NU!

(induktiv): Es existieren @, € ® und 0 < ¢, < + mit K* € O, NUZ~! fiir n > 2.

Firn € Nund 4,5 > n: x;,z; € Usr, also 0(x;, v;) < 2e, < %; somit ist (z,) eine CF,

dazu existiert ein x € R mit z, — z; da z; € K» fiirn € Nund j > n: v € K",
alsor e ONV. O

10.5 Korollar (,,Prinzip der gleichmifligen Beschrinktheit*)

Vor.: (R, 0) BAIRE-Raum, § C {f]| f: R — R stetig}*

VeeR supf(r) = M, <o
J€T

(§ ,punktweise gleichméfig nach oben beschrinkt®)

Beh.: FEs existieren 0 20 € 0, 0 < M <ocomit: VfeF VeeO f(xr)<M

*Es geniigt: ,unterhalb halbstetig’
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Beweis: B F#0 FirmeNund f € § ist
E(m,f) = {v€R: f(z) < m}
abgeschlossen, da f stetig ist. So ist auch
E, = ﬂE(m, f) abgeschlossen.
§

Zu x € R existiert m € N mit M, < m, also z € E,,; das zeigt ® = |J E,,. Nach

m=1

(10.2) existiert m € N mit Em £0. O:= Em und M :=m tun’s. O

Als weitere (nicht-triviale) Anwendung von (10.4) zeigen wir, da es (z.B. auf [0, 1])
stetige (reellwertige) Funktionen gibt, die nirgends differenzierbar sind. Wir werden so-
gar sehen: Im BAIRE-Sinne sind ,fast alle‘ — d. h. bis auf eine magere Ausnahmemenge
alle — stetigen Funktionen nirgends differenzierbar.

10.6 M, := {f € C®[0,1] : Fiir mindestens ein 7 € [0,1] ist f in T rechisseitig dfb.}
Beh.: M, ist mager in C®[0,1].

Beweis: C := C®[0,1] mit d,, ist vollstindiger MR (nach (8.5)). Fiir N> n > 2 sei

[f(x+h) = f(=)]
h

A, = {fec: EI:EE[O,I—%]

< n fur alle h € ]0,%]}

(a) M,cCc U A.: Vv
n=2

(b) A, ist abgeschlossen: Es seien fy € A, (k€ N)und f € Cmit || fx — f||_ — O:
Fiir k € Nsei zy, € [0,1—2] so, daB | fy(zx+h)— fu(zi)| < nhfir b € ]0,1]. Nach
dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS (kommt noch einmal in 12.) existiert
ein z € [0,1 — 1] so, daB (B (zunéichst Teilfolge!) z, — x. h €]0, 2] fest
und € > 0: Es existiert & € N mit ||f, — f|l < &, [f(2x) — f(2)| < € und
|f(z, +h) — f(z+ h)| < e; dann kann abgeschétzt werden:

|f(z+h) = f(z)|
< |f(z+h) = flax + )|+ [f(zx + h) = felzy + h)

+ [fulzr + h) — frlon)| + [falzr) — f(z)| + | f(2r) — f(2)]
< e+e+nh+e+e = nh—+4e

(e > 0 beliebig zeigt:) f € A,
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o

(¢) A, =0: Sonst existierten f € A, und e > 0 so, dafl UJ%E C A,; mnach dem Appro-

ximationssatz von WEIERSTRASS ((man vergleiche dazu Ubung (5.1)) existierte
ein Polynom P; mit P := Pl/[o g € U, dann U, C U?a C A, Wiahle0 < geC

mit [|g|| < &, stiickweise linear, Steigung aller linearen Abschnitte betraglich
grofer als n + || P'||  (z.B. ,Sdgezahn®-Funktion). Dann g+ P € U;\ A, [0

10.7 Entsprechend st
M, = {f € C: Fir mindestens ein 7 € ]0,1] ist fin T linksseitig dfb.}
mager in C (ebenso oder mit [0,1] 3 2 — 1 —z aus (10.6)); daher ist
{f € C: Fiir mindestens ein 7 € [0,1] ist fin 7 einseitig dfb.} mager in C.
Der Beweis zeigt sogar:
{f €C :Fiveint €[0,1] hat f in 7 einen einseitig beschrinkten Differenzenquotienten. }
ist mager in C. Nach (10.2) und (10.4) sind die Komplemente all dieser Mengen dicht

in C'!
<Ergéinzungen dazu z. B. in OXTOBY>

11 Separabilitit

Es sei (R, 0) ein TR.

Definition

R, separabel” : <= FEs existiert (hichstens) abzihlbare dichte Teilmenge von R.

11.0 Trivialitat A, B,C C*R: A dicht in B N B dicht in C = A dicht in C

11.1 Bemerkung

a) O hat abzihlbare Basis = R separabel
b) (R,0) SMR, separabel = O(0) hat abzihlbare Basis
c) (R,0) SMR, separabel, ) # M C R = (M, ) separabel

Analysis IV: 4. Juni 2003 (© Dieter Hoffmann, Konstanz)



Topologie 35

Bewezis:

a):  Mit einem J C N sei {O, : n € TU{0}} eine Basis von O mit O,, # 0 fiir n € I.
Fir n €I sei jeweils a,, € O, gewdhlt und damit

A:={a,:nel}

gebildet. Wir zeigen: A ist dicht: Zu zeigen: ) #V € O = VNA#0D:
Fiir p € V existiert n € I mit pe O, C V: a, € VN A.

b): Es sei A eine abzéhlbare dichte Teilmenge von fR: {U;/k ca€ Ake N} ist dann
abzahlbar; fir x € O € O existiert ein k& € N mit Uk O, dazu existiert ein

a € A mit d(a,x) < i, dann z € U ¢ O, also ist {U;/k cae€e Ake N} eine
Basis von O(0).

c): mnach a) und b) O

Beispiele

(B1) R ist separabel. (Q ist dicht.)

(B2) (R™, || ||,) ist separabel. (1<p<oo;meN) (Qmist dicht.)

(B3) (L, || Il,) ist separabel. (1<p< o)

(B4)  (loo, || llo) ist micht separabel.

(B5) (Cla,b], || |ls) ist separabel. (—o0 <a<b< o)

(B6) R nicht-leere Menge, 0 diskrete Metrik auf R
(R, 0(6)) separabel <= R abzihlbar

Beweise: (B1): aus Al bekannt

m

(B2): | ||, erzeugt gerade die Produkt-Topologie auf R™; daher Qn=Q" =R™
(man vergleiche (5.6 e))

(B3): ex(y) =0y (J,k€N)

A = {Zr,ﬁe,ﬁ:mEQK;keN}*

k=1

. _fa K=R
Q”"_{QHQ K=C
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Kompaktheit

(B4):

(B5):

(B6):

12

A ist abzahlbar: v .

A ist dicht: Zu z € ¢, und £ > 0 existiert ein k € Nmit >, |z.]P < 1£P; es
rk=k+1

k
existieren dann r, € Q, mit |r, —z,F < ﬁzsp firk=1,...,k. y:= > reeq
k=1

k [e’9) 1/p
e —yll, = (Zm—mu 3 |xn|p) < e

k=1 r=k+1

B:={z|2z:N— {0,1}} C ls, B ist iiberabzihlbar: v’
T,y €E Bmit x #y = doo(x,y) =1 L2} Behauptung
k
@) FirkeNyunda, €K(k =1,...,k) sei P(z):= Y acz” (z € [a,b]).

k=0

k
M = max{ Yozt x € a, b]} (< 00); zu € > 0 existieren 1, € Q, mit

0
(k=0,...,k): damit

B) Mit «), Approximationssatz von WEIERSTRASS (und (11.0)) folgt die Be-
hauptung.

Nur R ist dicht. ooo O

Kompaktheit

Kompaktheit ist uns schon aus den Vorlesungen AT und AII vertraut: Im R™ bedeutet Kompaktheit
einer Menge gerade, daf} sie abgeschlossen und beschrankt ist. Reellwertige stetige Funktionen auf einer
kompakten Menge nehmen ihr Minimum und Maximum an. Eine auf einer kompakten Menge stetige
Funktion ist gleichméfig stetig.

Es seien (R,0) TR und M C R.

Definition

M kompakt“: <= YO (CO,M c JO) 30, (endlich,c 0;) M c|JO
01 02

In Worten: ooo; manchmal wird diese Eigenschaft auch als ,quasikompakt‘ bezeichnet.

12.1 Trivialitdt  Falls 0 # M: M kompakt < (M,Qy) kompakt
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12.2 Trivialitat

a) O endlich = M kompakt
a’) Jeder endliche TR ist kompakt.

b) O diskrete Topologie (d.h. O = P(R)):
M kompakt <= M endlich

c) R DM, kompakt (1/: 1,...,m; nGN) = U M, kompakt

v=1
12.3 Trivialitit  Aquivalent sind:
a) (R,0) kompakt

b) VA, (CA,NA=0) 3A, (endlich, CA;) NA=0
Al AQ

12.4 Bemerkung

Vor.: (6,T) TR, f: R — & stetig, R kompakt

Beh.:  f(R) kompakt
Beweis: ooo O

12.5 Bemerkung ‘R kompakt N M abgeschlossen =—> M kompakt

Beweis: oono [l

12.6 Bemerkung R HdR N M kompakt = M abgeschlossen

Beweis: (E M #R: Es sei x € M fest:
Fiir y € M existieren U® € U,NO und U, € U,NO mit UYNU, =0: M c |J U,

yeM
also existiert M D My endlich mit M ¢ |J U, =V €0. W:= (| U €U, und
" ~ __YEMo yeMo
VNW =0,somit WCV CM (also M offen). O

12.7 Folgerung

Vor.: (R, 0) kompakt, (&, T) HdR, f: R — & bijektiv, stetig

Beh.: f ist topologisch.
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—_—~— ~

Beweis: Fiir O € Qist nach (12.5) O kompakt, also nach (12.4) f(O) L f(O) kompakt
und somit nach (12.6) abgeschlossen; f ist daher auch offen. 0

Kompaktheit 148t sich auf verschiedene Weisen mittels Filter(basen) beschreiben. Wir definieren dazu
zunéchst ,Beriihrungspunkte‘ zu Filterbasen. Zum besseren Verstdndnis erinnern wir an AT:

Fiir a € R und eine Folge a: N — R

a ,Hiufungswert zu a“: <= VYe>0 VneN dm>n |a(m)—al<e
<~ VYUeU, VneN {a(m):m>n}NU#0D
«—*vYUelU, VFeF(a) FNU#D
< VFeF(a) a€F
= ac (| F
FeF(a)
Fiir a € R und eine FB F auf fR:

Definition a ,Berihrungspunkt* (,Bp“) zuF: <= ac (| F
FeF

Oben gilt also: a Haufungswert zu @« <= a Bp zu F(«)
Zur Einiibung des Begriffes zeigen wir:

12.8 Bemerkung

a) F—a = aBpzuF

B) a Bp z2uF <= FEs existiert FB G > F mit G — a.

Bewess:
@) ZuU € U, und F € F existiert Fy € F mit Fyy C U, damit ) # FNFy Cc FNU,
also a € F.

B) = G:=U,NF (:={UnNF:U€U,,F cF}) tut’s ooo.
<=: nach a) (und:a Bpzu G s 4 Bp zu F) O

12.9 Bemerkung

Aquivalent sind:
a) R ist kompakt.

B) Jede FB auf R hat einen Bp.

v)  Zu jeder FB auf R existiert eine konvergente feinere FB (auf R).

* Dies mit F(a) (FRECHET-Filter der Folge «) beschrieben
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Beweis: ((12.3) beachten!):
(8) <= (y): nach (12.8)
() = (B): Zueiner FB F auf R betrachten wir
Ay = {F:FeF} (CA)

fiir F O I, endlich hat man (| F # 0, also (| F # 0; daher (| F # 0.
Fy

Felfy FeF

(8) = («a): Fiir Ay C A ist zu zeigen:

ﬁ%@mmchgﬂA%ﬂ::>ﬂA%w
Ao

A1

Aus [ ) } folgt: { NA:A; DA, endlich} ist eine FB auf R; dazu
Ao

existiert — nach Voraussetzung — ein Bp p € R, somit

VAeA, peA=A also [JA#0D. 0

Ay

12.10 Folgerung In einem kompakten TR besitzt jede Folge einen Hdiufungswert.

Dabei sei natiirlich fiir eine Folge (o) ein Haufungswert a entsprechend verallgemeinert definiert:

vUeU,VneNdm>n a,, €U

In ATI hatten wir gesehen, daf es im R” verschiedene Mdoglichkeiten gibt, ,Kompaktheit’ zu beschreiben.
Wir kldren im Folgenden (unter anderem) die Beziehungen dieser verschiedenen ,Kompaktheitsbegriffe*
untereinander in beliebigen topologischen Rdumen. Dazu betrachten wir:

R ist kompakt.

z) ®

a R ,abzdhlbar-kompakt: <—= VO, (abzéihlbar, cOo,R"=U O)
01
30 (endlich, C @1) mit R=JO
(0D

B R ,FRECHET-kompakt*. <= R hat , BOLZANO-WEIERSTRASS-Eigenschaft®
<= [R D M unendlich = M 0]

:

A3A,D4,.1#0 (neN) = ﬁA,ﬁé@
n=1

R ,folgenkompakt*: <= V (z,) € RY Ja € R Ty: N — N streng isoton
mit Ty — a (k — 00)

® ©
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Daneben betrachten wir noch die beiden Eigenschaften:

Bl | Fiir jedes € R hat U, eine abzéihlbare (Umgebungs-) Basis.

B2 | O besitzt eine abziahlbare Basis.

12.11 Trivialitat

a) Jeder SMR erfillt |B1|. (~ {Ui/n :n € N})

b) |B2| = |BI1

c) ®:>

12.12 Satz (von LINDELOF)

Vor.: |B2|; O c O mit R =JO
01

Beh.: Es existiert Qg (abzdhlbar, C Q1) mit R = JO
02

Beweis: Mit einem geeigneten I C N sei {O,, : n € I} Basis von Q. Fiir jedes O € O,

existiert J(O) C I so,da O = |J O,. JJ:= |J J(O) (C I). Fiir jedes n € J sei
neJ(O) 0e0,

O™ € O, mit n € J(O™)gewihlt, also O,, C O™, Das System O, := {O™ :n € J}
tut’s dann. 0

12.13 Folgerung B2 /\ - @
12.14 Bemerkung a) = @

Beweis:
= . Falls A A, =0: ) 2{\; =R, also existiert N € N mit
® rasfin-e §5
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