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—_—

@ = : Es seien O, € O (v € N) mit nL:J1 O,=%R; 4, = VL:Jl O,, dann

A>3 A, DA, firneNund () A, =0, also existiert n € N mit

n=1

A, =0, dh [JO, =R

@:>®: A3 A, DA #0 (n e N): Fiir j € Nsei z; € A; gewihlt; dann
existiert a € R so, dal (E( ooo) z, — a: Firn € Nund v > n:

x, €A, C A, also a€ A,, somit a € [ A,.

n=1

@ = : Es sei R D M unendlich. Dann existieren x, € M mit z; # z; fir
i # j. A, := {xp : k > n}; nach Voraussetzung existiert a € [ Ay.

n=1
Fir U € U, und n € N gilt UN{xy : k > n} # 0, also UN M
unendlich, somit a € M . O

Nach (12.11 ¢) und (12.14 a) gilt: @ — @: »Durchschnittssatz von Cantor*

12.15 (R,0) HIR = [®:> = = @i@}
(FF (/fiir (Topologie-)fans‘): Es geniigt ,I'1-Raum’ statt HdR.)

Beweis: Nach (12.11 C) und (12.14) ist nur noch zu zeigen:

@i@ Es sei (A,) € AN mit A, D A, # 0 fiir n € N: Falls fiir ein N € N
gilt A, = Ay (n > N), dann ist nichts zu zeigen. Sonst: (E A,, # A, fiir n € N. Es
sei dann jeweils z,, € A, \ A,41, dann existiert a € {z, : v € N}*. Fir U € U, — nach
Ubung (2.4.a) — ist U N {x, : v € N} unendlich, also auch U N {x, : v > n} fir n € N

unendlich, also a € {x, : v > n} C A, somit a € [ A, . O
n=1

12.16

Vor.: | Bl

D@ ® =@ —
Beweis: Nach (12.11 ¢) und (12.14) bleibt nur noch zu zeigen:

@ @ Es sei (z,) € RY: A, := {x, : v >n} (n € N); nach @ existiert

a € ﬂ A, liefert offenbar die Existenz einer Umgebungsbasis {U™ : n € N}
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42 Kompaktheit

von a mit U™ > UMD Fiir j,n € N gilt U9 N {x, : v > n} # 0: Es existiert ein
ny € N mit z,, € UV, es existieren dann n, > n,_; mit x,,, € U® (v € Ny). Man hat
dann z,, — a (v — 00). O

12.17 Folgerung

Vor.: (R,0) HdR mit | Bl (also z. B. in metrischen Rdumen)

Beh.:®:><:><:>@<:>@

<FF: Hierzu geniigt wieder ,T)-Raum’ statt ,HdR‘.>

Insgesamt haben wir gesehen:

Z.B. in PREUSS, Seite 229f, findet man Beispiele fiir

(B1) HdR mit @ (also auch , und @), aber nicht @
(B2) , nicht (also auch nicht @, @ und @)
(B3) HdR mit | B1 | und @ (also auch , , @), aber nicht @

Im Folgenden sei (R, d) ein SMR.

Definition R ,totalbeschrinkt: <= Ye > 03 M (endlich, CR) R= |J U
aceM

Fiir die diskrete Metrik gilt:

Jede Teilmenge ist beschrénkt; nur endliche Teilmengen sind totalbeschrankt.

12.18 Bemerkung

a) R folgenkompakt —> R totalbeschrdinkt

b) R totalbeschrinkt = R separabel
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Topologie 43

Bewezis:

a): Sonst existierte ein € > 0 derart, dal: VM (endlich, C R) Jxz € R\ U U,

aeM
-1

Wihle z; € R, z, € R\ U U:  (neN,y); das liefert (z,) € RY mit

d(xi, ;) > e fur i #j. Zu (z,) existierte somit keine konvergente Teilfolge:

b): Fiir n € N existiert & D F, endlich mit R = (JU."; F := U F,, ist abzahlbar
aan n=1

und dicht. ]

a) (R,0) SMR: @ @@»@@»j
b) (R,0) MR: ®<:><:>®<:><:>

Beweis: a): (12.16), (12.18), (12.13) und (11.1.b)  b): a) und (12.17) O

12.19

12.20 Bemerkung

M totalbeschrinkt < V (x,) € R Jp: N — N streng isoton so, daff (x,x)) CF

Beweis: «<=*“: Man vergleiche Beweis zu (12.18.a)

,=“ Sei (z,) € RY: Esexistiert ® D M; endlich mit R = |J U!, daher existiert
ac My
a1 € R so, daB z,, € U,, fiir unendlich viele x € N. Induktiv: Fiir n € N

existieren a, € R so, daf§ z, € () U;V/” fir unendlich viele k € N. Wihle

v=1
N 3 n, =: (k) mit z,, € (k] Us/" und ngy1 > ng (k € N): Dann gilt
Ty Tn,) < % fir k, > N. . O
12.21 Bemerkung *

R kompakt <= *R totalbeschrinkt und vollstindig

Bewezis:

=" Fire > 0ist R = |J U, wobei U; € O; also existiert M(C fR, endlich)

acR
so, dal R = |J U:. Zu einer CF (x,) € R existiert nach (12.19.a) eine
aeM
konvergente Teilfolge; offenbar ist dann auch (z,) konvergent (mit gleichem
Grenzwert).

* Ich erinnere an die Voraussetzung: (R, d) sei SMR.
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44 Der Satz von Tychonoff

,<="“ Nach (12.19.a) geniigt zu zeigen: R ist folgenkompakt: Zu (x,) € RV exi-
stiert nach (12.20) ¢: N — N streng isoton so, daB (z,u)) CF ist; nach
Voraussetzung ist dann (z,)) konvergent. O

12.22 Folgerung (fiir R*) (2. B. mit || ||,) (k€N)

Fiir M C R*- M kompakt <= M beschrinkt und abgeschlossen
Beweis: (B M #0

«) M totalbeschrinkt <= M beschrinkt: Ubung (6.2)

B) M vollstindig <= M abgeschlossen: nach (8.2) und (8.3) O

12.23
Vor.: (R,,0,) SMRe (v =1,2), Ry kompakt, f: R — Ry stetig

Beh.: f ist gleichmdfig stetig.

Beweis: € > 0: Zu x € R; existiert 9, > 0 so, daf fiir alle y € Ry:

51(1‘,@/) < 253{: = 52(f(1‘)7f(y)> <€

Es existiert M endlich C Ry so, da Ry = (JU%, § := min{d, : = € M} (> 0).
xeM
Fir y,z € My mit 01(y, 2) < J existiert x € M mit 6;(y,z) < J, und so d;(z,x) <

n(z,y) + di(y,z) < 6 + 9, < 26, folglich do(f(y), f(z)), d2(f(2), f(x)) < e, also
02(f(y), f(2)) < 2¢ O

13 Der Satz von Tychonoft

Definition (P, <) ,halbgeordnete Menge“ (< ,Halbordnung“ auf P): <=
P Menge und < Relation* auf P mit Vz,y,z€ P:)

r<zx Sreflexive
r<yANy<zr = x=y Lantisymmetrisch
r<yANy<z — r<z Ltransitiv®

(P, <) ,Kette“ (,linear geordnete”, ,total geordnete“ Menge) : <=
(P, <) halbgeordnete Menge N Vz,y e P <y V y<zx

Fiir eine halbgeordnete Menge (P, <), AC P und a € P:

A ,Kette in (P, <)“ <= (A, <N (AxA)) Kette

a ,obere Schranke zu A* <= VreA r<a << :A<a
a ,mazximales Element” von P <= VYx € P [a <z = a= x}

Entsprechend sind ,untere Schranke zu A“ und ,minimales Element“ definiert.

* d.h. < C P x P;wir schreiben o <y* statt ,(z,y) € <*
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13.1 Lemma von ZORN

Vor.: (P, <) halbgeordnete Menge mit P # )
Jede Kette in (P, <) besitzt eine obere Schranke.

Beh.: (P,<) hat ein mazimales Element.

Aquivalent zum Auswahlaxiom (und ..) [harmlos aussehend, doch sehr stark]; siche z. B. HEWITT/
STROMBERG.

13.2 Ultrafiltersatz

Zu jedem Filter F auf einer nicht-leeren Menge SR existiert ein Ultrafilter F* mat
F C F~.

Beweis: Wir betrachten
§ = {H|H Filter auf R A F C H}.

(§, C) ist offenbar halbgeordnet (und § # (), da F € §). Ist R eine (nicht-leere) Kette

in §, dann ist |J H aus § ( ooo) und eine obere Schranke zu K. Nach dem Lemma
He&
von ZORN hat § ein maximales Element; dieses ist Ultrafilter. Il

13.3 Bemerkung

Fin topologischer Raum (R, Q) ist genau dann kompakt, wenn jede Ultrafilterbasis
auf R konvergiert.

Beweis: (12.9) und Ultrafiltersatz O

13.4 Satz von TYCHONOFF (Kompaktheit ist ,produktiv*!)

Vor.: I nicht-leere Menge; (R;, ;) TR (i € I); (R, Q) zugehdriger Produktraum

Beh.: (R,0) kompakt <= Viel (R;,0;) kompakt

Beweis:
,—"“: Fiir i € I ist die Projektion p; von R auf R; stetig, also R; = p;(R) kompakt.

,<="1 Essel V eine Ultrafilterbasis auf R. Fiir ¢ € [ ist dann p;(V) Ultrafilterbasis
auf R; (Ubung (3.3.c)); nach Voraussetzung und (13.3) existiert z; € R; mit

pi(V) — z;. Dann konvergiert V gegen (), (man vergleiche dazu Ubung
(6.4)). O

Andere Beweisméglichkeit iiber Subbasis-Satz von ALEXANDER (z. B. in HEWITT/STROMBERG)
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Zusammenhang

14

Zusammenhang

Es seien (R, 0) ein TR und @ # M C R.

Definition

R, zusammenhdngend® (,zush.“) : <=

VOla

0,€0 [R=0,00, = Oy =0 V Oy =0

M zusammenhdngend® (,zush.“): <= (M, Q) zusammenhdingend

Bezeichnung D, := ({0,1},P({0,1})): diskreter zweielementiger TR

14.1 Bemerkung Aquivalent sind:

a) M ist zusammenhdngend.

b) YA, Ay €Ay [M=AWA = A =0V Ay=10]

¢) OyNAy={0,M} (Bsgibtkeine micht-trivialen‘ offen-abgeschlossenen Mengen.)
d) VO1,0,€0 [M COUO;AMNO; #0 A MNO, # 0] = MNO1NO; # 0
e) VAL, Ay €A [MCAUA ANMNA #0 AN MNAy # 0] = MNAINA, # 0
f) Es existiert keine stetige und surjektive Abbildung f: M — 5.

Beweis: a) <= b)<=c): V a) <—=d): vV b) <=e): V

¢) = f): (Indirekt:) Fiir eine stetige Abbildung f: M — D, ist f~'({0})offen und

abgeschlossen. Ist f surjektiv, so gilt: f~*({0}) ¢ {0, M}.

f) = ¢): (Indirekt:) Fir A € Oy N Ay \ {0, M} ist X4: M — Dy stetig und

14.2

surjektiv. O

Bemerkung

M zusammenhingend und M C N C M = N zusammenhingend

Beweis: Sonst existierte eine stetige und surjektive Abbildung f: N — ©,. Da
dann auch ]7 v M — Dy stetig wire, miifite — nach Voraussetzung und (14.1) —

f(M) € {0,1} gelten. Mit N = M NN

(54) =N

M

) = f(31Y) CTOD = f0n) g -

14.3 Satz
Vor.: (R, Q) zusammenhdingend, (S,T) TR, f: R — & stetig
Beh.:  f(R) zusammenhdngend (~ Zwischenwertsatz)
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Beweis: Sonst existierte eine stetige und surjektive Abbildung ¢g: f(R) — D,; dann
wire auch go f: R — D, stetig und surjektiv. ¢ O

14.4 Bemerkung

Vor.: I nicht-leere Menge, R O M; zusammenhdingend (i € I)
Vi,jel M,NM; # 10

Beh.: \J M; zusammenhdingend
i€l

Beweis: Fiir eine stetige Abbildung f: |J M; — D2 gilt fiir jedes i € I: Jray 18t

i€l
stetig und daher f(M;) = {0} v f(M;) ={1}. Fir i,j € I ergibt M; N M; # () dann
f(M;) = f(M;); daher ist f nicht surjektiv. O
Definition Fiir z € R sei 3(z) = {Z C R|z € Z zusammenhingend}* und
C(z) = U Z die ,Zusammenhangskomponente (von x ).
Ze3(x)

14.5 Bemerkung

a) Fir jedes x € R ist C(x) zusammenhingend und abgeschlossen.

b) Ve,yeR Cx)=Cy) VvV Clx)NnC(y)=10

In Worten: ooo
Beweis:

a) Nach (14.4) ist C'(z) zusammenhéngend und daher nach (14.2) abgeschlossen.

b) mnach (14.4): ooo O

Definition
R ,total-unzusammenhdngend“ : <= Yx e R C(x) = {x}
R lokal-zusammenhdingend® : <= VYx e R VU € U, U, (E U,, zush., C U)**

14.6 Bemerkung

a) R zusammenhdngend =~ R lokal-zusammenhdngend (Ubung (7.1.2))

b) R lokal-zusammenhingend =5 R zusammenhdngend (Ubung (7.1.b))

* Zu beachten: {z} ist zusammenhingend.
** d.h.: Jeder Punkt aus R hat eine Umgebungsbasis aus zusammenhingenden Mengen.
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48 Zusammenhang

14.7 Bemerkung In einem lokal-zusammenhdngenden Raum® R st jede Zusam-
menhangskomponente offen.

Die Umkehrung dieser Aussage gilt nach (14.6 a) nicht.

Beweis: Fiir x € R und ein y € C(x) existiert eine zusammenhingende Umgebung U

von y. Damit: U C C(y) 142 b) C(x), also C(z) € U,,. O

Nicht behandelte Themen (u.a. ):

e Trennungsaziome  (TIETZE/URYSOHN, ..)

e [okalkompakte, parakompakte TRe, ... (Kompaktifizierung)
e Uniforme Riume (~» Funktionenrdume)

o Metrisationssdtze

e Homotopie

* Hier wird weniger als Jokal-zusammenhéngend‘ benutzt!
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