Teil 11

Normierte Vektorraume und lineare
Abbildungen



50 Definition und Grundeigenschaften

15 Definition und Grundeigenschaften

Zur Erinnerung: (man vergleiche Seite 1) Fiir K € {R, C}:

Definition

X=X 1)=X,as,| |I) .Normierter Vektorraum* ( ,NVR*) iiber K : <=
(X, a,s) Vektorraum tiber K und || || ,Norm* auf X, d. h.:

(NO) || |I: X 22+ ||z|| € [0,00] mit

(N1) [jz]|=0 = =0

(N2) [zl = | ||z

(N3) Mz +yll < [zl + Iyl (fir z,y € X, 0 € K)

Ohne Forderung (N1): ,Halbnorm*, ,Halbnormierter Vektorraum* (,HNVR*)

15.1 Bemerkung

Vor.: (X,| ||) HNVR idber K

Beh: a) [lal—Iwl| < letull < lofl+ Il
D) ) = oyl () = (X.5) SMR
¢) (X,0(8)) HIR < & Metrik < | || Norm

d) Die Abbildungen a: X x X 3 (z,y) — x+y € X und
s: Kx X 2 (a,z) — ax € X sind stetig.

e) | I|: X — [0,00[ ist gleichmafig stetig.

Jdmmer* || || — 6 — O(6) =: O(]| ])
X x X, K x X mit Produkttopologie

Beweis: a), b): (0.0) und (0.1)
c): (X,0(0)) HAR <= § Metrik: nach (1.8). § Metrik <= || || Norm: v/

d): Nz +y) = (a+d)[| = |z =a)+(y=b)| < |lz—all+ly =0
Az —aall = A=)z +a(z—a)|| < [A=al|z]|+]af ||z —d]
< A =al(llall + [l= = all) + o] [lz — all

e): nach a) O
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Normierte Vektorrdaume und lineare Abbildungen 51

Fiir einen K-VR X = (X,a,s) und A, BC X, ACK, aeK, z € X:

A+B = {a+b:ac Abe B}
A+z = A+ {x}
z+A = {z}+A
AB = {\b: A€ A be B}
aB = {a}B

A [ Teilraum® (,Unterraum®) : < A#0, A+ ACA KACA
(A ist dann mit den ,induzierten‘ Abbildungen @ und s wieder K-VR.)

15.2 Bemerkung

Vor.: (X,a,s,|| ||) HNVR, M Teilraum von X

Beh.: a) (M,a/ 5 l H/) ist HNVR.

b) Ol 1)) = Ol 1)a

(Die induzierte Halbnorm liefert gerade die Spurtopologie.)

c) M ist ein Teilraum von X .

Jmmer* M mit aj s und || ||/ .

Beweis: a): v b): V

a stetig

¢ M+M=aMxM)=aMxM) C a(MxM)CM;
KM = s(Kx M) = s(Kx M) = s(Kx M) " C " sKx M) cM 0

15.3 Bemerkung

Vor.: X = (...) HNVR iiber K

Beh.: «) Firae X ist T,: X 32+ x+a € X topologisch.
B) Fir Ko X#0 ist My: X 5 x+— Az € X topologisch.

Beweis: «): T, bijektiv mit (T,)™! = T_,; T, stetig fiir b € X: v/
B): M, bijektiv mit (M)~ = My-1; M, stetig fiir p € K: v/ O
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52 Lineare Abbildungen  (,Operatoren’)

Definition
X=X = (X,a5s] ) .K)-BANACH-Raum* (,BR* oder ,(B)-Raum*)
<= (X,a,s,| |) NVR dber K und (X, || ||) vollstindig

15.4 Bemerkung  Auf jedem K-VR lafit sich eine Norm definieren.
(siche Ubung (7.2))

16 Lineare Abbildungen (,Operatoren*)
Es seien (Ej,| |;) NVReiiber K (j=1,2,3).

16.1 Bemerkung

Fiir eine lineare Abbildung T: E1 — FEy sind dquivalent:
a) T ist ,beschrinkt (d.h.: 3o € 0,00 Va € E; [Tz, < oz||x||1).
b) T ist gleichmdfig stetig.

c) FEs existiert ein a € Ey, in dem T stetig ist.

d) T ist stetig in 0.

Beweis: b) = c¢): trivial
a) = b): |Te=Tyll, = [T(z=y)l2 < allz—yll,  (oo0)
c) = d): Mit (15.3 a) aus [Tz —T0||, = |T(z+a) — Tal,

d) = a): (Zue = 1) existiert ein § > 0 mit [Tz, < 1, falls [lzf] <. Fiir
Ey>y#0und x:= ﬁy ist |||, =4, also ﬁHTyH2 = [[T=]|, <1,
folglich || Ty||, < %||y||1 firye £ . O

Definition

T: Fy — Ey (NVR-) , Isomorphismus: <=

T algebraischer Isomorphismus (T bijektiv, linear) und T,T™" stetig

T: By — FEy ,Norm-Isomorphismus®: <=

T algebraischer Isomorphismus und ||Tz|, = ||lz||, fir alle z € E;

Ey und Ey heiffen genau dann isomorph® bzw. ,norm-isomorph, wenn ein Isomor-
phismus bzw. Norm-Isomorphismus T': Ei — FEs existiert.
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16.2 Bemerkung
a) Fir T: Ey — Ep linear: T Isometrie <= Vx € By ||Tzf, = |z
b) Fir T: Fy — Ey: T Norm-Isomorphismus —> T (NVR-) Isomorphismus
Beweis: b): trivial
a): T Isometrie <= Yu,v € Fy §(Tu,Tv) = 6;(u,v)

— Vuve B [Tu—v)|, = lu-v| < 1.5
16.3 Folgerung (zur Bemerkung (16.1))
Vor.: T: E;, — E5 linear

Beh.: T ist genau dann (NVR-) Isomorphismus, wenn T surjektiv ist und
0<m< M < oo so existieren, dafl

m|zl| < [Tz, < M|z]],
fiir alle © € Ey gilt.
Bewers:

(o) Die Abschitzung impliziert, dafi T injektiv ist:
T linear und: Tz =0 = [[T2[|, =0 = |[jzf| =0 = 2=0

(8) (nach (16.1):) T stetig <= FJ0<M <oo Va € Ey [Tzl < Mz,

(v) Fiir T bijektiv (nach (16.1)):
T~ stetig <= J0<m<ooVye B [Ty, < %Hy”2
< J0<m<oo Ve B mlzl| <|Tx,

16.4 Folgerung Fiir F:= FE; = FEy hat man

a) O ) 20( [l,) <= Facl0,o0[ VzeFE [z, < afz],

b) Ol I,) = O [,)

<— dJ0<m<M<xxVrekFk mH:1:||1 < H:c||2 < M||q:|]1
|| ||, und || ||, sind ,dquivalent®.
Beweis: b): nach a)

4.10)

( . . (16.1)
a): £.8. = id: (E,] [|,) — (&,] |,) stetig

r.S.
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54 Lineare Abbildungen

(,Operatoren’)

Fiir eine lineare Abbildung T: E; — FE, betrachten wir — mit oo -0 := 0 — die

, Abbildungsnorm“ oder ,, Operatornorm“ von T':

Definition
|T|| := inf {a €[0,00]:Vz € Ey [Tzl < oz||m||1}

Mit sup® :=0 gilt:

16.5 Bemerkung

IT)| = min{a € [0,00]:Vz € E [Tzl < aHle}

_ sup{ 17, e {0}}

ER
= sup{||Tx||2 cx € By A lzf]] < 1}

= sup{HTxH2 rv € By A o], = 1}

= sup{||Tx||2 rx € By A laf]) < 1}

Beweis: 1. Gleichung: & ||T]| < oco: Firz € Eyundn eN

1
ITal, < (IT)+2) s,

daraus (z fest): [Tzl[, < [T =l
Fiir a € [0, 00]: Vo e E; [Tz, < allz|]
ITall,

< Ve E\{0} iz
1

17|

&R

= S = sup{ 2:E19x7€0}§a;

somit Sy = |||

Die anderen Suprema seien (von oben nach unten) mit Ss, S3,S; bezeichnet.

v @) 6))
53 S SQ S Sl S 53, also: Sl = 52 = 53; 54 S SQI v

. ' 1T,
1
) 17|
e il UGl
1 1 2
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Normierte Vektorrdaume und lineare Abbildungen 55

S5 < Splst o € By mit 2] =1, dannist fir 0 < o <1 flazf|, = o <1, also
alTz|, = [[T(az)||, < Sy, daher aS; < Sy (= Behauptung) O

Bezeichnung
L(E\, Ey) = {A|A: By — E» (K-)linear}

Mit punktweiser Addition und Skalarmultiplikation ist L£(F4, Ey)ein K-VR.

L(E,, By) = {A€ L(E, E): Astetigh "SY {A € L(Ey, By): ||A] < oo}

Beispiel E, = C¥0,1] ( = {f | £:10,1] — R stetig dfb})
E, = CR[O, 1] ( = {f | f:]0,1] — R stetig}) ;

beide versehen mit || || -
Fir f € Fy sei Df := f', dann ist D: Fy — E5 linear (v') mit ||D|| =00 : ooo

16.6 Satz

a) (L(E1, E»),| ||) ist ein NVR.

b) Ist (Es,| |l,) ein BR, soist auch (L(Ey, Es),| ||) ein BR.

Wir betrachten ,stets' L(E1, F1) mit der Operatornorm.

Bewezis:

a): Esseien S,T € L(E;, Es) und o € K:  Fir x € F; gilt dann:

l@S+Tall, = [aSz+Tal, < laf ISzl + |Te],

(16.5)
< (lal ST+ 1T,
also laS+T( < laf [|S]] + [T
speziell IS+TI < IS+ 7]
und [aS]| < faf IS (%)
- ' . = 1
fir a # 0: IS = |l (@9)] < mHaSH;

daher  [laS|| = |af IS
IT| = 0= Vezek [Tz, =0 = Veeb Te=0,dhT =0
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b): Statt einer (teilweisen) — und vielleicht doch etwas kiinstlichen — Zuriickfithrung
auf (8.4 b) geben wir (noch einmal) einen ausfiihrlichen Beweis:

Ist (A,) eine CF in L(FEy, Ey), dann ist fir jedes x € E; die Folge (A,z) eine CF
in B, (da |4,z — Anz|, < [[An— A H:t:Hl) mit eindeutigem Grenzwert y, € Fs.
Wir setzen Az =y, . Fir x,y € F; und a € K hat man

Alax +y) «— Ay(ax+y) = aAx+ Ay — aAx + Ay,

also A € L(E, Es).

Zu € > 0 existiert ein N € N mit |4, — A,|| < e fur n,m > N; es seien n > N
fest und m > n beliebig; fiir z € Ey mit [|z]| <1 gilt dann:

[Anz — Az,

IN

[Apz — Az, + [[Anz — Az,
< N An = Al + [Amz — Az,
< e+ ||Anz — Azl

m — oo zeigh:  [[Apx — Azl < ¢, also [|A, — Al <& aus A, — A € L(Ey, Ey)
folgt aber insbesondere A € L(E;, Es). O

Bezeichnung Ist (E, | ||) ein NVR iiber K, dann sei:

E* = L(E,K) der ,algebraische Dualraum® zu E
E' := L(E,K) der (jtopologische’ oder stetige') ,Dualraum“zu F
Elemente aus E* heiflen ,lineare Funktionale“ oder ,Linearformen (auf F).

Elemente aus E':  stetige lineare Funktionale“ oder ,stetige Linearformen® (auf E)
16.7 Folgerung (E.| ||) NVR = E' BR

16.8 Bemerkung
Vor.: T € L(El,EQ) NS e L(EQ, Eg)
Beh.: SoT =:S8T € L(Fy, Es) und [|ST| < ||S] |1

Beweis:  Fir w € Ev: ||STa||, < |[S||T[l, < [ISINTI =]l also [[ST] < [[S|{IT]
(und somit ST € L(E;, E3)) O
Beispiel

E;:=R? (mit (z.B.) | |) (j=12,3)

S——(§8), T+—(39);dann ST = 0 und (man vergleiche Seite 29)

[S1 =1 = [T}, also [[ST|| =0 <1 =S|[T]
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Definition

A = (A, Il ||) = (A, a,s,m,e, || ||) ,normierte K-Algebra mit Fins“ . <=
(A,a,s, || ||) NVR tber K und m: A x A3 (a,b) — ab € A assoziativ,

ec Amit ex =xe=ux, (x+y)z=2x2+yz, z(x+y)=zx+ 2y,

a(ry) = (ax)y = x(ay), eyl <[zl vyl (..)"

Definition

A = (A,a,s,m,e,| ||) .BANACH-Algebra® (iiber K, mit Eins ) (,(B)-Algebra*)
: <= A normierte K-Algebra mit Eins e und (A, || ||) vollstindig

16.9 Satz

Vor.: (E,a,s,| ||) NVR iiber K

Beh.: a) (L(E,E),a,s,o,idg,| ||) ist eine normierte K-Algebra mit Eins idg
(und ||idg| =1).
b) E BR = (L(E,E),a,s,o,idg,| ||) ist eine (B)-Algebra.

Beweis: a): mit (16.6.a) und (16.8) b):  mit a) und (16.6.b) O

16.10 Bemerkung

Ist A= (A a,s,m,e,| ||) eine normierte K-Algebra (mit Fins), dann ist
m: Ax A— A stetig.

Beweis:
loy —cd|| = ||2(y — d) + (& = o)d|| < |lz|llly —dl| + [l = c[l[|d]] — 0
fire — cund y — d U

17 Reihen in normierten Vektorriumen

Es sei E:= (E,| ||):= (E,a,s,| ||) ein NVR iiber K.

FF: Fiir die folgenden Uberlegungen geniigt eine abelsche topologische Gruppe (E,a,Q).

Definition**

Zu k € Z und a: Ny, — E betrachten wir die ,Folge der Partialsummen’

* Wir fordern nicht |le]| = 1!
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Y a: N, — E, definiert durch

k=k
n+1 n
und fiir N, > n (Z a) (n+1) = Za(y) = < a(u)) +a(n+1).
v=~k v=~k
Meist benutzte Sprech- und Schreibweisen:
Firae E: Za(u)za:(z) Za(u)—>a (Ny 2 n — o0)
v=k =
,Die ,Reihe’ Z a(v) ist konvergent® : <= Z « ist konvergent
v=k
,Die ,Reihe’ Za( ) ist absolut konvergent® : <= Z |a(v)|| konvergent; usw.
v=k v=k
17.1 Satz

Vor.:. E BR; k€Z, a: Ny, — E, > a(v) absolut konvergent

o0

Beh.: a) ia(l/) '

b) Firo: Ny — Ny bijektiv ist

M| <  lawl

(absolut) konvergent

OGO I

v=k
Beweis: s: =) «
a) FirneN,undpeN
n-+p n-+p
lstn+p) = st = || > af ‘ Y lla@)ll —0 (n— oco);
v=n+1 v=n+1
daher ist s eine CF; somit existiert eindeutig ein ¢ € E mit s(n) — c= > a(v)
v=~k

fiir n — o0; dann gilt

lef] «— ZHQ | < ZHQ |, also lef < ) Jla(v)
v=k

** Ich erinnere noch einmal an die Bezeichnung Ny := {k,k+ 1,k +2,...}.
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b): 1. FirneNygilt > [la(cw))] < Zua(j)u < o0;

v=~k
dies zeigt: Z a(o(v)) ist absolut konvergent.
v=~k

2. t:=>) (aoo0): Zue >0 existiert ein N € Ny mit

[e.e]

> NGl <e;

j=N+1

dazu existiert — da o surjektiv ist — ein M € Ny mit {k,..., N} C
{o(k),...,0(M)}; offenbar gilt M > N. Fiir N, 5 n > M folgt so

[t(n)=s(n)l = Za(a(j))—zoé@) ’ < Y el < e,
also t(n) — c. O

In einem BR folgt nach dem vorangehenden Satz aus der absoluten Konvergenz einer Reihe ihre Kon-
vergenz. Diese Eigenschaft ist fiir die Vollstédndigkeit charakteristisch:

17.2 Satz
Vor.: Yae EYN: > a(v) absolut konvergent = > a(v) konvergent
v=1 v=1

Beh.: FE ist ein BR.

Beweis: Ist (a,) € EN eine CF, dann existieren — nach Ubung (5.2.b) — Indizes
o0

np < ng <ng <...derart, daB ) [|a,,;,, — an,|| < oo; nach Voraussetzung existiert
j=1

k=1
ein ¢ € B mit ) (an,,, —an,) — c fir k — o0; £. 5. = a,, — an,, also
j=1

Qp, — ¢+ a,, =: b. Nach Ubung (5.2.a) folgt dann: a,, — b (n — 00) O

» NEUMANN-Reihe*

Es sei A= (A,a,s,m,e,| |) eine (B)-Algebra (iiber K, mit Eins e)*

Bezeichnung

Firze A: 2%:=e, 2" :=2".2 (nGNO)

* Fiir die folgenden Uberlegungen geniigt die Ringstruktur.
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x Finheit“:<— dye A zy=e=yx (<:> 3 ... ); dann: Yy =: !
J(A) :={z € A: z Einheit }

17.3 Trivialitit (J(A),m, e) ist eine Gruppe. (,Einheiten-Gruppe ‘)

17.4 Satz

Vor.: xz €A mit Y " konvergent
n=0

Beh.: e—x€TJ(A) A (e—x)*lzix”
n=0

Anmerkung Die Voraussetzung in (17.4) ist — nach (17.1) — gegeben, falls
> [l2"]| < oo, insbesondere also, falls [|z|| < 1. (Beachten: ||z"| < ||z[|” (n € N))

n=0

Beweis (zu (17.4)): Mit s := > 2"

n=0

(e—x)jé)xj L (ixj)(e—x) .

<
Il
o

17.5 Folgerung
a) Die Abbildung J(A) 2 x — x~ € J(A) ist stetig.

b) TJ(A) ist offen (in A).

Beweis:

@): Fallsz € Amit ||z <1 (e—z € J(A) und:)

LN" ]+
’ (e —x)~ —Zx] < (n € Ny);
=]
denn
es "ENS d e Y ol = nS.
Jj=n+1 Jj=n+1

B): Firz € J(A), a €]0,1] und h € A mit ||h|| < a|z7!| ist z + h € T(A) und

(+) I +m)t —a e ha | < e |In)?
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