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denn z+h = z(e+ 27 'h):

lz7 R < |lz7 M |Ih]] € « U e i o lhe J(A), also x + h € J(A) und
(z+h) " —a 42 tha = [(e+ath) T —et+ath]ah
mit y:= —z~'h aus «) (fir n=1):
-1_ . —1_ —1p 1 ~1 ~1 lyl1® -1
l(z+n) " =27 +a ha | < [(e—y) T —e—y| a7 < 1-|WH”x | <S5

Aus () liest man die Stetigkeit (und sogar die (F-)Differenzierbarkeit) der Inversenbildung
J(A) sz z ' €3(A)

(und den Wert der Ableitung) ab.

Nach (16.9) kénnen wir dies alles anwenden auf A := L(E, E) fiir einen BR E .

Beispiel EBR,ye€ E, AcJ(L(E,E))=:7
Gesucht ist ein z € E mit Ax = y.

Ist B ein , Niherungsoperator® fiir A, dann l6st man oft ,ersatzweise’ die Gleichung
Bz = y. Falls |[B—A| < ||A7Y|7': |JA™'(A—B)|| < 1, somit existiert — nach (17.4)
— (idg —AH(A - B))f1 (€3J) und (wegen B = A(idg —A~'(A — B)))

B! =(idg —AY(A - B))'A7! (€ 7); dann gilt:

|z =all = By —A7y| < [|B7 =47yl
G AYA - B i A (el ~ ATA=B
= [[(Gap—A" A= B) " —ide) Ayl < Ty 147 v
—11|12 o
IAZI" 14 = BI (Fehlerabschitzung)

< - Iyl
L= [[A=H] ][4 =B

Speziell z.B. E =R", A (n,n)-Matrix, Ax =y lineares Gleichungssystem,
B Naherungsmatrix (z. B. reelle Zahlen durch abbrechende Dezimalzahlen oder ,Ma-
schinenzahlen’ approximieren.)

Beispiel fiir nicht beschrinkte Operatoren der Quantenmechanik

Mehrere Paare von ,Operatoren’ (P, () der Quantenmechanik erfiillen die

*s. Beweis zu (17.5) («) mit n = 0)
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62 Endlich-dimensionale normierte Vektorrdume

Vertauschungsrelation

PQ— QP = —ih (= —ihidg)

(h PLANCK-Konstante)
(z.B. P=-ihZ dmpulsoperator  ((Pu)(&) = —ihu'(€))
Q==x ,Ortsoperator*  ((Qu)(§) = u(€) - €))

Operatoren, die eine solche Vertauschungsrelation erfiillen, konnen nicht beide stetig
sein; denn fir £ # {0} hat man die:

17.6 Bemerkung

Vor.: P,Q € L(E,E), acK\{0}, PQ—-QP = aidg

Beh.: Mindestens einer der Operatoren P und @) ist unstetig.”

Beweis: Annahme: @ stetig
I) VneN PQ"-Q"P =an@Q"!
n =1: nach Voraussetzung;
ol PQ™ = (PQ")Q (Q"P+an@ "Q
= Q"(PQ)+an@" = Q"(QP +aidg) +anQ”
= Q""'P+a (n + 1)@”

(Ind. Vor.)

(II) YneN Q"#0
Falls Q™ = 0 (fiir ein n € N), — nach (I) — Q™! = 0 und so schliefilich

(I11) W ) T
aln @™ < 2|P] Q"] (Fiir allen € I :)
< 2PlQlle~ b — ] laln=2[P] Q]
nach (II) 0 < ||Q" !, <oo
nach Voraussetzung |[|Q" || < oo = ||P[| =00 m

18 Endlich-dimensionale normierte Vektorraume

18.1 Satz

Vor.. Ke{R,C}, (Ej,|| ;) NVR dber K (j=1,2)
dimFE; = dimE, =: ne N

Beh.: E; und Ey sind (als NVRe) isomorph.

* In (18.3) werden wir sehen, daf§ dann der Raum FE nicht endlich-dimensional sein kann.
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Normierte Vektorrdaume und lineare Abbildungen 63

18.2 Folgerung Jeder endlich-dimensionale NVR iiber K ist ein BR.

Beweis (zu (18.2)): Aus (18.1) mit der Vollsténdigkeit von (K", | ||,) ablesen. O

Beweis (zu (18.1)): (E sei n € N; offenbar geniigt es zu zeigen, dal der Raum
(Ei, || Il,) (NVR-) isomorph zu (K", | ) ist:
Es sei {by,...,b,} eine Basis von FEj; dann ist die Abbildung

w: K"3s (ag,...,0p) — Zau b, € Ey ein algebraischer Isomorphismus.

v=1

Mit M = 30 (b, ist fir o= (o, ..., an) € K™
v=1

(%) lw(@)ll, < > lawl llbull, < Mlall
v=1

Die Einheitskugel S := {a € K" : |jaf| . = 1} ist kompakt (z. B. nach (12.22)). Die
Abbildung

K" 3 a— |lw(a)||, €[0,00]

I
ist stetig (nach (x), da w linear ist); daher existiert ein o € § mit m := [lw(a”)|, <

[w(a)]], fir alle « € S; somit ist m > 0 mit mflaf < [lw(a)||, firalle o e K" O

18.3 Bemerkung

Vor.: Ke{R,C}, (E;,| |I;) NVR iber K (j=1,2)
dim F; < o, T e £(E1,E2)

Beh.: T e L(El, Ez)

In Worten: ooo
Beweis: (E sei n:= dim E; € N; mit einer Basis {b,...,b,} von E; gilt fiir o € K":

H T(ZOM») ‘2 = H > a,Th, < > el 1T,
v=1 v=1

v=1
n
< Jlall > ITbl,
v=1

Uber (18.1) folgt die Behauptung; denn mit der Abbildung w aus dem Beweis zu (18.1)
haben wir hier gezeigt:

ITow(@)l, < llaf,-S mit S := Y |Th,
v=1
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04 Quotienten- und Produktrdiume

Also ist zunichst T ow stetig. Da w™! stetig ist, folgt die Stetigkeit von T. OJ
Mit (18.3) hat man so die:

18.4 Folgerung Auf einem endlich-dimensionalen K-VR sind alle Normen dquivalent.

19 Quotienten- und Produktriume

Es seien K € {R,C}, (R,] ||) ein HNVR (iiber K) und 9N ein Teilraum von R .
Durch
0:={(z,y) eR: z—yeN}

ist eine Aquivalenzrelation auf R definiert mit o(a) = a + M =: a fiir a € K.
i)%/m = 9%/@ = {o(a) :a e R} = {a+N:aeR}

19.1 Bemerkung

Durch T+7 =2 +y, aZ:=az fir z,y € R und a € K wird m/m ein VR iiber K,
und die Abbildung w: R — Df{/m 1st linear und surjektiv.
W w

~

r X

Beweis: Aus der Linearen Algebra bekannt. OJ
Definition |[|Z|| = Hme = inf {||v| : v € T} (T € ﬂ%/m)
19.2 Satz

a) (%/m I ”m) ist ein HNVR (iiber K).
b) m (R, I|) — (i)%/m, | lyy) st stetig und offen.
c) O(|l lly,) ist gerade die Quotiententopologie auf i)%/m

d) O abgeschlossen <= || |, Norm

e) R BR AN abgeschlossen = %/m BR

Beweis: 0. Firz € Rist ||7] < ||z .
a): 1. Nach 0. (und Definition) || [|,,: D‘i/m — [0, 00] .
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Normierte Vektorrdaume und lineare Abbildungen 65

2. Fiirvefc\ei)%/m und o € K

~ —~

(0)
lazll = llazl < lav] = [af vl

4

also ||a§\|m < |af ||§Hm und somit (ooo) =-.

. Fﬁrvefc\eiﬁ/m undweﬂeiﬁ/m:

1Z+yll, = lle+yll, < llo+wl < [loff + lwl,
damit [F -+l < 2l + 7,
Die Stetigkeit von 7 liest man aus 0. ab, da 7 linear ist. Fiir ein € > 0 ist

m{reR:||z] <e} = {T € D‘i/m ; ||55||§th <e} (,C:0.;,D% Definition von

| [ly;); mit der Linearitét von 7 folgt daher: 7 offen

nach b) (und (6.2)) hat man O(|| ||,,) € O(g). Fiir ein Q € O(p) ist — nach
Definition O(g) — 7~ 1(Q) € O(]| ), also — nach b) —

Q"= n(x(Q)) € Ol )

Zu zeigen ist:  Firz€ R ||Z]| =0 < z€eN:

,<=" Es existiert (z,) € M mit z, — 2, also
0=r(z) = 7(z) =2 = |2l|,,=0.

,=—": Es existieren z, € z (n € N) derart, da8 ||z,|| — 0, also z, — 0.
Zn = 2 — U, mit v, € N geeignet, somit v, — 2, also z € N.

[e.e]
Es sei (7,) € (m/m)N mit » ||§n||m < 00; es existieren dann v,, € T, mit ||v,|| <
n=1

anHm + o= (n € N); daher Y ||v,]| < oo. Nach (17.1) ist > v, konvergent; da
n=1 n=1

7 stetig (und linear) ist, konvergiert >  z, = > m(v,). Nach (17.2) folgt somit
n=1 n=1
die Behauptung. O

Es selen n € Nund (E,,|| |,) NVRe iber K (v=1,...,n).

ist dann (mit komponentenweise definierten Vektorraumoperationen) ein VR iiber K.
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66 Der¢ Satz von Hahn-Banach

Bezeichnung Fir =z = (21,...,2,) € £
“ 1/p
loll, = (X lell) " 1<p<oo
v=1
Joll,, = ke o,
19.3 Satz

a) Fir 1<p<oo ist| [, eine Norm auf E.

b) Fir r,s € [1,00] sind || ||, und || ||, dquivalent.

¢) || llo (und damit || ||, fir 1 <p < oo) liefert gerade die Produkttopologie.

Beweis:

a): mit (0.3) (und (0.B2)) ooo

b): mit (18.4) (fir R") ooo

c): etwa mit (5.6.c) ooo O

Nach Ubung (4.4.d) ist das Produkt von diberabzihlbar vielen von {0} verschiedenen NVRn nicht nor-
mierbar (da nicht metrisierbar); es gilt sogar:

19.4 Bemerkung

Vor.: I unendliche Menge, (E;, || ||,) NVR dber K mit E; # {0} (i € I)

Bez.: E =[] E; (mit komponentenweise definierten Vektoroperationen) VR iiber K
el

Beh.: Es gibt keine Norm auf E, die die Produkttopologie induziert.

Beweis: Annahme: Essei || || eine Norm auf £ mit O(|| ||) = Produkttopologie. Da
U:={x € E: |z|]| <1} eine Nullumgebung ist, existieren ¢ > 0 und eine endliche
Teilmenge J von I mit V :={(z;) € E:Vie J ||xZHZ <e} C U (man vergleiche dazu
(5.6 ¢)). Es seien nun ig € I\ J, y; := 0 fiir i € I\ {io}, viy € Ei, \ {0}, v == (yi)1-
Dann ist ay € V C U fiir a € K, also |af|ly[| <1 und damit y =0 ¢ O

20 ,Der‘ Satz von Hahn-Banach

Eines der bemerkenswertesten und bedeutendsten Resultate der FA — sowohl vom theoretischen als
auch vom angewandten Standpunkt aus — ist ,der’ Satz von HAHN-BANACH. Er sichert unter anderem
die Existenz hinreichend vieler Elemente von E’ fiir (zum Beispiel) einen NVR E und erméglicht damit
eine ,verniinftige’ Dualitétstheorie.
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20.1 Satz (HAHN-BANACH)

Vor.: E VR tiber R, M Teilraum von E

p: BE—R mit p(x+y) <pl)+ply) (r.y€E) '
plax) = ap(z) 0<aeR,z€kF)

f: M — R linear mit fz<p(z) (2 € M)
Beh.: FEs existiert eine Fortsetzung F € E* von f mit

—p(—z) < Fz < p(x) fir x € E.

Beweis: Wir betrachten das folgende System von Fortsetzungen von f:

M C D Teilraum von F,

h)  =f hz < D
h: D — R linear, /M fohz < p(z) (2€ )}

3 = {(D,h) :

Fiir zwei Paare (Dq, hy)und (Dy, hy) aus 3 sei:

1. (3, <) ist eine halbgeordnete Menge.

2. (M, f)e3

3. Ist R eine nicht-leere Kette in (3,<), so ist K := |J D ein M umfassender
(D,h)eR

Teilraum von E; durch kz := hz, falls (D,h) € & mit z € D (Rechtfertigung:
noo), ist eine lineare Abbildung k: K — R mit k:/M = fund kz < p(z) fir

z € K definiert, also (K, k) € 3. Offenbar ist (K, k) eine obere Schranke zu R.
Nach dem Lemma von ZORN existiert ein mazimales Element (Ey, F') von (3, <).
Fiir x € Ey ist F(—z) < p(—=z), also —p(—z) < —F(—x) = Fx.

Daher ist nur noch zu zeigen: E = Ejy:

Annahme: Es existiert ein y € E'\ Ep; dann ist H :=={z+ay:z € Ey,a € R} ein
Teilraum von E mit Ey C H. Mit festem v € R sei: g(x 4+ ay) == Fr +a~y (fir
x € Ey,a € R) (g ist wohldefiniert: ooo); dann ist offenbar g: H — R linear mit
9, = F. Noch zu zeigen:

v € R kann so gewdhlt werden, daf§ gz < p(z) (%) fir z € H gilt.

Dann hat man einen Widerspruch zur Maximalitat von (Ey, F).

() <= Ve By VaeR Fr+ay < plx+ ay)
a=0:V

* 1. Eigenschaft: ,subadditiv®, 2. Eigenschaft: ,positiv homogen“
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68 Der¢ Satz von Hahn-Banach

a>0: Bedingung <= Vo c Ey v < p(+y) —F(2)
a < 0: Bedingung <= Vo€ Ey F(%)—-7<p(=% —y)
= Ve ek F(-3)-p(—5-y) <
Fiir u,v € Ey gilt aber Fu+ Fv = F(u+v) < plu+v) < plu—1y)+pv+y),
also
Fu=plu—y) < —Fv+plv+y);

daher a = sup{l.S.:u € Ey} < b :=inf{r.S. :ve Ey}.
Fiir ein a <~ < b gilt dann (x). O

Neben der ,transfiniten’ Schluweise ist der entscheidende Schritt die Fortsetzung um eine Dimension
gewesen.

20.2 Satz (HAHN-BANACH-BOHNENBLUST-SOBCZYK-SUHOMLINOV)*

Vor.: Ke{R,C}, E VR iiber K, M Teilraum von E, p Halbnorm auf E,
f: M — K linear mit |fz| < p(z) firze M

Beh.: Es existiert ein Fortsetzung F' € E* von f mit |Fz| < p(x) firxz e E.

Beweis:

1. Fall K =R: nach (20.1) unter Beachtung von
—Fx = F(—z) < p(—z) = p(z) firzxe E.

2. Fall K =C: Ist £ ein C-VR, dann ist F' (mit eingeschrénkter Skalar-Multiplikation)
insbesondere auch ein R-VR (und M ein R-Unterraum davon, p (R-)Halbnorm
auf E). Wir betrachten gz := e (fz) fiir z € M; dann gelten

(i) ¢g: M — R ist R-linear.

(i) fz =g9z—1ig(iz) (z€ M) (oon),

(iii) [gz] = |Re (f2)] < [f2] < p(2) (2 € M).

Nach dem 1. Fall existiert eine R-lineare Abbildung G: EF — R, die Fortset-
zung von ¢ ist mit |Gz| < p(x) fir x € E. Wir betrachten

Fz:= Gz —iG(ix) fir z € E. Nach (ii) gilt F/M = f.

F: E — C ist C-linear:

(Es geniigt offenbar der Nachweis von F(iz) = iF(x)fir x € E.) (ooo)

Zu z € F existiert ein o € C mit |a| =1 so, daB aFx = |Fz|; damit
|Fz| = F(ax) = G(az) < plax) = p(z). O

Im Folgenden sei wieder — wie ,immer* — K € {R, C}.

*K = R: HAHN-BANACH, K = C: BOHNENBLUST-SOBCZYK-SUHOMLINOV
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20.3 Folgerung
Vor.. (E,|| ||) NVR iber K, M Teilraum von E, f € M’
Beh.: Es existiert eine Fortsetzung F € E" von f mit |[F|| = || f]|.
Beweis: In (20.2) setzen wir fiir z € E: p(x) := || f|| ||z]|: |Fz| < p(z) zeigt
IF] < ||fll. (Da F Fortsetzung von F' ist, gilt trivialerweise:) || F|| > || f]| O

20.4 Folgerung

Vor.. (E,|| ||) NVR iiber K, zo € E, M Teilraum von E, d := d(zo, M) > 0

Beh.:

FEs existiert ein g € E' derart, daf§ ||g|| = 1, Iy = 0 und g(xg) = d.

Anmerkung: Ist (unter den Voraussetzungen zu (20.4)) g € E’ mit ||g|| = 1 und 9 = 0, dann gilt

lg(zo)| < d;
denn fiir y € M

lg(zo)| = lg(zo —y)| < [lzo —yll.
Beweis zu (20.4): Wir betrachten den Teilraum von E':
H = {:c—l—a:cozxeM,aEK}

Fir 2 € M und o € K sei f(x + axg) := ad: Dannist f: H — K linear (v) mit
f/M =0, f(zg) =d und

1l = p{%

: :ceM,aEKmitx—l—ozxo;éO}
|z + axo|

d
supy —— ¢ GM}:l
{H—y+x0u Y

Mit (20.3) hat man dann die Behauptung.

1R

20.5 Folgerung

Vor.: E K-VR; zo € E

Beh.: a) Ist p eine Halbnorm auf E, so ezistiert ein F' € E* mit Fxg = p(xg)
und |Fx| <p(z) fir z € E.

b) E#{0}, || || Norm auf E = 3 F € E' mit Fxy = ||zo]| A ||F|| =1

* d(xg, M) > 0 bedeutet bekannterweise gerade: zo & M
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Beweis:
a): In (20.2) setzen wir: M := (zo) (= {azo:a €K}) und f(awo) :=ap(zo) ooo

b): @) xg#0: In (204): M :={0} (oderina) p:=| ||)
B) xo=0: Wihle z5 € E'\ {0} und dazu F' gemif «). O

20.6 Folgerung

Vor.: (E,|| ||) NVR iber K;n €N

E >y, ..., x, linear unabhdingig; ay,...,a, € K

Beh.: Es existiert ein g € E' mit g(x,) =«, firv=1...,n.

Beweis: In (20.3): Zu M := (xq,...,z,) existiert eindeutig ein f € M* mit f(z,) =
a, fir v=1,...,n.; nach (18.3): fe M’ O

Anwendungsbeispiel: (Verallgemeinerter Grenzwert, BANACH-Limes)
E:={lxR) (mit | [)
Es existiert eine lineare Abbildung LIM: £ — R derart, dafl

liminf z, < LIMx < limsup z,

fir alle = (x,,) € E gilt. Insbesondere folgt also limz,, = LIMx, falls (z,) konver-
gent 1st.

Beweis: p(x) :=limsupz, (fir z = (z,) € E): p ist subadditiv und positiv homo-
gen. M := {0}, f := 0. Nach (20.1) existiert g € E* mit gz < p(x) fir x € E. Dann
ist fiir x = (x,) € E auch

—gr = g(—z) < limsup(—z,) = —liminfz,, also liminfz, < gz. O

Noch erreichbar: Fiir (z,) € E gilt LIM((zn)) = LIM((zn+1)); (siehe z. B. BERBERIAN)

21 Bidualraum, Reflexivitit, Vervollstindigung

Es seien K € {R,C} und (E,| ||) ein NVR iiber K.
Nach (16.7) sind E' und E” := (E') K-BRe; E” wird als ,Bidualraum“ bezeichnet.

Bezeichnung Fiir x € F sei

wr: B >2 — 2z e K.
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