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Zunéchst ist »x: E' — K linear. |(»rx) |’z < ||| ||=|| zeigt ||s>ex| < ||z

x| =
Mit (20.5 b) dann ||>cz| = ||z||. Damit (v'):

21.1 Bemerkung

w: E — E" ist linear mit ||scx| = ||z|| firz e E.

Somit ist »: E — 3(F) ein Norm-Isomorphismus.

Bezeichnung ¢ heifit , kanonische Finbettung® (von E in E”).

Nach (8.7) 148t sich jeder MR — insbesondere also jeder NVR — ,vervollstdndigen‘. Fiir einen NVR
mochte man natiirlich auf der ,Vervollstdndigung® auch wieder eine Vektorraumstruktur und eine Norm
derart haben, so daf die Vervollstindigung NVR — also BR — wird (und die Norm die gegebene Metrik
liefert). Dies 148t sich — ausgehend von (8.7) — kanonisch ohne Schwierigkeiten machen. Ganz einfach
— aber unter Benutzung des (nicht-trivialen) ,Geschiitzes‘ ,, HAHN-BANACH® — geht das wie folgt:

21.2 Bemerkung s FE ist ein BR. (eine Vervollstindigung von E) (Abschluf in E”)

Beweis: Nach (15.2.c) ist »FE ein UR von E”; dieser ist vollstindig, da ja der Raum
E" (als Dualraum) vollstindig ist. O

Bezeichnung E refleviv. < »E = E”

Anmerkung: Die Existenz eines (beliebigen) Norm-Isomorphismus 7: E — E” ist nicht hinrei-
chend fiir die Reflexivitdt von E: R.C. JAMES; z. B. in DAY p 72

21.3 Bemerkung Ist E endlich-dimensional, dann ist E reflexiv.

Beweis: Ist dim E' =: n € Ny, dann gilt nach (18.3) E' = E*, also (Lineare Algebra)
dim ' = n; somit gilt auch dim E” = n (und dim »E = n): Zusammen hat man:
»E =FE". U

22 Uniform boundedness principle,
Satz von Banach-Steinhaus

Wie iiblich sei wieder K € {R,C} .

22.1 Satz (von der gleichmifligen Beschrianktheit;
Uniform boundedness principle — UBP)

Vor.: I nicht-leere Menge, (E.| ||) K-BR, (E;,| |,) K-NVR,
Ti€ L(E. E;) (i€l),
Ve E {|T; tz ti € 1} beschrinkt

Beh.: {|Ti|| :i €1} ist beschrinkt.
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72 Uniform boundedness principle; Satz von Banach-Steinhaus

Anmerkung: Die Vollstéindigkeit von (B, || ||) ist wesentlich, wie Ubung 10.1 zeigt.

Beweis: Firi € Iseil fi: E3z— Tz, € [0, 00[ (stetig, da T; und || ||, stetig).
Nach (10.3) und (10.5) existieren a € E und e, M € ]0, co[ derart, da8

viel YexeU, |Tiz|, = filz) <M.

Ist y € Fmit ||y|| <1, dann gilt a + ey € UZ, also fiir i € I:
Tyl = ITia+2y) — Toall. < |Tila+ey)ll + I1Tal, < 20,
somit || T3] <2 (i € 1). O

22.2 Folgerung

Vor.: I nicht-leere Menge, (E,|| ||) K-BR, «; € E' (i € I) so, daf
{|z}x| i€ I} firallex € E beschrinkt ist.

Beh.: {|\a}|| i €1} ist beschrinkt.

Beweis: v

22.3 Folgerung

Vor.: I nicht-leere Menge, (E,|| ||) K-NVR, x; € E (i € I) so, dafs
{|o/x;| -1 €I} fir alle 2’ € E' beschrinkt ist.

Beh.: {|\x| :i €1} ist beschrinkt.

Beweis: (22.2) anwenden auf E' und »x; € E” (i € I)  ((21.1) beachten!) O

22.4 Satz (BANACH-STEINHAUS)

Vor.: (E,, | II,) K-BR (v=1,2); T, € L(E\,E;) (n€N);
M C E so, dafs (M) dicht in E, ist.

Beh.: OVz e Ey, (T,x) konvergent

O {|ITn]| : n € N} beschrinkt A Yu e M (T,u) konvergent

22.5 Zusatz  Fualls O und Tx := lim T,x (x € Ey): T € L(Ey, Es)

Beweis:

0= 0: {||T.|:n € N} ist nach (22.1) beschrénkt.
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0= 0: VYue M (T,u) konvergent L Vze (M) (T, z) konvergent; es sei
K €]0,00] so, dal ||T,,|| < K (n € N). Zu x € E; und € > 0 existiert ein
z € (M) mit ||z — 2| < 3%, weiter existiert N € N mit [|T,z — T,2]|, < 5

fiir n,m > N:
HTnx_meHQ < ||Tnx_TnZ||2 + HTnz_Tm2”2 + ”Tmz_meHQ
< Tl ==, + l + Tl {2 = =[],
S N I + K-flz—zl, <e¢;
also ist (T,z) eine CF und damit konvergent. O

Beweis des Zusatzes: T € L(Ey, Es): v
Fiir x € Fy (und K wie oben):

[Tzl — NTazll, < ITallll=ll, < K],
also [T < K. O

Neben dem im Folgenden dargestellten Anwendungsbeispiel hat (22.4) viele weitere wichtige Anwen-
dungen: z.B. FOURIER-Entwicklung (man vergleiche dazu etwa WLOKA, Seite 124f) und (schwach-)
holomorphe BR-wertige Funktionen.

Anwendungsbeispiel: (,,Quadraturformeln“; Numerische Integration)

Es seien —oo < a <b< oo und f: [a,b] — R stetig.

b
Gesucht: [ f(x)dx

b
Das ,Standard-Verfahren' [ f(z)dz = F(b) — F(a) fiir eine Stammfunktion F von f ist recht hdufig

nicht (numerisch) brauchbar oder nicht angemessen; sei es, weil die explizite ,Berechnung‘ von F nicht
gelingt, sei es, weil F sich nicht als elementare und nicht im benétigten Umfang ,tabellierte’ Funktion
herausstellt, sei es aber auch, weil die Bestimmung und Auswertung von F' einen solchen Aufwand
verursacht, dafl man nach bequemeren Verfahren suchen wird. Dieser letzte Fall tritt haufig bereits bei
der Integration rationaler Funktionen auf. Aufgrund der Charakterisierung des RIEMANN-Integrals 1483t

b
sich i(f) := [ f(z)dz beliebig genau durch eine endliche Linearkombination von Funktionswerten

(mit Zw € [a, b]) approximieren. In der numerischen Mathematik werden Néherungsformeln dieser Art
hergeleitet und ihre Eigenschaften untersucht. Die Verwendung solcher Formeln ist auch noch sinnvoll,
wenn die Funktion nur an bestimmten Stellen x; — etwa aufgrund von Messungen oder als numerische
Losung einer Differentialgleichung — bekannt ist.

Bezeichnung Es seien n € Ny, 2, € [a,b] paarweise verschieden und A, € R fiir
v=20,...,n. Dann heifit das durch

W) = S M f@)  (feC®ab)
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74 Uniform boundedness principle; Satz von Banach-Steinhaus

definierte Funktional g , Quadraturformel® (,n-ter Ordnung®) mit den ,Stiitzstellen®
x, und den ,Gewichten® \,. Eine Folge (g) von Quadraturformeln heifit , Quadratur-
verfahren®, wenn die Folge der zugehorigen Ordnungen isoton ist.

22.6 Satz (SzEGO)

Vor.: Es seien (qx) ein Quadraturverfahren und dazu )\(()k), e )\g? die Gewichte von
qr fir ke N.

!

Beh: VfeCHal] q(f) — i(f) (k— oo)
VmeNy qp(x™) — i(x™) (k— o0)

S (R
A sup Y [N < oo
keN v=0

Beweis: Nach dem Satz von WEIERSTRASS (Ubung (5.1.c)) erfiillt
M := {x™:m € Ny} die Voraussetzung von (22.4) (mit E; := (C%[a, b]
(22.4) geniigt daher zu zeigen:

) . Nach

Mo
lgll = > |\ fiir eine Quadraturformel ¢(f) := > A\, f(z,) (-..).

v=0 v=0
Es existiert ein f € C¥[a,b] mit ||f|lcc =1 und f(z,) = sign A, (v'); damit

q(f) = zn: IA|  (Noch beachten: i € (C®[a,b])) O
v=0

22.7 Folgerung (STEKLOV)

Sind in (22.6) alle Gewichte Ag»k) nicht-negativ, dann gilt:
VfeCHa b af) —i(f) (k— o)

VmeNy q(x") —i(x™) (k— o0)

Beweis:

N Nk

Z|)\§,’f)| — Z)\gk) — C]k(XO) —>i(x0) = b—a (k—>oo)

j=0 §j=0 [
Anmerkungen:

O TIst g eine Quadraturformel (von o.a. Typ) mit ¢(x") = i(x"), dann gilt

i —q|| > b—a. Eine gleichmdfige Approzimation durch solche Quadraturformeln
ist also nicht moglich.

Beweis: Zu jedem ¢ > 0 existiert ein g € C®[a,b] mit g(x,) = sign\,, |lg]| < 1
und |i(g)| <e (v'): oon 0]
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00  Durch die Forderung ¢(P) = i(P) fiir alle Polynome P mit Grad < n wird bei vor-
gegebenen Stiitzstellen eindeutig eine Quadraturformel (von o.a. Typ) n-ter Ord-
nung bestimmt. (~ interpolatorische* Quadraturformel) [z. B. mit LAGRANGE-
Darstellung von P]

O Fiir NEWTON-COTES-Formeln (in O #quidistante Stiitzstellen) ist (22.5) nicht
anwendbar (Gegenbeispiel von PoLyA). Fiir GAuUss-Formeln sind Gewichte nicht-
negativ (also (22.6) anwendbar).

23 Open mapping principle; closed graph theorem

23.1 Satz von der offenen Abbildung; open mapping principle

Vor.: (EU, H Hl/) K-BR (V = 1,2)7 A€ L(El,EQ) mat AEl = EQ
Beh.: A ist offen.

Beweis: Wir zeigen zunéchst:

a): Es existiert ein € > 0 mit {y € B, : lyll, < e} c {Az:z € By A =], < 1}:

S, = {z € Ey: =], < 27"} (n € Ny)

Aus AF) = FEy und E; = |J kS folgt Ey = | kEAS). Es ist von 2. Kategorie
k=1 k=1

(nach (10.4)), daher existiert ein k € N mit kAS; 1226) kAS) # (; somit existie-

ren ein p € Ep und ein 7 €0, 00[ mit {y € Es : ||y —pll, < n} C AS;; dann

- (- stetig)
{2€Bs: 2|, <n} CAS, —pC A5 A8, C = AS — A8 CAS.
Daher — wieder mit (15.3.5) —

(1) {vekE,: [oll, <n- 27"} c AS, (n € Ny)

Behauptung: ¢ := /2 tut’s: Zu y € Ep mit |y[[, < n/2 existiert nach (1) ein
21 € 5y mit [ly — Azi], < n272, dazu existiert dann (wieder nach (1)) ein z; € S,
so, daB ||(y — Azy) — Azs|, < 7273 und (induktiv) fiir n € N: z, € S, derart,
daf3

2 ly=>" A4, < partn

(2) y ; z, <7

Da |[z,[[, <27 gilt und (E1, || [I,) BRist, hat man die Konvergenz von Y z, =:
v=1

x mit x € Sy und Az = > Ax, @ Y.
v=1
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76 Open mapping principle; closed graph theorem

b): Es seien nun E; D O offen und b € AO: Zu einem a € O mit b = Aa existiert
ein 0 <d <ooso,daBl {z € Ey:|lx—al| <6} C O; mit e gemisB a):

:55{)+a

U s {veB: ||, <de}+b C A(dSy+a) C AO.

23.2 Satz vom inversen Operator

Vor.: (Ey.|| |l,) K-BR (v=1,2), T € L(Ey, E>) bijektiv

Beh.: Tt ist stetig, also T ein (NVR-) Isomorphismus.

Beweis: nach (23.1) ist T offen (und bijektiv, stetig), nach (7.1) also T~ stetig. O

23.3 Folgerung

Vor: (E.| 1) K-BR (v=1.2), alo,ool, | [, <all I,

Beh.: || ||, und || ||, sind dquivalent.

Beweis: (23.2) anwenden auf 7' := idg: Die Stetigkeit von
id = idil: (E7 H HQ) - (E7 H ”1)

zeigt o = |lida|l, < |lid| |l«], fir z € Es. O

Sind (R, 0), (6,T) TRe und f: R — &, dann betrachten wir mit
G(f) = {(z f(2)) : x € R} den ,,Graphen (von f)*.
f heiBt ., Graphen-abgeschlossen“: <= G(f) abgeschlossen (in R x &)

23.4 Bemerkung & HdR A f stetig = [ Graphen-abgeschlossen

Beweis: Ist (a,b) € | x &\ G(f), also b # f(a), dann existieren ein V; € U, und ein
Vy € Uy mit Vi NVa = 0: Es existiert dazu ein U € U, mit f(U) C V5, dann

Uy 2U x VI CRXG\G(f). O
Es seien jetzt (E,,| |,) K-NVR (v=1,2) und T: B} — E».

23.5 Bemerkung

T Graphen-abgeschlossen

V(z,) € EY Vo€ By Vyc B, [xn—>x A Txn—>y} — Txr=y
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Beweis: Fir (x,y) € Ey x Es:

(z,y) € G(T) = 3 ((znyn)) € GT)" (0, y0) — (2,9)
— Iz, e v, — a2 AN Tz, —y

Hieraus liest man die Behauptung ab. 0

Anmerkung st T nicht stetig, dann kann eine Folge (z,) € EY konvergent sein,
ohne daf§ die Folge der Bilder (Tx,) konvergent ist:

Beispiel

(n € N);

1
n

1
. N —, x#0
E,:=F, =R (m1t| | wie ubhch),Tx = {l’ }, Ty =
0, x =0

T ist Graphen-abgeschlossen, jedoch nicht stetig. Zudem ist T nicht ,abgeschlossen’
in dem Sinne, dafl abgeschlossene Mengen jeweils abgeschlossene Bilder haben: Dies
zeigt etwa: T'([1, 00[=]0, 1]

23.6 Satz vom abgeschlossenen Graphen

closed graph theorem

Vor.: (B, | I,) K-BR (v=1,2), T € L(E,E)

Beh.: T € L(Ey, Ey) <= T Graphen-abgeschlossen

Beweis: ,=*“: nach (23.4)

,<="“ G(T) ist ein K-BR als abgeschlossener UR von E; x F,
(Ey X By ist ein K-BR mit ||| (z, y)[| == [|=][, + ||y||2) Wir betrachten die

Abbildung  ¢: G(T) 3 (z,Tz) — x € E; .

Diese ist linear, stetig und bijektiv; nach (23.2) ist die Umkehrabbildgung
ol By > x+—— (z,Tz) € G(T) stetig und somit auch T'. O

Beispiel (man vergleiche Seite 55)

B, = C®[0,1], By := C®[0,1]; beide mit || ||

D: Ey > f+—— [' € E, linear, nicht stetig, aber Graphen-abgeschlossen:
(fa) € B}, [ € By, g € By s0,dab fo— f A fr—g M proyg
Dies steht nicht im Widerspruch zu (23.6), da (E, || ||o) kein BR ist.
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78 Schwache Topologien; Satz von Alaoglu

23.7 Esscien (E,| [|) ein K-BR und E, abgeschlossene URe von E (v =1,2) mit
FE = E1+E2 und ElmEQZ{O}

Fiir x € E existieren dann eindeutig x, € E, mit x = x1 + x9; die Abbildung
T: El X E2 > (.771,372) — 21+ 9 € FE

ist daher (linear und) bijektiv.
Wegen ||T'(x1,z2)| = ||x1 + 22| < ||| + ||z=2|| ist T auch stetig (bei 0); nach
(23.2) ist somit 1" ein (NVR-) Isomorphismus

23.8 Sind (E, I H) ein K-BR und P: E — FE ein ,Projektor®,
d.h.: P € L(E,E) mit P? := Po P = P, dann ist auch Q := idg —P ein
Projektor. Mit diesem gilt: PQQ = 0, P+ = idg und E| := PE, Fy, := QF
erfiillen die Voraussetzung von (23.7).
(E1 = Kern @), F; = Kern P: abgeschlossen; Rest: ooo)

24 Schwache Topologien; Satz von Alaoglu

Es seien K € {R,C}, E = (F,a,s) ein K-VR und I" C E*.

Gesucht ist die grobste Topologie auf E derart, dafl p: F — K stetig ist fiir alle
@ € I', also — man vergleiche Abschnitt 5 — die zugehérige initiale Topologie. Wir
bezeichnen diese als ,['-Topologie“ oder mit ,,o(I")* oder genauer ,o(FE,1)".

Unmittelbar aus der Definition liest man ab:

o(l') = o((I')
Bezeichnung TI'  total“: <= Vo € E\{0}Jp el px#0

Zusitzlich zu den allgemeinen Uberlegungen aus 5. ist hier noch die ,Linearitét’ zu berticksichtigen.
Fir p € Eund U C FE gilt — nach (5.1.c) —

U ist (o(I)-) Umgebung von p genau dann, wenn U O () ¢~*(U,) mit I' O A endlich
pEA

und U, € US, fiir ¢ € A, also offenbar genau dann, wenn U D DA e 1 (Ug,) mit
©
I' D A endlich und ¢ € 0, oof.

Fir I O A endlich, € €0, 00[ und p € E:

ﬂgofl(U;p) = {zeE:VpeA |pz—pp|<e} = Up;Ae)

pEA

Fir v € E gilt: x € U(p; A,e) <= Vp €A gz e Ug,.
24.0 U(p;A,e) = U(0;A,e) + p
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Die I'-Topologie ist daher schon vollig bestimmt durch die Umgebungsbasis von 0:
{U(0; A,e) : T D A endlich, e €]0,00[}

24.1 Trivialitat Fir Fl C FQ C B O'(Fl) - O'(FQ)

24.2 Bemerkung Mit 0 :=o(I') «) a: (F,0) x (E,0) — (E,0) ist stetig.
B) s: Kx (FE,0) — (F,o0) ist stetig.
v) T total = (E,0) HdR

Beweis: Fiir p,ge E,3 € K,I' D A endlich und ¢ > 0:

a): Ulp; A,e/2) +U(g; A, e/2) CU(p+q; A,€)

B): Die Stetigkeit der Multiplikation in K liefert: Zu ¢ € A existiert n = n(¢) > 0 so,
daB8 U3 - U, C Uj,,; da A endlich ist, existiert § := r;leig n(p) (> 0); damit gilt:

Vpe A Ug . U:Zp C Ujypp = Ug(sp); das zeigt Ug ~U(p; A,0) CU(Bp; Ay e).
v): Falls p # q:  Es existiert ¢ € I so, daB |pp — v.q| = |¢(p — ¢)| =: 2 > 0, damit:
U(p;{e}.e) NU(g:{¢}.c) =0 O

24.3 Bemerkung

Vor.: x € E, F FB auf £

Beh.:F —x (o(I)) < Vo el ¢oF — oux

Dabei natiirlich ¢F := ¢(F) (Bild von F unter ¢).

Beweis: (.S <= U, <F <= VU ecU] dFeF FCU
<= VA (endlich, CT)Ve>03FecF FCU(x;A,¢)

AN Vpoel'Ve>0dF€eF FCU(x;{gp},g)
— Vpel'Ve>03dFeF pFCU;, < 6. 0

24.4 Folgerun
s . Vor.: x € E, (x,) € EN

Beh.: x, — x (0(I')) <= Vo el pz, — px

24.5 Bemerkung Vor.: (E,| ||) K-NVR

Beh.: «) E' ist total.
B) =»E st total. (fir E')
7) o(E,E) CO(]] )
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Beweis: «): nach (20.5.b) [3): trivial

7): ¢ € E' bedeutet gerade (¢ € E* und) ¢: (E,O(| ||)) — (K,| |) stetig, also
folgt die Behauptung nach Definition von o(F, E’). O

Bezeichnung Ist (E,| |) ein K-NVR, dann bezeichnet man
O(|| ||) als ,,Norm-Topologie*“ oder ,starke Topologie*,
o(E, E') als ,schwache Topologie“ und
o(FE'E):=0o(E', »FE) als ,E-Topologie*“ oder ,schwachx-Topologie*.

Nach (24.1) und (24.5.7) hat man:

24.6 o(E',E) C o(E,E") C O] ||)
B

Operatornorm
Nach (24.5) ist (in einem NVR) insbesondere jede stark-konvergente Folge auch schwach-
konvergent. Die Umkehrung gilt i. a. nicht:

Beispiel Wir betrachten den Raum ¢, (mit der Norm || ||,) und darin die Vektoren
¢, = (0;n)jen (n € N). Dann gilt |, —emll, = V2 fiir n,m € N mit
n #m. Fiir ¢ € {}, existiert — nach Ubung (10.3.b) — ein a = (a,) € ¢ so,

dal pz = Y a;z; fiir z = (2,) € (s, folglich e, =a, — 0 (n — o).
=1

24.7 Sat
o (T) = {p e E*|¢: (E,0(l')) — K stetig}

Nach der Definition von o(I') hat man I' C {...}, also auch (I') C {...}. Fiir die
andere Inklusion zeigen wir zunéchst den

24.8 Hilfssatz

Vor.. neN; g, f1,..., fn € E*; g€<f1,...,fn>
Beh.: Es existiert ein a € E mit g(a) =1 und fi(a) = --- = fu(a) =0.

Beweis (des Hilfssatzes):  Sonst (] Kern f, C Kerng 0O
v=1
Wir betrachten die Abbildung

T:E>z+— (fiz,..., for) € K%
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