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nach [ hat man fiir v,w € E:
Tv=Tw = gv=gw

Daher wird durch ¢(7T'z) := g« fiir x € E auf dem UR TFE von K" eine K-wertige Ab-
bildung ¢ definiert, die offenbar linear ist. Zu 1 existiert eine Fortsetzung ¢ € (K")*

(v') und dazu (ayq,...,q,) € K* derart, dal ¢z = > «a, 2, fir z = (z1,...,2,) € K"

v=1
n

Fir z € E hat man also gz = ¢(Txz) = ¢(Tz) = > a,fo(x) im Widerspruch zu
v=1

g¢<f177fn> ]

Beweis von (24.7; ,0%): Fiir ¢ € r. S. existieren, da ¢ stetig ist mit 0 =0, ' D A
endlich und 6 > 0 so, daf}

0 oU(0; A, 6) C Uy.
Fir x € (] Kernt und beliebiges m € N gilt ma € U(0; A, ), also nach 0:

PeA
m|pz| = |p(mz)| < 1; somit ¢z = 0. Nach dem Hilfssatz folgt ¢ € (A) (C(T)). O

Beziehung zur Produkttopologie

24.9 Essei I' eine totale Teilmenge von E*; dazu betrachten wir
S = HK = F(I',K) (mit Produkttopologie PP)
r
und 7: F — &, definiert
durch (72)(¢):=px (r € E,pel).
Dann gelten:
a) & ist ein K-VR und 7 ein Monomorphismus.

b) Die Abbildung 7: (E,o(T)) — (7E,P;g) ist topologisch.

Beweis:

a): 6 K-VR und 7 linear: v/ 7 ist injektiv, da I" total ist.

b): nach der Definition von ¢(I') und der Produkttopologie (jeweils als entsprechende
initiale Topologie) ooo O

24.10 Lemma

Vor.: E K-VR und c: E — [0, 0]

Beh.: {f € E*: Yz € E |fa| <c(x)} ist o(E*, E)-kompakt.
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82 Schwache Topologien; Satz von Alaoglu

Beweis: Wir bezeichnen die Menge aus der Behauptung mit K. Fiir ein z € FE
ist I(x) :={z € K:|z] <c(x)} kompakt und nicht leer.

Nach dem Satz von TYCHONOFF ist auch [ := [] I(z) kompakt (C HK)
ek E

In (24.9) betrachten wir E* an Stelle von E und fassen I' := E als (totale) Teilmenge von E** auf; also
6 =[] K (mit Produkttopologie).
E
Nach (24.9) ist 7 (K,0(E*,E)x) — (T7K,P,x) topologisch. Wir zeigen: 7K ist
abgeschlossen in [ (dann ist 7 K kompakt, also K o(E*, E)—kompakt): Fiir z € E ist
die Projektion I 3 ¢ —— ¢(z) € I(z) stetig; daher sind fiir « € Kund z,y € E
Az,y) = {p el plx+y) =)+ o)}
und  B(o,z) = {pel:plax)=ap(x)}

abgeschlossen. Damit ist auch 7K = (] A(x,y)N [\ B(a,z) abgeschlossen. [J

z,yeE acK,zeF

24.11 Satz von ALAOGLU

Vor.: E K-NVR

Beh.: {a' € E': ||| < 1} ist o(E', E)-kompakt.

In Worten: Der Einheitskreis im Dualraum ist schwach x-kompakt.

Beweis: In (24.10) wihlen wir ¢ := || ||; unter Beachtung von
{o/ e B ||| <1} = {feE :VaeE |fo|<|z|};

. . v . .

ist nach (24.10) die £. S. o(E*, E)-kompakt. o(E', E) = o(E*, E) g liefert die Behaup-

tung. U
Der Satz hat ein breites Spektrum von Anwendungen: So etwa in der Theorie der BANACH-Algebren
und der Spektraltheorie hermitescher und unitérer Operatoren. In der Statistik wird er beispielsweise

herangezogen fiir den Nachweis der Existenz eines optimalen «-Niveau-Tests fiir Testprobleme mit
zusammengesetzter Hypothese und einfacher Alternative.

24.12 Fol
olgerung Vor.: E reflexiver K-BR

Beh.: {x € E: ||| < 1} ist schwach-kompakt.

Die Umkehrung zu (24.12) gilt auch: ohne Beweis

Es seien wieder E ein K-VR und I' C £*.
Bezeichnung FiurM C E: M ,o(I')-beschrinkt®: <= V¢ € I' ¢ M beschrankt

(€2 vueU™ 3IxeK MCAU)
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24.13

a) E K-NVR und M C E : M beschrinkt <= M schwach-beschrinkt

b) E K-BR, M C E': M beschrinkt <= M schwachx*-beschrdnkt
Beweis: ,=—=“ (in a) und b)): v/ a), ,<=“: (22.3) b), ,<=*: (22.2) O

24.14 Folgerung

Vor.: E K-BR, M C E'

Beh.: M schwach-kompakt <= M beschrinkt N M schwachx-abgeschlossen

Beweis:

,=="“: M ist schwach x-abgeschlossen, da (nach (24.2) und (24.5)) (E',0(E', E)) ein
HdR ist. Fiir z € FE ist sx: (E',O(E',E)) — K stetig, also sxM kompakt
und somit beschrénkt; nach (24.13.b) daher: M beschrankt

,<—"“ Es existiert n € N so, dafl H%MH <1 (mit M ist auch %M o(E', E)-
abgeschlossen); mit (24.11): M (also auch M) o(E', E)-kompakt O

Wir haben uns in diesem Abschnitt auf wenige exemplarische Uberlegungen zu schwachen Topologien
beschrinkt. Dabei haben wir — aus didaktischen Griinden — (wie im gesamten funktionalanalytischen
Teil) nur NVRe zugrundegelegt. Neben vielen wichtigen Anwendungen, in denen ,topologische VRe‘
auftreten, die nicht (halb-)normierbar sind, sind auch die schwachen Topologien [und die Aussagen
zu Produktriaumen: (19.4)] ein starkes Argument fiir die Beschiftigung mit allgemeinen (zumindest
lokal-konvexen!) topologischen VRn!

25 Hilbertraume
Es seien K € {R,C} und H ein K-VR.

Bezeichnung (, ): Hx H — K heiit ., Semi-Skalarprodukt® (auf H)
w
v genau dann, wenn (fiir alle x,y, 2z € H:)

(,y) — (z,y)
(-,z) linear (also (ax+y,2) = alx,z) +{y,z) (. ))
(w,y) = (y,2) und
(x,x) € [0,00] gelten.

Ein Semi-Skalarprodukt ( , ) heifit ,Skalarprodukt genau dann, wenn
statt der letzten Eigenschaft sogar (x,x) € 10, 00| fiir x # 0 gilt.

Im Folgenden sei ( , ) ein Semi-Skalarprodukt auf H.
25.0 Trivialitdt (z,ax +vy) = a(z, )+ (z,v) (...)
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Bezeichnung H > z,y ,orthogonal®: <= zly:<= (z,y) =0,
Izl = (=)' (€ H),
fiir eine nicht-leere Menge [ und x; € H fiir i € I:
(x;) ,orthonormal® (,Orthonormalsystem*, ,ONS*)
L= (v,x5) = 6, (i,j€l)

25.1 Bemerkung

Vor.: I nicht-leere Menge; (x;), ONS; y € H; I D J endlich, a; € K (i € J)

Beh: ) Ju=Sam| = Il = Slwadl + T fas = 20
b) £.S. (strikt) minimal <= o; = (y,z;) (i€ J)
o) o= Stwada| = 1ol = = [zl

2
) | Saiw| = Sl
J J

Beweis: a) == b), ¢), d)

a) 0.5 = |y - %:ai<xi,y> — %:m-(y,:m T ;m2 LS. O

25.2 Folgerung

Vor.: I nicht-leere Menge; (x;), ONS; y € H

Beh.: a) > |y, z)[* <|lyl* (BESSEL-Ungleichung)
T

b) {iel:(yx;)#0} ist abzihlbar.

Dabei ist > o, := sup{> a; : I D J endlich} fiir oy € [0, 00| gesetzt.
T 7

Beweis: a): nach (25.1.c)
b): nach a) ist fiir jedes n € N ist die Menge {i € I : [(y,z;)| > 2} endlich
(:> Behauptung) O
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25.3 Bemerkung

Fiirx,y € H:

a) [{z,y)| < |zl ly| (ScEwaRz-Ungleichung)

b) || ||: H—[0,00] ist eine Halbnorm.

b’) || || ist genau dann eine Norm, wenn ( , ) ein Skalarprodukt ist.

¢) llz+yl? + lz—yl* = 2(]|=z|*+ lyl|*) (,Parallelogramm-Gleichung®)
9 4-(oy) = le+yl’ — le—ylP, fallsK=R

(,,Polarisierungsformeln“)

3
4-(z,y) = Y iz + i"y|?, fallsK=C
n=0

Beweis:
a): Falls ||z]| = |ly]| =0: Mit a:= (z,y):
0 < llo—ayll? = ol —ae,y) — alyz) + ol lyl? = —20(z,y)P

Sonst: (E ||z|| > 0;in (25.2 a) I := {1} und z; := ﬁaz betrachten
b): [|z|]| > 0 und ||az|| = |af ||z|| fir « € K: v

e+l = (@ +y.2+9) < el + 20w ol + Il € (lal+ o))
b): v
¢): oon
d): Ubung (11.1.a) U stellen!

Ist (X,||'||) ein komplezer NVR, der die Parallelogramm-Gleichung erfillt, so wird
durch die (2weite) Polarisierungsformel ein Skalarprodukt ( , ) definiert, dessen indu-
zierte Norm gerade || || ist. Ubung (11.1.b) U stellen!

25.4 Bemerkung (, ) : Hx H — K st stetig.

Beweis:  Aus (25.3 a) oder aus (25.3 d) (mit der Stetigkeit von || ||) ablesen. O
Bezeichnung

(H,< , >) ,Pri-HILBERTraum* : <= H K-VR und ( , ) Skalarprodukt auf H

(H,< , >) LSHILBERTraum“ (,(H )-Raum*, HR®) : <=
(H,(, )) Pra-HiLBERTraum und (H, ( , )) vollsténdig (also BR).”

*d.h. (H,| ||) ist vollsténdig (mit der zu ( , ) gebildeten Norm | ||) .
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Beispiele

(Bl) neN; firz=(z1,...,2,), y= (y1,-..,yn) € K"

) = S
v=1

Speziell fiir K = Rund n = 3 also das ,iibliche' Skalarprodukt im R3.

(B2) —oo<a<b<oo;fiir f,g e C¥a,bl:

(f.9) = / f(2)g(@) da

(B3) Fiir z,y € {5 : (x,y) = an%
n=1

In (B1), (B3) hat man HRe; (B2) ist ein Beispiel fiir einen Pra-HR, der nicht HR ist.
Wiirde man in (B2) statt C*[a, b] die Menge der (K-wertigen) RIEMANN-integrierbaren
Funktionen zugrundelegen, so erhielte man ein Semi-Skalarprodukt, das nicht Skalar-
produkt ist.

25.5 Vervollstindigung

Ein Pri-HILBERTraum (H,{ , )) laft sich (z B. nach (21.2)) als K-NVR ver-
vollstindigen; die Vervollstindigung ist dann in natirlicher Weise ({ , ) stetig fort-
setzen!) HILBERTraum.

Bezeichnung Unter der Voraussetzung
(E,| ||) K-NVR, 0 AU CE, f€E

heifit ein g € U mit
If =gl = d(f,U)

,Proximum®, ,,Minimallosung“ oder ,Element bester Approzimation“zu f beziiglich U.

Die allgemeine Fragestellung wird in der Approzximationstheorie untersucht; im HR-Fall erhalt man
recht einfach dazu den

25.6 Satz

Vor.: (H,( , )) HR; H D F abgeschlossen, konvex, # ()

Beh.:VxeH 3y, €F |z—y.| = d(z, F)
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Anmerkung Weder die Voraussetzung der Abgeschlossenheit noch die der Konvexitat
von F' lassen sich ersatzlos streichen: ooo

Wir zeigen zum Beweis zunéchst einen kleinen Hilfssatz

Vor.: (H,( , )) Pri-HILBERTraum; H D F # () ,mittelpunktkonvez’,
dh z,ye F = L(z+y)€F
r € H, (y,) € FN mit ||z —y,|| — d(z, F)

Beh.: (y,) ist eine CF.

Beweis: Fiir v,w € F hat man nach der Parallelogramm-Gleichung

2(v = 2l” + llz = wl*) = llv—wl* + v +w - 227,
1 2
also v —wl|?® = £.5. — 4H§(v+w) —z|| < 0.5 — 4d? O
F
€

mit d := d(z, F). Fiir n,m € N gilt somit
lyn = ymll* < 2(llyn — 2 + |2 = yml*) = 4d® — 0 (n,m —00). O

Beweis des Satzes: Zu einem festen x € H existiert eine Folge (y,) € FN so, daf
|z — yn|| — d :=d(x, F) fir n — oo gilt. Nach dem Hilfssatz ist (y,) eine CF in
F, die einen Grenzwert y € F' hat (H ist ein HR, F' ist abgeschlossen). Die Stetigkeit
der Norm liefert d = ||z — y||. Die Eindeutigkeit liest man aus O ab. O

Bezeichnung Fir A,BC H und z,y € H:

AL B <= A,B ,orthogonal“ : <= Ya€ A VbeB alb,
Aly: <= Al{y},

r1B:<= {2} 1B,

At = {z eEH:z 1 A} ,Orthogonalraum zu A“

25.7 Satz

Vor.: (H,( , )) Pri-HR, U Unterraum von H, f € H; ge U

Beh.: g Prozimum zu [ beziiglich U <= f—qg L U

Beweis:

-~ ~

=% FirgeU: [f-gl> = f-9+@G@-9) " = IIf =9I+ g9l
U
S
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,—": Sonst existiert ein g € U so, da} (f —g,9) = a #0; fir A € K:

1f= G- 29| = [[(f =9 + g’

eU
= 1=+ 2e Ao, 1~ 5) +
P = s =gl 0k =
=R S o

25.8 Bemerkung

Vor.: (H,{,)) Pri-HILBERTraum (also { , ) Skalarprodukt); A,B C H
Beh.: a) ACB = Bt c At; {0}t = H, H+ = {0}

b) AN ALt c {0}

c) AcC(AH)t =4t (ALAY)

d) At ist ein abgeschlossener UR von H .

) At = (a7t = (TA)

Beweis: a), b) c): v
d): A+ = (N Kemn(-,y) (und (-,y) € H' firy € H (nach (25.3.a))

yeA
e): mnach a) ist jeweils ,D“ gegeben. Al C (A)*+: v
Zu y € (A) existiert eine Folge (y,) € (AN mit y, — y; fir z € (A)" gilt
damit 0 = (z,y,) — (x,y), also = Ly. O

Im Folgenden sei (H,( , )) ein HILBERTraum.

25.9 Bemerkung

Vor.: M abgeschlossener Unterraum™ von H

Beh.: H = M+M~*, MNM* = {0}, M= ist ein abgeschlossener Unterraum von H .

Beweis: Nach (25.8) nur noch zu zeigen: H C M + M*.

Zu v € H existiert nach (25.6) das Proximum y, beztiglich M. Nach (25.7) gilt
T—y, € MY =y, + (r —y,) ist die gewiinschte Darstellung. UJ

25.10 Bemerkun I
S | Fir M c H gitt:  TM) = M*

*

unter diesen Voraussetzungen nennt man M auch ,orthogonales Komplement®.
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(25.80) ———1 1 (258.)

Beweis: (M) C (M) M+ O

Daher noch zu zeigen: M**+ C (M): N := (M) ist ein abgeschlossener UR von H (dazu
(15.2.c) beachten). Fiir 2 € M+ existieren — nach (25.9) — 21 € N, 2o € N* mit
T =21 + T9; mit [

MY sz —2 = zpe NP =7 ML

also — nach (25.8b) — 2 — 21 =0,d.h. =12, € N = (M). O

25.11 Zusat
Hsate Vor.: wie in (25.9)

Bez.: Fiir x € H existieren — nach (25.9) — eindeutig
vy = Pr M, zo=:Qx €M+ mit v = 2, + .

Beh.: a) P ist linear mit P> = P.
b) [P <1, M#{0} = |P|| =
¢) Vo,ye H (Px,y) = (Px,Py) = (z,Py)
d) Vee H |z|* = |[Pz|® + [|Qz*

—_

a), b) zeigen: P ist ein Projektor (man vergleiche (23.8)).
Beweis: a): v/

d): [|z]]? = (Pz+ Qz, Pz +Qzx) < r.S.

b): nach d): [|[Pz| < ||z|| (z € H), also ||P|| <1; firaze M gilt ||Pz| = |z||, also
|P|| > 1, falls M # {0}.

c): £.5. = (Pz, Py + Qy) = (Pz,Py) = (Px+ Qx, Py) = (z, Py) O
25.12 Anmerkung [n HILBERTrdGumen ist (20.3) (, HAHN-BANACH®) trivial‘:

Vor.: M Teilraum von H, f & M’

Beh.: Es existiert eine Fortsetzung F € H' von f mit |F| = ||f|| -

Beweis: Zu f existiert f; € M’ mit f; Ju = f (stetige Fortsetzung auf die abgeschlos-

sene Hiille), dann ||| < || fi]l. Mit P zu M gemiB (25.11): F := f; 0 P € H' erfiillt
die Behauptung: v/ O
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25.13 Satz von RIESZ - , )
a) Firy e H ist py:=(-,y) € H mit ||oy| = |yl -

b)VfeH JyeH [=py

Beweis:
(25.3 a) ,
a): [(ey)z| =[x, y)| <zl [yl = ¢y € H und |loy|| < |lyll;

eyl = [y, »)| = llyll* zeigt leyl > [l -

b): (B f # 0: Dann ist M := Kern f ein abgeschlossener UR von H mit M # H, also
M* # {0} (nach (25.9)). Wihle ein @ € M* mit ||a|| = 1; fiir beliebiges = € H
und u(z) = (fx)a — (fa)x (€ H) hat man fu(xz) =0, also u(x) € M und somit

O (u(x),a) = 0.

~—~
llall=1 =Y

Daher fx ? fx{a,a) 2 falz,a) = (z, faa).

Eindeutigkeit: v/ O

25.14 Zusatz Die in (25.13) definierte Abbildung ¢: H > y — (-,y) € H' ist
bijektiv, normerhaltend und konjugiert-linear:, d. h.:

elay+y2) = apyr +oye (€K y,y2 € H).
Beweis: v ]

25.15 Folgerung Jeder HILBERTraum ist reflexiv.

Beweis: Es sei '€ H". Gesucht ist ein x € H mit »x = F, d.h. fir alle 2’ € H’

2’z = Fz'; nach (25.13) ist dies dquivalent zu:

Vye H F(py) = (py)z = (z,9) = (y,2) = (p2)y,

also weiter dquivalent zu:

Vye H (pr)y = Flpy).

Die Abbildung H 3> y — F(py) € K ist (nach (25.14)) linear (und beschrénkt);
daher folgt die Existenz von x nach (25.13.b). O

Im Folgenden seien noch I nicht-leere Menge und (z;) ein ONS.
Bezeichnung
(xi)l heifit ,vollstandig* oder ,Orthonormalbasis® ,ONB* : <=

(zi), ;mazimales’ ONS.
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Bei den im néchsten Satz auftretenden Reihen ist entweder (25.2.b) zu beachten (~
unbedingte Konvergenz) oder — schoner — die folgende Definition von ,Summierbar-
keit“ heranzuziehen:

Definition

Voraussetzung: (E,|| ||) K-NVR, I nicht-leere Menge, v; € E (i € 1), x € E

S =i e= Ve > 031 (endlich, C 1)V J (endlich, c[,gfo))zxi - ;1:‘ <¢
J

I

25.16 Satz

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
a) (x;) ist eine ONB.

b)YVye H y = > (y,x)a; ,» FOURIER-Entwicklung**
T

C) vxvy €H <$,y> = ZI:<'T7:CZ> <:cl,y>

d)Vye H |y|* = > |{y, z:)|? ,PARSEVAL-Gleichung*
1

e) ({x; i€ l}) ist dicht in H .

Anmerkung

Die Konvergenz der Reihe in b) folgt mit

2
(25.1.d)
| St =03 1w
J J

(fiir I D J endlich) aus (25.2.a) und der Vollsténdigkeit von (H, || ||) . Die Konvergenz
der Reihe in c) folgt mit der HOLDER-Ungleichung fiir £, (und (25.2.a)). Die Reihe in
b) ist unbedingt konvergent, nicht notwendig absolut konvergent. Die Reihe in c¢) ist
absolut konvergent.

Beweis (von (25.16)): ¢) = d): v

Im Folgenden sei J eine endliche Teilmenge von [:

b) = c¢): <Z(:c,xi)xi,z<y,xj>xj> L > (x, x;) (x4, y); mit der Stetigkeit von ( , )
7 7 7
folgt die Behauptung.

®=¢WM—;mmmf@WMW—;mmv

* Die Koeflizienten (y, z;) heifien ,, FOURIER-Koeffizienten® (zu .. .).
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a) = b): Fiir z := y— (y,2;) ; (Anmerkung beachten!) hat man (mit der Stetig-
T

keit von ( , }): (z,z;) =0 fiir alle j € I und somit — da (z;) mazimales
ONSist — z=0.

b) = e): v

e) = a) v €{x;:iel}t e (<{$i:iel}>>L o gL — {0}: =0 O
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