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1. Übung zur Analysis IV

Die folgendenAufgabensind zum Vortragenin denÜbungstundenam 14.5.2003vorzubereitenund,
soweit schriftlich bearbeitet,bis zum 12.5.2003um 10:00 Uhr in die jeweiligen Gruppenbriefkästen
einzuwerfen.

(1.1) Es seienn ��� , 0 � p � 1 und Np : � n ��� 0 � ∞ � definiert durch Np 	 x 
 : � ∑n
i � 1  ξi  p für x �

	 ξ1 ��������� ξn 
 � � n .

(a) ZeigenSieNp 	 x � y 
�� Np 	 x 
�� Np 	 y 
 für alle x � y � � n . Ist Np eineNorm?

(b) Essei � x � p : � Np 	 x 
 1� p für x
� � n . Ist ��� p : � n ��� 0 � ∞ � eineNorm?

(c) ZeigenSie,daßdp 	 x � y 
 : � Np 	 x � y 
 eineMetrik auf � n ergibt.

(d) ZeigenSie,daßfür alle x � xk
� � n 	 k ��� 
 gilt: � x � xk � p � 0 ��� dp 	 x � xk 
 � 0.

(e) SkizzierenSieEp : ��� x �� 2 : � x � p � 1 ! für p � ε � 12 � 1 � 2 � 1ε � ∞ mit ‚ganzkleinem‘ ε " 0.

(1.2) Esseien0 � p � 1 undNp : �$# �%� 0 � ∞ & definiertdurchNp 	 x 
 : � ∑∞
i � 1  ξi  p für x � 	 ξn 
 � �$# .

Damit sei ' p : ��� x � � # : Np 	 x 
(� ∞ ! .
(a) ZeigenSie,daß' p einVektorraumist.

(b) Essei � x � p : � Np 	 x 
 1� p für x � ' p. ZeigenSie ' r ) ' s und �*� s �+�,� r für 0 � r � s � 1.

(c) ZeigenSie,daßdp 	 x � y 
 : � Np 	 x � y 
 eineMetrik auf ' p ergibt.

(d) ZeigenSie,daßfür alle x � xk
� ' p 	 k ��� 
 gilt: � x � xk � p

� 0 ��� dp 	 x � xk 
 � 0.

(1.3) Esseien0 � p � q � r � ∞ mit 1
r � 1

p � 1
q . ZeigenSie,daßxy � ' r und � xy � r �-� x � p � y � q gilt für alle

x
� ' p undy

� ' q.

(1.4) ZeigenSie,daßdie Inklusion ' r ) ' s für 0 � r � s � ∞ echtist.

(1.5) In derVorlesungwurdegezeigt,wie manauseinerTopologie . eineFamilie / 	 .0
 von Umge-
bungssystemen/ x der Punktex deszugehörigenRaumserhält,für die (U0)–(U4) ausSatz1.5
gelten.Für semimetrischeRäumewurdegezeigt,wie manumgekehrtvon denε-Umgebungenzu
einerTopologiekommt.Dasletztereläßtsichnochabstrahieren.ZeigenSie:

(a) Ist 1 einenicht-leereMenge,und hat manzu jedemx
� 1 eineMenge / x )32 	 14
 mit

(U0)–(U4),dannist . 	 /5
 : ��� O ) 1 : 6 x � O O � / x ! eineTopologieauf 1 .

(b) Ist 1 ein semimetrischerRaum,und setztman / x : �7� U ) 1 : 8 ε " 0 Uε 	 x 
 ) U ! für
x � 1 , dannerfüllendiese/ x die Forderungen(U0)–(U4).

(c) Esgilt . 	 / 	 .0
�
9�3. für jedeTopologie. .

(d) Esgilt / 	 . 	 /,
�
9�:/ für jedeFamilie / von Umgebungssystemenmit (U0)–(U4).

Drei Anmerkungen:1. Es ist nicht Pflicht, alle Aufgabenzu bearbeiten.2. Auch wer Aufgabennicht
schriftlichabgibt,darf gernevortragen.3. Esist willk ommen,wennLösungen/ Lösungsversucheschon
freitagsabgegebenwerden,damitmehrZeit zumDurchsehenbleibt.


