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1. Ubung zur Analysis IV

Die folgendenAufgabensind zum Vortragenin den Ubungstunderam 14.5.2003vorzubereiterund,
saweit schriftlich bearbeitetbis zum 12.5.2003um 10:00 Uhr in die jeweiligen Gruppenbriefkéasten
einzuwerfen.

(1.1) Esseienne N, 0< p< 1 undNp: K" — [0,0[ definiertdurch Np(x) := 3, [&i|P fur x =
(€1,-..,&n) € K.
(a) ZeigenSieNp(x+Y) < Np(X) + Np(y) fur allex,y € K. Ist N, eineNorm?
(b) Esseil|x||,:= Np(X)Y/P fur x € K. Ist | [p: K" — [0,00] eineNorm?
(c) ZeigenSie,daldp(X,Y) := Np(x—Y) eineMetrik auf K" emibt.
(d) ZeigenSie,daRfir allex,x € K" (k€ N) gilt: ||x— x|, = 0 <= dp(x,x) — 0.

(e) SkizziererSieE,:= {x € R?: |||, = 1} fur p=¢,3,1,2, §,e mit ,ganzkleinem'e > 0.

(1.2) Esseien0 < p < 1 undNp: KN — [0, ] definiertdurchNp(x) := 374 [&|P fur x = (&n) € KV,
Damitseifp ;= {x € KN : Ny(X) < co}.
(a) ZeigenSie,dal/, einVektorraumist.
(b) Essei||x||,:= Np(X)Y/P fiir x € £,,. ZeigenSiet, C Lsund|| [|s< || ||, fur0O<r <s< 1.
(c) ZeigenSie,daldy(x,y) := Np(x—Y) eineMetrik auf/, emgibt.
(d) ZeigenSie,daf¥fir allex,x € £p (k € N) gilt: [[x—xd|, = 0 <= dp(x, %) — 0.

(1.3) Esseien0 < p,g,r <comit { = £ + . ZeigenSie,dalxy € £ und||xy||, < [IXI[,[I¥llq gilt fir alle
X € Lpundy € 4.

(1.4) ZeigenSie,daldie Inklusion/, C £sfur 0 < r < s< oo echtist.

(1.5) In derVorlesungwurdegezeigtwie manauseinerTopologieQ eine Familie U(Q) von Umge-
bungssystemeiily der Punktex deszugehdrigerRaumserhalt, fur die (U0)—(U4) ausSatz1.5
gelten.Fir semimetrisch®aumewurdegezeigtwie manumgelehrtvon dene-Umgelungenzu
einerTopologiekommt. DasletzterelaRtsichnochabstrahierenzeigenSie:

(a) Ist 2R einenicht-leereMenge,und hat man zu jedemx € SR eine Menge Uy C P(R) mit
(U0)—(U4),dannist O(U) :={O C R :V¥xe O Oe Uy} eineTopologieaufA.

(b) Ist R ein semimetrischeRaum,und setztmanUy := {U C R : 3 € > 0 Ug(x) C U} fur
X € R, dannerfullendieselUy die ForderungerfU0)—(U4).

(c) Esgilt O(U(Q)) = O fiur jedeTopologieO.
(d) Esgilt U(O(U)) = U fur jedeFamilie U von Umgehungssystememit (U0)—(U4).
Drei Anmerkungen:l. Esist nicht Pflicht, alle Aufgabenzu bearbeiten2. Auch wer Aufgabennicht

schriftlich abgibt,darf gernevortragen 3. Esist willk ommen wennL6sungen Losungsersucheschon
freitagsabggebenwerden damitmehrZeit zum Durchseherbleibt.



