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11.Übung zur Analysis IV

Die folgendenAufgabensind zum Vortragenin denÜbungstundenam 23.7.2003vorzubereitenund,
soweit schriftlich bearbeitet,bis zum 21.7.2003um 15:00 Uhr in die jeweiligen Gruppenbriefkästen
einzuwerfen.

(11.1) Zu Bemerkung25.3derVorlesung.ZeigenSie:

(a) Wird eineNorm durchein Skalarprodukterzeugt,soerfüllt siedie Polarisierungsformel.

(b) Erfüllt eineNorm die Parallelogrammgleichung,dannwird durchdie Polarisierungsfor-
melein Skalarproduktdefiniert,dasdie Normerzeugt.

(c) Satzvon JORDAN / VON NEUMANN: EineNorm wird genaudanndurchein Skalarpro-
dukt erzeugt,wennsie die Parallelogrammgleichungerfüllt. DasSkalarproduktist dann
gegebendurchdie Polarisierungsformel.

(11.2) EsseienE undF normierteVektorräume.Für T � L
�
E � F � definierenwir

�
T � y ��� x : � y � � T x � �

x � E � y � � F ���	�
ZeigenSie:

(a) Hierdurchwird ein OperatorT � � L
�
F � � E � � (adjungierter Operator zu T ) erklärt.

(b) � : L
�
E � F ��
 T � 
�� T � � L

�
F � � E � � ist linearundisometrisch.1

(c) Ist G ein weiterernormierterVektorraumundS
�

L
�
F � G � , sogilt

�
ST � � � T � S � .

(11.3) Es seienH und K Hilberträume,dazuϕH : H 
�� H � und ϕK : K 
�� K � gemäß25.14der
Vorlesung.Für T � L

�
H � K � definierenwir T � : � ϕ � 1

H T � ϕK
� L
�
K � H � . ZeigenSie:

(a) Für alle x � H undy � K gilt � T x � y ����� x � T � y � .
(b) T ��� � T .

(c) � : L
�
H � K ��
 T � 
�� T � � L

�
K � H � ist bijektiv, konjugiertlinearundisometrisch.

(d) Ist G ein weitererHilbertraumundS � L
�
K � G � , sogilt

�
ST ����� T � S � .

(e) � T T � ����� T � T ����� T � 2
(f) kerT � � ranT ����� und kerT ��� � ranT ��� (ker: Kern,ran: Bild)

(11.4) EsseiH einHilbertraum.MannenntT � L
�
H � genaudannselbstadjungiert, wennT ��� T gilt,

d.h. � T x � y ��� � x � Ty � für alle x � y � H. ZeigenSie:

(a) Satzvon HELLINGER / TOEPLITZ: Ist T : H � H linear mit � T x � y �!�"� x � Ty � für alle
x � y � H, soist T stetig(alsoselbstadjungiert).2

(b) Ist T � L
�
H � selbstadjungiert,sogilt � T ��� sup#

x
#%$

1

& � T x � x � & . 3

(c) Im Fall '(�*) ist T � L
�
H � genaudannselbstadjungiert,wenn � T x � x � �,+ für allex � H.

1Tip: Für die IsometrieFolgerung20.5derVorlesungbenutzen.
2Tip: SatzvomabgeschlossenenGraphen.
3Tip: Parallelogrammgleichung,sieheetwa SatzV.5.7beiWerner. ;-)


