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11. Ubung zur Analysis IV

Die folgendenAufgabensind zum Vortragenin den Ubungstunderam 23.7.2003vorzubereiterund,
soweit schriftlich bearbeitetpis zum 21.7.2003um 15:00 Uhr in die jeweiligen Gruppenbriefk&sten
einzuwerfen.

(11.1) ZuBemerkung25.3derVorlesungZeigenSie:

(a) Wird eineNorm durchein Skalarprodukerzeugtsoerflllt siedie Polarisierungsformel.

(b) Erfallt eineNorm die Parallelogrammgleichunglannwird durchdie Polarisierungsfer
mel ein Skalarproduktefiniert,dasdie Norm erzeugt.

(c) Satzvon JORDAN / VON NEUMANN: Eine Norm wird genaudanndurchein Skalarpro-
dukt erzeugtwennsie die Parallelogrammgleichungrfillt. Das Skalarprodukist dann
gegebendurchdie Polarisierungsformel.

(11.2) EsseienE undF normierteVektorraumeFurT € L(E,F) definierenwir
(T'Y)x:=y(Tx) (xe E,y €F').
ZeigenSie:

(a) Hierdurchwird ein OperatorT’ € L(F',E') (adjungierter Operator zu T) erklart.
(b) ":L(E,F) > T+ T’ € L(F',E’) istlinearundisometrisch!
(c) IstG einweiterernormierterVektorraumundSe L(F,G), sogilt (ST)' =T'S.
(11.3) EsseienH und K Hilbertraume,dazu¢y : H — H’ und ¢ : K — K’ gemaR25.14der
VorlesungFiir T € L(H,K) definiererwir T* := ¢, T’ ¢k € L(K,H). ZeigenSie:
(a) Furallexe H undy € K gilt (Tx,y) = (X, T*y).
(b) T**=T.
(¢) *:L(H,K)> T+ T* € L(K,H) ist bijektiv, konjugiertlinearundisometrisch.
(d) Ist G einweitererHilbertraumundSe L(K,G), sogilt (ST)* =T*S".
@ [TT*| =TT = |T|?
(f) kerT = (ranT*)* und kerT* = (ranT)* (ker: Kern,ran Bild)

(11.4) EsseiH einHilbertraum.MannenntT € L(H) genawannselbstadjungiert, wennT* =T gilt,
d.h.(Txy) = (x, Ty) fur allex,y € H. ZeigenSie:

(a) Satzvon HELLINGER / TOEPLITZ: Ist T : H — H linear mit (Tx,y) = (x,Ty) fur alle
x,y € H, soist T stetig(alsoselbstadjungiert.

(b) IstT € L(H) selbstadjungiersogilt || T|| = sup [(Tx,x)|.3
<1

(c) ImFallK=C istT € L(H) genawdannselbstadjungiertyenn(Tx,x) € R fur allex € H.

1Tip: Furdie IsometrieFolgerung20.5derVorlesungbenutzen.
2Tip: Satzvom abgeschlossendBraphen.
3Tip: Parallelogrammgleichungieheetwa SatzV.5.7 bei Werner  :-)



