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3. Ubung zur Analysis IV

Die folgendenAufgabensind zum Vortragenin den Ubungstunderam 28.5.2003vorzubereiterund,
saweit schriftlich bearbeitetbis zum 26.5.2003um 10:00 Uhr in die jeweiligen Gruppenbriefkéasten
einzuwerfen.

(3.1) SindfolgendeAussagerir zwei Filterbaseri; undF, aufeinerMengeR immerrichtig?

(@ FL<F VIF<F
O F<FH AFR<FH = =

(3.2) MR seieinenicht-leereMenge.ZeigenSie:

(a) FurjedeFilterbasisF auf$R gilt:

F Ultrafilter <= VAC%® (A€F Vv AcT)

(b) FurjedenFilter F aufr gilt:

F Ultrafilter <= VA BC® (AUBeF = AcF v BeT)

(c) FuralleAC R qilt:
{A} Ultrafilterbasis <= #A=1 ([{x}] heiBtTrivialer Ultrafilter.)

(3.3) ;B und G seiennicht-leereMengenund f : R — S. ZeigenSie:

(a) FurjedeFilterbasisF auf& mit 0 ¢ f~1(F) ist f~1(F) eineFilterbasisaufi .
(b) In (a) kann,Filterbasis“nichtdurch,Filter* ersetztwerden.

(c) FurjedeUltrafilterbasisF auffR ist f(IF) eineUltrafilterbasisauf&.

(d) In (c) kann,Ultrafilterbasis"nicht durch,Ultrafilter* ersetztwerden.

(3.4) Essei0 := {0} U{O C R : O héchstensbzahlbay.

(a) ZeigenSie,dalRO eineTopologieaufR ist.
(b) Charakterisiereiedie bzgl. O korvergentenFolgen.

(c) Esseif : (R,0) — (R,]| |) dieidentischeAbbildung.ZeigenSie,daRausx, — x in O stets
f(xn) = f(X) bzgl.| | folgt, aberf nirgendsstetigist. Die Folgenstetigkit impliziert also
i. a. nicht die Stetigleit.

(Bitte wenden)



(3.5) Diesist einemundgerechterBassungler Aufgaben(2.3.c)und(2.3.d).
X, §(X) und UE’E far f € F(X), 0 # B C X unde > 0 seienwie in Aufgabe(2.3), ebensadie
Semimetrikdg auf§(X) fur 0 # B C X. NachAufgabe(2.3.a)gilt
geUP® «— dg(f,g) <e

fur alle f,g € §(X) unde €]0,1[. WeiterseiB C P(X) mit Jgep B = X. Fur f € §(X) sowie
B D By endlichunde > 0 sei

U®® .= (| UP® unddamit U} := {U{*®:B > By endliche > 0}.
BelBo

NachAufgabe(2.3.b)ist U¥ eineUmgelungsbasisiir f, d.h. esist eineFilterbasisundderdavon
erzeugtd-ilter

Vi = [UF]

ein Umgelungssysteniir f, d.h. fir ihn gelten(U0)—(U4). GemaRAufgabe(1.5) gehdrtdazu
die TopologieQ(B) := Q(V®), genanntTopolagie der gleichmaRign Korvergenzauf Mengen
ausB. FurBy := {{x} : x € X} heiRtO(By) auchTopolaie der punktweiserKorvergenz

(a) ZeigenSie:Fur f, f, € §(X) (n € N) gilt
fn— f in OBp) <= VxeX fr(x) — f(x)

(b) T seieineFilterbasisauf F(X). DefinierenSie F(x) fur x € X auf naheligendeWeiseund
zeigenSie,dal’F(x) eineFilterbasisaufK ist unddafgilt:

F—f in OBp) <= VxeX F(x) — f(x)

ErklarenSie,wie manausdieserAussagealie AussageusTeil (a) erhalterkann.
(c) X seiuberabzahlbannd A := {x7 : X D T endlich}. ZeigenSie: 0 € A, aberesgibt keine
Folge(fn) in Amit f, = 0in O(Bp). Insbesonderst O(B,,) nicht metrisierbar

(d) ZeigenSie:Ist B hochstensbzahlbaralsoB = {B,: ne€ |} mit B, C X fir n € |, wobei
| =Noderl ={1,...,M} fir einM € N, sowird durch

1

n
n€2

dg(f,9) = ds,(f,9)  (f,g0€F(X))

eineMetrik auf §(X) definiert,die die TopologieO(B) erzeugtd.h. O(B) ist metrisierbar



