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3. Übung zur Analysis IV

Die folgendenAufgabensind zum Vortragenin denÜbungstundenam 28.5.2003vorzubereitenund,
soweit schriftlich bearbeitet,bis zum 26.5.2003um 10:00 Uhr in die jeweiligen Gruppenbriefkästen
einzuwerfen.

(3.1) SindfolgendeAussagenfür zweiFilterbasen
�

1 und
�

2 aufeinerMenge� immerrichtig?

(a)
�

1 � � 2 � � 2 � � 1

(b)
�

1 � � 2 � � 2 � � 1 ��� �
1 � � 2

(3.2) � seieinenicht-leereMenge.ZeigenSie:

(a) Für jedeFilterbasis
�

auf � gilt:�
Ultrafilter � � 	 A 
�� � A  � ���A  ���

(b) Für jedenFilter
�

auf � gilt:�
Ultrafilter � � 	 A � B 
�� � A � B  � ��� A  � � B  � �

(c) Für alleA 
�� gilt:�
A � Ultrafilterbasis � � #A � 1 ��� � x ��� heißtTrivialer Ultrafilter.

�
(3.3) � und � seiennicht-leereMengenund f : ������� . ZeigenSie:

(a) Für jedeFilterbasis
�

auf � mit /0   f ! 1 " �$# ist f ! 1 " �$# eineFilterbasisauf � .

(b) In (a) kann„Filterbasis“nichtdurch„Filter“ ersetztwerden.

(c) Für jedeUltrafilterbasis
�

auf � ist f " �$# eineUltrafilterbasisauf � .

(d) In (c) kann„Ultrafilterbasis“nicht durch„Ultrafilter“ ersetztwerden.

(3.4) Essei % : � � /0 �&� � O 
�' : �O höchstensabzählbar� .
(a) ZeigenSie,daß% eineTopologieauf ' ist.

(b) CharakterisierenSiedie bzgl. % konvergentenFolgen.

(c) Essei f : " '(�)% # � " '(�+*,* # die identischeAbbildung.ZeigenSie,daßausxn � x in % stets
f " xn

# � f " x# bzgl. *-* folgt, aber f nirgendsstetigist. Die Folgenstetigkeit impliziert also
i. a.nicht dieStetigkeit.

(Bitte wenden)



(3.5) Diesist einemundgerechtereFassungderAufgaben(2.3.c)und(2.3.d).

X, . " X # undUB / ε
f für f 0. " X # , /0  � B 
 X und ε 1 0 seienwie in Aufgabe(2.3), ebensodie

SemimetrikdB auf . " X # für /0  � B 
 X. NachAufgabe(2.3.a)gilt

g  UB / ε
f � � dB

" f � g#32 ε

für alle f � g 4. " X # und ε 65 0 � 1 7 . Weiter sei 89
;: " X # mit < B =?> B � X. Für f 4. " X # sowie8A@B8 0 endlichundε 1 0 sei

U > 0 / ε
f : � C

B =?> 0

UB / ε
f unddamit D > f : �FE U > 0 / ε

f : 8A@�8 0 endlich� ε 1 0 GIH
NachAufgabe(2.3.b)ist D > f eineUmgebungsbasisfür f , d.h.esist eineFilterbasisundderdavon
erzeugteFilter J >

f : � � D > f �
ein Umgebungssystemfür f , d.h. für ihn gelten(U0)–(U4).GemäßAufgabe(1.5) gehörtdazu
die Topologie % " 8 # : � % "

J > # , genanntTopologie der gleichmäßigen Konvergenzauf Mengen
aus 8 . Für 8 p : � ��� x � : x  X � heißt % " 8 p

#
auchTopologie derpunktweisenKonvergenz.

(a) ZeigenSie:Für f � fn K. " X # " n ML # gilt

fn ��� f in % " 8 p
# � � 	 x  X fn " x# �N� f " x#

(b)
�

seieineFilterbasisauf . " X # . DefinierenSie
� " x # für x  X auf naheliegendeWeiseund

zeigenSie,daß
� " x# eineFilterbasisauf O ist unddaßgilt:� ��� f in % " 8 p

# � � 	 x  X
� " x# �N� f " x#

ErklärenSie,wie manausdieserAussagedie AussageausTeil (a) erhaltenkann.

(c) X seiüberabzählbarundA : � � χ PT : X @ T endlich� . ZeigenSie:0  Ȧ, aberesgibt keine
Folge " fn # in A mit fn � 0 in % " 8 p

#
. Insbesondereist % " 8 p

#
nichtmetrisierbar.

(d) ZeigenSie: Ist 8 höchstensabzählbar, also 8 � � Bn : n  I � mit Bn 
 X für n  I , wobei
I � L oderI � � 1 �QHQHQHR� M � für ein M ML , sowird durch

d> " f � g# : � ∑
n = I

1
2n dBn

" f � g# " f � g K. " X #Q#
eineMetrik auf . " X # definiert,die die Topologie% " 8 # erzeugt,d.h. % " 8 # ist metrisierbar.


