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5. Ubung zur Analysis IV

Die folgendenAufgabensind zum Vortragenin den Ubungstunderam 11.6.2003vorzubereiterund,
saweit schriftlich bearbeitetbis zum 10.6.2003um 10:00 Uhr in die jeweiligen Gruppenbriefkéasten
einzuwerfen.

(5.1) Wir versehert := C([0,1],R) mit derublichenNorm|| ||, . Fir f € Cundn € N sei

n
Baf)(¥) =5 (@)X QL-X" ()  (xe[o,1)
K=0
dasn-teBernstein-Blynomzu f. Desweiterenseifir n > 0
w(f,n) == supf|[f(x) - f(y)|:xy€[0,1], [x—y<n}
derStetigleitsmodulvon f. ZeigenSie:
(a) Furdie durchPy(x) := X fur x € [0,1] undk = 0, 1, 2 gegebenerPolynomeyilt

BiPo=Po , BaPi=P1 , BiP2=;Pi+"iP

Sl

unddamit E (M X (L—x)" k(K —x)2=1x(1-x).
Ko

(b) Furjedesf € C gilt ||Baf — fl,, < &(f, 55) + e 3

(c) SatzvonWeierstral
Fur —eo < a< b < » liegt die Mengeder Polynomeauf|a, b] dichtin (C([a,b],R), || ||, ) -

(d) Dasauf denBernstein-PolynomeberuhendeéApproximationserfahrenkornvergiert selbst
fiir sehr,schéne‘Funktionemurlangsamfirallen € N gilt || B,P, — Py||,, = .

(5.2) Essei(a,) eineCauchy-Blgein einemsemimetrischeRaum(fR, d). ZeigenSie:
(a) Besitzt(a,) einekorvergenteTeilfolge, sokonvemiert (a,) gegendengleichenGrenzwert.

(b) Esgibt eineTeilfolge (bx) von (a,) mit E O(by, br1) < .
k=1

Die umstehend@ufgabesiehtzwar nachviel Arbeit aus,die einzelnenTeilaufgabersind aber
rechteinfach.

(Bitte wenden)

Tip: f(x) — (Bnf)(X) = Sk... aufspalterin denTeil mit | £ —x| < % unddenTeil mit ... > ... .



(5.3) Essei(fR,d) einvollstandigemetrischeRaumundH(R) die Mengedernicht-leererkompakten
Teilmengenvon R, genannHausdorf-RaumzufR. Esseien

O(x,B) :=inf{d(x,y) :y € B} farx e R, Be H(R) ,
O(A,B) :=sup{d(x,B) : x € A} fr A,B € H(R) und
h(A,B) := 5(A,B) v 3(B, A) fiir A,B € H(%R) .

(a) VeranschaulicheBiesichdieseDefinitionen,undgebenSie eineeinfacheDarstellungvon
h(A, B) fur zwei beliebigekompaktereelleIntenalle A = [a;,a,] undB = [by,by] an.

ZeigenSie:

(b) Firallex € ;8 undB € H(fR) gibteseiny € B mit 8(x,B) = 8(x,y), d.h. in der Definition
von &(x, B) kannman,,inf* durch,min“ ersetzen.
Fur alle A,B € H(R) gibt esein x € A mit &(A,B) = 8(x,B), d.h. in der Definition von
o(A, B) kannman,sup‘ durch,max"“ ersetzen.
(c) Furalle A,B € H(2R) gibteseinx € Aundeiny € B mit (A, B) = d(x,y) .
Furalle A,B € H(:R) gibteseinx € Aundeiny € B mit h(A,B) = 3(x,y) .
(d) FurA,B e H(R) gilt i. a.nicht 8(A,B) = 8(B,A), d.h. disti. a. keineMetrik auf H(R).
(e) histeineMetrik aufH(R). (Hausdorf-Metrik; h(A, B): Hausdorf-Abstandvon A, B.)
(f) FuralleA,B e H(R) unda > 0 gilt

d(A,B)<a <= ACBq und
h(AB)<a <= ACBy ABCAq

mit derDefinitionMq := |J K furM C R.

xXeM

Damitkannmanzeigen daB(H(R),h) vollstéandigist. Fir eineCauchy-Blge (A,) in H(R) gilt:
An — {xeR:IxeA(keN), x— x}

Der Beweisist nicht zu schwierig,aberleider zu umfangreichfiir dieseUbung.
ZeigenSie:

(g) IstT: R — R eineKontraktion,sowird durchdurchT(A) := {T(X) : x € A} fir A € H(R)
eineKontraktionT : H(R) — H(9R) mit gleicherLipschitz-Konstantedefiniert.

(h) FiralleA,B,C € H(fR) gilt d(AUB,C) =d(A,C)vd(B,C).
FiralleB,C,D,E € H(R) gilt h(BUC,DUE) < h(B,D) vV h(C,E).

(i) SindSy,...,S: H(R) — H(R) Kontraktionemit Lipschitz-KonstanterP,, . .., P,, undde-
finiert manUiL; S: H(R) — H(R) durch(UL;S)(A) := UL, S(A), dannist UL, § eine
Kontraktionmit Lipschitz-Konstantenax(Py,...,Py) .

Zu KontraktionenTy,..., T, auf 98 gehorenauf dieseWeisealso Kontraktionenﬁ,...,ﬁ] auf
H(R) und damiteineKontraktion ", T; auf H(:R). NachdemFixpunktsatziir Kontraktionen
(9.1 derVorlesung)hatdiesegenaueinenFixpunkt A in H(fR). A hei3tAttraktor des iterierten
Funktionensystem@FS) T4,...,T,. DieseZusammenhangsind Grundlagevon Verfahrenzur
fraktalenKompressionDie Aufgabeist dann,zu einergegebenerMengeA C R Kontraktionen
T4,..., Ty aufR zufinden,fur die der Attraktor deslIFS geradeA ist oder,nahe’ (etwa bzgl. der
Hausdorf-Metrik) anAliegt. FurTy, ..., T, beschrankmansichauf Abbildungeneinerbestimm-
ten Art (etwa affine Transformationen)die sich durch wenige Parameterangeberiassen,und
versuchtatirlich,n klein zu halten.Der Parametersatzu Ty, ..., T ist eine(i. a. verlustbehafte-
te) komprimierteDarstellungvon B.



