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5. Übung zur Analysis IV

Die folgendenAufgabensind zum Vortragenin denÜbungstundenam 11.6.2003vorzubereitenund,
soweit schriftlich bearbeitet,bis zum 10.6.2003um 10:00 Uhr in die jeweiligen Gruppenbriefkästen
einzuwerfen.

(5.1) Wir versehenC : � C
���

0 � 1�����
	 mit derüblichenNorm ��� ∞ . Für f 
 C undn 
�� sei

�
Bn f 	 � x	 : � n

∑
k � 0

�
n
k � xk � 1 � x	 n � k f

� k
n 	 �

x 
 � 0 � 1��	
dasn-teBernstein-Polynomzu f . Desweiterenseifür η � 0

ω
�
f � η 	 : � sup��� f � x	�� f

�
y	�� : x � y 
 � 0 � 1����� x � y ��� η  

derStetigkeitsmodulvon f . ZeigenSie:

(a) Für die durchPk
�
x	 : � xk für x 
 � 0 � 1� undk � 0 � 1 � 2 gegebenenPolynomegilt

BnP0
� P0 � BnP1

� P1 � BnP2
� 1

n P1 ! n � 1
n P2

unddamit
n
∑
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�
n
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n � x	 2 � 1
n x
�
1 � x	 .

(b) Für jedesf 
 C gilt � Bn f � f � ∞ � ω
�
f � 1

4
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(c) SatzvonWeierstraß:
Für � ∞ % a % b % ∞ liegt die MengederPolynomeauf

�
a � b� dicht in

�
C
���

a � b�����
	&�'�(� ∞ � .

(d) Dasauf denBernstein-PolynomenberuhendeApproximationsverfahrenkonvergiert selbst
für sehr‚schöne‘Funktionennur langsam:Für allen 
)� gilt � BnP2 � P2 � ∞ � 1

4n .

(5.2) Essei
�
an 	 eineCauchy-Folgein einemsemimetrischenRaum

��* � δ 	 . ZeigenSie:

(a) Besitzt
�
an 	 einekonvergenteTeilfolge,sokonvergiert

�
an 	 gegendengleichenGrenzwert.

(b) Esgibt eineTeilfolge
�
bk 	 von

�
an 	 mit

∞
∑

k� 1
δ
�
bk � bk + 1 	,% ∞ .

Die umstehendeAufgabesiehtzwar nachviel Arbeit aus,die einzelnenTeilaufgabensind aber
rechteinfach.

(Bitte wenden)

1Tip: f - x.0/1- Bn f .2- x.43 ∑k 5�565 aufspaltenin denTeil mit 77 kn / x 7798 1
4
:

n
unddenTeil mit 5�565&;<56565 .



(5.3) Essei
��* � δ 	 einvollständigermetrischerRaumund = ��* 	 dieMengedernicht-leerenkompakten

Teilmengenvon
*

, genanntHausdorff-Raumzu
*

. Esseien

δ
�
x � B	 : � inf � δ � x � y	 : y 
 B  für x 
 * � B 
<= ��* 	 ,

δ
�
A � B	 : � sup� δ � x � B	 : x 
 A  für A � B 
(= ��* 	 und

h
�
A � B	 : � δ

�
A � B	�> δ

�
B � A	 für A � B 
(= ��* 	@?

(a) VeranschaulichenSiesichdieseDefinitionen,undgebenSieeineeinfacheDarstellungvon
h
�
A � B	 für zweibeliebigekompaktereelleIntervalle A � �

a1 � a2 � undB � �
b1 � b2 � an.

ZeigenSie:

(b) Für alle x 
 * undB 
�= �6* 	 gibt esein y 
 B mit δ
�
x � B	 � δ

�
x � y	 , d.h. in derDefinition

von δ
�
x � B	 kannman„inf “ durch„min“ ersetzen.

Für alle A � B 
A= ��* 	 gibt es ein x 
 A mit δ
�
A � B	 � δ

�
x � B	 , d.h. in der Definition von

δ
�
A � B	 kannman„sup“ durch„max“ ersetzen.

(c) Für alleA � B 
(= ��* 	 gibt esein x 
 A undein y 
 B mit δ
�
A � B	 � δ

�
x � y	 .

Für alleA � B 
(= ��* 	 gibt esein x 
 A undein y 
 B mit h
�
A � B	 � δ

�
x � y	 .

(d) Für A � B 
(= ��* 	 gilt i. a.nicht δ
�
A � B	 � δ

�
B � A	 , d.h. δ ist i. a.keineMetrik auf = �6* 	 .

(e) h ist eineMetrik auf = ��* 	 . (Hausdorff-Metrik; h
�
A � B	 : Hausdorff-Abstandvon A � B.)

(f) Für alleA � B 
(= ��* 	 undα B 0 gilt

d
�
A � B	C� α D�E A F Bα und

h
�
A � B	C� α D�E A F Bα G B F Aα

mit derDefinitionMα : �IH
xJ M

Kα
x für M F * .

Damitkannmanzeigen,daß
� = ��* 	&� h	 vollständigist. FüreineCauchy-Folge

�
An 	 in = ��* 	 gilt:

An �LK � x 
 * : M xk 
 Ak
�
k 
(�N	&� xk K x  

DerBeweisist nichtzu schwierig,aberleiderzu umfangreichfür dieseÜbung.

ZeigenSie:

(g) Ist T :
* K *

eineKontraktion,sowird durchdurch OT � A	 : � � T � x	 : x 
 A  für A 
<= ��* 	
eineKontraktion OT : = �6* 	�KP= �6* 	 mit gleicherLipschitz-Konstantedefiniert.

(h) Für alleA � B � C 
(= �6* 	 gilt d
�
A Q B � C 	 � d

�
A � C 	R> d

�
B � C 	 .

Für alleB � C � D � E 
(= ��* 	 gilt h
�
B Q C � D Q E 	S� h

�
B � D 	�> h

�
C � E 	 .

(i) SindS1 ��?�?�?T� Sn : = �6* 	CKU= ��* 	 Kontraktionenmit Lipschitz-KonstantenP1 ��?�?�?T� Pn, undde-
finiert man H n

i � 1Si : = ��* 	�KV= ��* 	 durch
� H n

i � 1 Si 	 � A	 : � H n
i � 1 Si

�
A	 , dannist H n

i � 1Si eine
Kontraktionmit Lipschitz-Konstantemax

�
P1 ��?�?�?T� Pn 	 .

Zu KontraktionenT1 ��?�?�?T� Tn auf
*

gehörenauf dieseWeisealso Kontraktionen OT1 ��?�?�?T�WOTn auf
= ��* 	 unddamiteineKontraktion H n

i � 1 OTi auf = ��* 	 . NachdemFixpunktsatzfür Kontraktionen
(9.1 derVorlesung)hatdiesegenaueinenFixpunktA in = �6* 	 . A heißtAttraktor des iterierten
Funktionensystems(IFS) T1 ��?�?�?T� Tn . DieseZusammenhängesind Grundlagevon Verfahrenzur
fraktalenKompression.Die Aufgabeist dann,zu einergegebenenMengeA F * Kontraktionen
T1 ��?�?�?T� Tn auf

*
zu finden,für die derAttraktor desIFS geradeA ist oder‚nahe‘ (etwa bzgl.der

Hausdorff-Metrik) anA liegt. FürT1 ��?�?�?X� Tn beschränktmansichaufAbbildungeneinerbestimm-
ten Art (etwa affine Transformationen),die sich durch wenigeParameterangebenlassen,und
versuchtnatürlich,n klein zu halten.DerParametersatzzu T1 ��?�?�?T� Tn ist eine(i. a.verlustbehafte-
te)komprimierteDarstellungvon B.


