Kapitel 1

Einfiihrende Uberlegungen

1.1 Erste Aspekte
Weas ist eine Differentialgleichung?
Welche Fragen stellen wir?
Mathematische Modellierung

1.2 Richtungsfelder
EULER-Polygonzugverfahren

Die Theorie der gewodhnlichen Differentialgleichungen ist eine der mathema-
tischen Disziplinen, in denen die Anwendbarkeit der Mathematik besonders
augenfillig zutage tritt.

Die Bedeutung der wechselseitigen Beziehungen zwischen der Theorie der
Differentialgleichungen und den Naturwissenschaften, oder — allgemeiner —
Wissenschaften, die die Erfahrung auf einer héheren Ebene als der rein be-
schreibenden interpretieren, kann nur schwerlich iiberschéitzt werden.

Die Theorie steht in andauerndem fruchtbaren Kontakt zu diesen Wissen-
schaften, wobei diese einerseits wertvolle Hilfe durch die Theorie der Diffe-
rentialgleichungen erfahren, andererseits die Theorie immer wieder mit kon-
kreten Fragestellungen neu beleben und fordern.

Dadurch ist dieses Gebiet weniger als manch andere Bereiche in der Mathe-
matik ausschliellich seiner Eigendynamik gefolgt und weniger in Gefahr,
durch ;mathematische Inzucht‘ in Richtung ,’art pour ’art“ zu degenerieren.

Um einen Eindruck von dem faszinierenden Anwendungsreichtum der Diffe-
rentialgleichungen zu geben, haben wir einige Beispiele zusammengestellt, die
aufzeigen, wie Forscher verschiedenster Gebiete Differentialgleichungen zur
Losung oder als einen Losungsversuch auch von ,real life‘-Problemen mitbe-
nutzen:

Schon der ganz einfache Fall 3y =ay (Anderung ist proportional zum Ist-
Zustand) erfafit so verschiedenartige Dinge wie z. B.:
Radioaktiver Zerfall [Zac]
Anfingliche Entwicklung einer Bakterienkultur [Ma/Mu]
|
]

Blutkonzentration eines Pharmakons nach intravenoser Injektion [F
Barometrische Hohenformel [Hai
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Zellwachstum? [Bat|
Stetige Verzinsung [Hof]

Man vergleiche hierzu insbesondere auch [Heu] und [Bra].

ay” +by +cy = f(z)

b=0, f=0: HookEsches Gesetz [Col]
Schwingendes Federpendel [Hof]
Schwingungen von Atomen und Molekiilen [Zac]
Elektromagnetische Schwingkreise (LQ +RQ+ % = Uy coswt) [Me]
Elektrische Polarisation [Ma/Mu]
Modell zur Diabetes-Aufdeckung (GTT) [Bra]
Y1 = —a1y

Yy = aay1—azys

Radioaktiver Zerfall von Mutter- und Tochtersubstanz [Ma,/Mul]
Futterdurchgang durch Wiederk&uermagen [Bat]

yll =ay1—by1y2
Yy = cyr1y2—dya

(kontinuierliches) Réuber-Beute-Modell [Had]
Verwendung von Insektenvernichtungsmitteln [Bra]
Zwei Parteien, die unabhiingig voneinander existieren kénnen, [Kn/Ka]

treten in Konkurrenz und schédigen sich gegenseitig.

y =kla=y)(b-y)
Chemische Reaktion, bei der sich Stoffe A und B zum Stoff C' (= y) [Zac]

zusammensetzen.

Y1 = —ay1y2
Yy = ay1y2—by
Y3 = by

Epidemie-Verlauf (y; anfiillig, yo infiziert, ys isoliert, immun oder tot) [Def]

v+ p Y1 — 1
yi =y + 2y — W 5z M PRCTY
[(y1 + p)* +y3]3 (1 — W) +y3l5
/ Y2 Y2

Yy = y2 — 2y1 — p —

[(y1 + )2 +y3]3 [(y1 — p')2 + 93]3

Bewegung eines Satelliten im Kraftfeld von Erde und Mond [Bu/St]
(unter vereinfachenden Annahmen)

! bis zu einer gewissen Grofle, dann Zellteilung
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1.1 Erste Aspekte

Was ist eine Differentialgleichung?
Es seien k€N, ® € Rx CF! und F: ® — C. Dann heifit

Flz,y,y,...,y®) =0 (%)

»gewohnliche Differentialgleichung®, kurz ,DGL“. Genauer bedeutet dies:

Gesucht sind ein Intervall?> J C R und eine k-mal differenzierbare Funktion
y: J — C mit:

(z,y(x),y'(2), ... ,yM(2)) €D und

F(z,y(z),y’(z), ,y(k)(x)) = 0 firalle x € J.
y heiBt dann ,Ldsung® von (x) (in J), in dlterer Literatur auch ,Integral®.
Man sagt auch ,,y erfillt die DGL“ oder .,y geniigt der DGL*.

Das Argument 148t man in der Notierung meistens — wie in () — weg.

Hangt F(tl, ,tk+2) in © effektiv' vom (k + 2)-ten Argument ab, so
wird k als ,Ordnung“ der DGL (x) bezeichnet.

Wir beschrianken uns weitgehend auf den ,expliziten® Fall, d. h. die DGL ist
nach der hochsten Ableitung der gesuchten Funktion aufgeltst, hat also —
mit einer geeigneten Funktion f — die Form:

y® = f(z,y,...,y* D)

Sonst sprechen wir von ,impliziten“ DGLen.

Bei einer gewdhnlichen Differentialgleichung ist eine Funktion einer Varia-
blen gesucht; anders als bei partiellen Differentialgleichungen, bei denen die
gesuchte Funktion von mehreren Variablen abhéngt.

In den folgenden Voriiberlegungen beschrénken wir uns auf den einfachen
Fall einer expliziten DGL 1. Ordnung

y = f(z,y) (®DCR%Lf: D —R).

2 Ein ,Intervall“ sei im folgenden immer ein echtes Intervall, d.h. eine nicht-
leere, nicht-einpunktige zusammenhingende — moglicherweise unbeschrinkte
— Teilmenge von R.
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Welche Fragen stellen wir?

Es stellen sich sofort zumindest die folgenden zentralen Fragen:

1) Existiert (lokal) eine Losung?

2) Falls ja: Wie gewinnt man eine Losung?

3) Falls ja: Eindeutigkeit? (bei gegebenem ,Anfangswert* (a,b) € )3
4) Maximale Losung (Existenzintervalle): Fortsetzung (von Losungen)
5) Abhéngigkeit der Losung(en) von ,Parametern’

6) Charakterisierung der Losung(en)

7) Qualitatives Verhalten

Erste Anmerkungen dazu:

Zu 1), 2):

Schon im einfachsten Fall |y/(z) = f(z)|, wo f nur von x abhéngt und ,lésen

das Aufsuchen einer Stammfunktion? bedeutet, sehen wir, daf die Gewinnung
einer Losung Probleme bereiten kann: Zwar kénnen wir fiir stetiges f eine
Losung durch y(z) = b+ [ f(t) dt sofort angeben; aber diese ist nicht immer
in ,geschlossener Form‘ durch bekannte elementare Funktionen darstellbar.
Dies ist aber wiederum auch nicht so schlimm; denn f; f(t)dt 148t sich
mit kontrollierbarer Genauigkeit berechnen. (Man vergleiche dazu etwa auch
die approximative Berechnung von sinz durch Partialsummen der definie-
renden Potenzreihe.) Dariiber hinaus hat LIOUVILLE (1841) gezeigt, dafl im
allgemeinen Fall viele Differentialgleichungen — z. B. die scheinbar harmlose
Differentialgleichung 3’ = 22 —y? — keine Losungen haben, die in geschlosse-
ner Form durch Integration aus elementaren und in der Differentialgleichung
selbst gegebenen Funktionen ausgedriickt werden kénnen.

Zu 3):

|y’ =vy (y=>0), y(0)= O| hat in [0, 00[ die Losungen

3 Gesucht sind ein Intervall I mit a € I und eine differenzierbare Funktion
y: I — R so, daB (z,y(z)) € Dund y'(z) = f(z,y(z)) fiir alle z € T sowie
y(a) = b gelten. Man spricht von einem , Anfangswertproblem“ oder einer ,An-
fangswertaufgabe“ ( ,AWP* oder ,AWA¥).

* In diesem Spezialfall wird die frithere Bezeichnung ,Integral® fiir eine Lsung
besonders verstéindlich.



1.1  Erste Aspekte 5

4
2 3
y(x) =0, y(r) = 7 und 7777 717
/
2
0, 0<z<a 1 /
ylz) = A2
R (AT R
o

0 1 2 3 4 5 6
fiir 0 < a < 00. Es gibt also lokal um 0 unendlich viele Lisungen!

In Abschnitt 2.1 werden wir sehen, dafl durch die o.a. Funktionen alle Losungen
erfafit sind.

Fiir diejenigen, die ein Faible fiir besonders Abartiges haben, sollten wir noch
sagen: Es gibt eine Differentialgleichung, die an jeder Stelle des R? lokal nicht
eindeutig 16sbar ist ([Har], LAVRENTIEFF (1925)).

Zu 4) — Existenzintervalle:

Die einfache AWA ‘y' =% y0)=c> O‘ hat die Lésung

C

= —— fiir —OO<3;‘<1.
1—cx c

y(x)
Dies zeigt: Allgemeine Existenzsitze sind notwendig von lokaler Natur.
Existenz ,im Groflen‘ kann nur unter zusétzlichen Bedingungen gesichert wer-
den.

Mathematische Modellierung

Ehe wir zu 5) etwas sagen, wollen wir uns ansehen, wie im Groben die Bezie-
hung zwischen Theorie und Anwendung ist — man spricht von Modellierung
oder Mathematisierung eines Problems. Bei der mathematischen Beschrei-
bung einer Fragestellung — etwa aus Naturwissenschaften, Technik, Medizin,
Wirtschafts- und Sozialwissenschaften — ist jeweils eine Darstellung gesucht,
die nur die als wichtig angesehenen Eigenschaften eines Vorbildes in einem
iiberschaubaren und mathematisch beherrschbaren geeigneten Modell wieder-
gibt. Ein solches Modell kann ein leistungsfahiges Werkzeug zum Verstindnis
der ;,Welt‘ sein und zu Vorhersagen und zur Kontrolle dienen.

Es handelt sich also um eine vereinfachende, schematisierende und idealisie-
rende Darstellung eines Objektes oder Objektbereiches, in der Beziehungen
und Funktionen der Elemente der Objekte — unter speziell vorgegebenen Ge-
sichtspunkten — deutlich herauskristallisiert und hinreichend gut beschrie-
ben werden.

Beobachtung, Erfahrung, Experiment, ... fiihren durch Idealisierung und
Isolierung zur mathematischen Formulierung des Problems.




6 Kapitel 1 Einfiihrende Uberlegungen

Nach ,,Ubersetzung® in die Sprache der Differentialgleichungen (diese be-
schreibt meist nur approximativ das Problem) ist dann zunéchst eine Lésung
— im Sinne von 1) — 4) — gefragt.

Die Ubertragung der aus der Modellierung gewonnenen Ergebnisse auf die
Wirklichkeit (Riickinterpretation) erfordert stets sorgféltige und kritische
Uberpriifung (Begrenztheit des Giiltigkeitsbereiches). Sie miissen interpre-
tiert, diskutiert und ausgedeutet werden. Die theoretischen Folgerungen sind
dann empirisch zu iiberpriifen. Sie bestéitigen im giinstigen Fall das Modell
oder widerlegen es, was eine bessere Modellierung und damit einen Neuansatz
erfordert.

Zu 5) — Abhingigkeit der Losung(en) von ,Parametern‘:

Die Abhéngigkeit der Losung von Eingabedaten ist daher von grofiter Wich-
tigkeit fiir Anwendungen: Die Anfangswerte a und b erhélt man etwa durch
Messen (Experiment), sie haben also nur beschrinkte Genauigkeit! Auch f
beschreibt oft nur angeniihert das Problem. Die Anderungen von a,b und f
beeinflussen die ,Lésung‘. Wie beherrscht man dieses Anderungsverhalten?
Bringen kleine’ Anderungen von a,b und f auch nur kleine Anderungen
der Losungen?

Beispiel: ¢y = —7% siny ~ —%y (einfaches Pendel)

Die rechte Seite der DGL f% siny wird — lokal um 0 — durch

den einfacheren Ausdruck —%y ersetzt.

Zu 6) — Charakterisierung der Losung(en):

Das breite Spektrum der Aussagen hierzu sei exemplarisch durch drei vollig
unterschiedliche mégliche Antworten angedeutet:

e Die Menge der Losungen ist ein Vektorraum. (Dies ist z. B. bei der homo-
genen linearen DGL (Abschnitte 2.3 und 4.2) der Fall.)

o Alle Losungen lassen sich durch Potenzreihen darstellen. (Hier ist dann ein
Potenzreihenansatz gerechtfertigt.)

e Die Losungen liegen zwischen einer minimalen und einer maximalen. (Man
vergleiche dazu etwa (B2) aus Abschnitt 2.1.)

Zu 7) — Qualitatives Verhalten

Nicht zu allen Differentialgleichungen kann eine analytische Losung gefunden
werden. Selbst aber, wenn eine solche Losung existiert, kann die zugehorige
JFormel* oder Beschreibung zu kompliziert sein, um daraus wichtige Eigen-
schaften der Losung zu entnehmen.
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Die qualitative Theorie der Differentialgleichungen beschéftigt sich mit dem
geometrischen Charakter von Losungen, speziell damit, wie charakteristische
Eigenschaften der Losung erschlossen werden kénnen, ohne die vorgegebene
Differentialgleichung zu l6sen.

So wird etwa in ,Phasenbildern‘ die ,Dynamik‘ spezieller Systeme visuali-
siert. Dabei untersucht man u.a. das Langzeitverhalten (x — 00), speziell
Fragen der Stabilitdt. So interessieren etwa bei Planetenbewegungen nicht
immer die genauen Bahnen, wohl aber die Stabilitdt des Planetensystems.
Entsprechendes gilt z. B. auch in der Biologie (Réuber-Beute-Modelle) und
in den Wirtschaftswissenschaften (Marktmodelle).

Wir gehen darauf allgemein kurz in Abschnitt 3.6 und speziell — fiir homo-
gene lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten — in
Abschnitt 5.3 ein.

1.2 Richtungsfelder

Wir betrachten hier die explizite DGL 1. Ordnung

yl = f(aja y) :

f ordnet jedem Punkt (x,y) (aus dem Definitionsbereich von f) eine Stei-
gung (Richtung) f(z,y) zu. Représentiert man diese Richtungen in ihren
Tragerpunkten durch kleine Geradenstiicke von eben diesen Richtungen —
sogenannte ,Linienelemente“ —, so erhélt man ein , Richtungsfeld“. Losun-
gen der DGL entsprechen ,Kurven‘, die ins Richtungsfeld hineinpassen, in
jedem ihrer Punkte also das dort vorgegebene Linienelement als Tangente
haben. Richtungsfelder — als geometrische Deutung von DGLen — dienen
nicht nur zu deren besserem intuitiven Verstandnis, sondern konnen den Cha-
rakter der Losungsgesamtheit aufzeigen und liefern zudem eine einfache gra-
phische Methode, um N&dherungslosungen zu finden.

Sehen wir uns einige Beispiele an:

1
a) Y =y—a b) Yy =gy
y y ,
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Die durchgezogenen Linien zeigen jeweils mogliche Losungskurven.

In b) hingt f nur von y ab, was sich natiirlich auch aus der Zeichnung
entnehmen 148t.

Im folgenden Beispiel ¢) sind die Losungen mit y(a) = b > 0 Halbkreise:
y(x) = Vr2 =22 (—r<ax<r) mit r := Va2 +b2:

r_ X / Yy
c) Yy =—= d =2
) m ) ¥ =2
Y
7 \ /
y \ I
\ I /
N \ ] 7
— | — N \ i /
// \\ N \ I J/
= N \ I
s y>0- -~ N N v 7
7 N N /7
/ / PR N N \ AN Vo ,/
Ve N \ |
/ // // //"‘\\\ \\ \\ \ \\\ V] 4 I>O
’ h s -7
/ A SN \ AN F -
AN U AN e
[, SRR BN 2
| \\ // | r - ——— N \\\\\\\\
z<0 /|\ =
\ \ / /
\ / / AN
\\ \\\ /// // // \\
y<0 ~[~ /
J v / \
N 7
~ ~

Bei d) ist die Lésung mit y(a) = b

y(x) = 21: (x >0).

(a > 0) gegeben durch die Halbgerade:

Euler-Polygonzugverfahren

Aus der geometrischen Beschreibung durch Richtungsfelder liest man eine
sehr einfache Methode zur ndherungsweisen Bestimmung einer Lésung direkt
ab. Man startet ,irgendwo‘, legt eine positive Schrittweite h fest und geht
dann jeweils in der am schon erreichten Punkt vorgegebenen Richtung ein
Stiick — der Lénge h in z-Richtung — geradlinig weiter:

Bei Vorgabe eines ,Startwertes’ (zo,yo) erhilt man so den Polygonzug durch
die Punkte (2, yn), wobei

Ty = Xo + nh, Yn+1 = YUn + f(xnvyn) h (TL € NO) :
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Beispiel |y’ = i:c, y(0)=0;20:=yo :=0, h :=1

Dieses Beispiel ist bewuft einfach gehalten, damit die Steigungen und Funk-
tionswerte noch durch Handrechnung leicht nachvollzogen werden kénnen.

4

3 /
/

2

1 yd

0 =

0 1 2 3 4 5 6

Das so erhaltene Verfahren wird Fuler-Polygonzugverfahren, auch Cauchy-
Polygonzugverfahren, Euler-Cauchy-Polygonzugverfahren oder nur Fuler-Ver-
fahren genannt. Es ist eines der dltesten und einfachsten ,Einschrittverfahren’
zur nédherungsweisen Losung einer AWA.

Auf numerische Gesichtspunkte dabei — etwa Einflufl der Schrittweise und
Verhalten fiir groffe n — gehen wir an dieser Stelle nicht ein.




10 Kapitel 1 Einfiihrende Uberlegungen

| Historische Notizen I

Leonhard EULER (1707-1783)

Mathematiker und Phy-
siker, geb. 15. 4. 1707 in
Basel, gest. 18.9.1783 in St. Pe-
tersburg. Er war wohl der bedeu-
tendste Mathematiker des 18. Jahr-
hunderts. Ne- ben der Ma-
thematik hat- te er stets ein
weites  Spek- trum von An-
wendungen im Blick. Trotz sei-

ner Erblin- dung im Jah-
re 1766 war ‘ er bhis zu
seinem Tod ™S wissenschaft-

lich tétig. Ausdruck seiner Vielsei-
tigkeit und Kreativitdt sind die
zahlreichen Begriffe, Methoden
und Sitze, die mit seinem
Namen verbunden sind.

Augustin Louis CAUCHY (1789-1857)

Franzosischer ~ Mathemati-
ker, geb. 21.8.1789 in Paris,
gest. 22.5.1857 in Sceaux. Er hat-
te wesentlichen Anteil an der Ent-
wicklung und Prézisierung der Analy-
sis im 19. Jahr- hundert. In sei-
nem ,Cours d’Analyse  de
I'Ecole Po- lytechnique”
wurden vorher nur intuitiv be-
nutzte Begriffe von ihm exakt
erfaflt, so der Grenzwertbe-
griff, Ableitung und Integral.
Seine Interessen- und Arbeitsge-
biete waren sehr breit angelegt. Sein
Name wird heute vor allem mit
den Gebieten Analysis, Funk-
tionentheorie und Differenti-
algleichungen  verbunden.




