3 Funktionen Version 22.09.19

Der Funktionsbegriff ist grundlegend fiir die Mathematik. Wir geben direkt die

Definition 3.8. Es seien X und Y Mengen. f ist Funktion(X,Y’) genau dann,
wenn

e f hat die Definitionsmenge Def(f) := X
e zu f und x € Def(f) gibt es ein Element f(x)
e die Menge aller f(x), die sogenannte Bildmenge von f, kurz Bild(f), ist

Teilmenge von Y

Fiir ,, f ist Funktion(X,Y)* schreiben wir
f: X =Y,

was wir als ,, f ist Funktion von X nach Y lesen. Die Menge Y bezeichnen wir
auch als Zielmenge. Die Zuordnung von f(z) zu einem = € Def( f) notieren wir als

z = f(z),
was wir als ,z wird auf abgebildet auf f(z)“ lesen.
Fiir das erste Beispiel sei k € Z. Wir betrachten

f:7Z—7Z
k.

Dies ist eine Funktion von Z nach Z. Jedes x wird auf k abgebildet. Es handelt
sich hier um eine konstante Funktion.

Fiir gewohnlich wird explizit eine Vorschrift angegeben, wie aus einem gegebenen
x € Def(f) der zugeordnete Wert f(x) ,,berechnet* wird, z. B.

f:7—7Z

T — .

Unter f wird hier = auf sich selbst abgebildet, wir sprechen an dieser Stelle von
einer identischen Abbildung.
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Ein weiteres Beispiel ist

f:Z—-7
T — 2r+ 1.

Folgendes Beispiel illustriert, dass die blole Angabe einer Definitionsmenge, einer
Zielmenge und einer Zuordnungsvorschrift nicht unbedingt eine Funktion liefert.
Hierzu sei

f:Z—>Nuzx— —x.
Fiir z € Nist nun f(x) € N und damit ist f : Z — N keine Funktion.

Es folgt eine weitere wichtige

Definition 3.9. Es sei f : X — Y eine Funktion und A € P(X). f[A] € P(Y)
gegeben durch
[IA = {f@)lae A} = {ye Y :Fae A:y = f(a)}

ist das Bild von A unter f.

In diesem Kontext gilt

Satz 3.1. Es sei f: X — Y eine Funktion und A;, Ay € P(X). Dann gilt
(1) flA1UAs] = flA] U f[As]
(i) f[A; N Ag] C f[A] N fIAs].

Wir zeigen (i). Es sei also f : X — Y eine Funktion und A;, Ay € P(X). Wir
zeigen zunéchst

fl[A1 U Ay] C f[A1] U f[Aq].

Sei y € f[A1 U Ay], somit gibt es ein a € A1 U Ay mit f(a) =y. a € A U Ay ist
eine Abkiirzung fiir
(a € Al) V (a € Ag)

e Im Fall a € A, ist y € f[A], also ist (y € f[A1]) V (y € f[A2]).
e Im Fall a € Ay ist y € f[Ay], also ist (y € f[A1]) V (y € f[As]).
Ingesamt ist (y € f[A1]) V (y € f[Aq]), d.h.

y € (fA] U flA2]).
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Da y beliebig gewéhlt war, gilt
flA1U Ag] C flA1] U f[As].

Wir zeigen nun

flA1] U flAo] C flA1 U Ay
Sei nun y € f[A;] U f[A,], d.h.

(y € flAD) V (y € flA2])-

e Im Fall von y € f[A;] gibt es ein a € A; mit f(a) =y.
Alsoist a € A; U A,.

e Im Fall von y € f[A5] gibt es ein a € Ay mit f(a) = y.
Also ist a € Ay U A,.

Insgesamt gibt es ein a € A; U A mit f(a) = y. Daraus folgt y € f[A; U As).
Also gllt f[Al] U f[AQ] C f[Al U A2] [ ]
Fiir den Beweis von (ii) siehe Aufgabe 3.2.

Bei einer gegebenen Funktion f : X — Y und vorgegebener Teilmenge B C Y
ist es eine wichtige Fragestellung, welche x € Def(f) ein zugeordnetes f(x) in B
haben. Die Antwort gibt die Urbildfunktion:

Definition 3.10. Es seien X,Y Mengen und f : X — Y eine Funktion. f~!
gegeben durch

f1PY) = P(X)
“B] s {x € Def(f) : f(z) € B}

f
ist Urbildfunktion(f). A € P(X) ist Urbild(B) fir B € P(Y) unter f genau
dann, wenn f![B] = A.

Wir betrachten hierzu folgendes Beispiel

fiZ—7Z

$F—>£I?2.

Es gelten beispielsweise
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o S = (2.2
.« (-1 =2
.« IB) =2

e f71{0,1,2,3,4,5}] = {—2,—-1,0,1,2}.
Es gilt folgender

Satz 3.2. Es seien f: X — Y eine Funktion und By, By € P(Y). Dann gilt
(i) fTHB1U By = fHBi] U f7[By]
(11) f_l[Bl N BQ] == f_l[Bl] N f_l[BQ].

Wir zeigen (i). Es seien f : X — Y eine Funktion und By, By € P(Y)). Ferner
sei x € f71[B; U By, dies ist eine Abkiirzung fiir

f(x) € (B U By),
was wiederum eine Abkiirzung ist fiir

(f(z) € By) V (f(z) € By)
S @ e BV (ze f[B]) &z (f[B]UST[B)

Da z beliebig gewahlt war, gilt
fTUBIU By = fTHBiU f7![By]. m

Fiir den Beweis von (ii) siehe Aufgabe 3.3.

Wir fassen zusammen:
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Ausdruck | Aussprache Bedingung Abkiirzung fiir

f: X —Y | fist Funktion X,Y ist Menge Funktion(X,Y)
von X nach Y

Def(f) Definitionsmenge | f: X — Y, Def(f) = X | -
von f

x> f(zr) | xwirdauf f(x) | f: X =Y,z e Def(f), | -
abgebildet flz)eY

Bild(f) Bild von f f: X =Y {f(x)|z € Def(f)}

f14] Bild von A [ X =Y AcePX) | {f(a)ac A}
unter f: X —» Y

/B Urbild von B f: X=Y,BePY) |{xeX: f(x)e B}
unter f: X —»Y

Es sei A eine Menge mit endlich vielen Elementen. Mit |A| bezeichnen wir die
Anzahl der Elemente von A. Bei Mengen A mit unendlich vielen Elementen (kurz:
unendliche Mengen) sprechen wir von Michtigkeit bzw. Kardinalitdt der Men-
ge anstatt von Anzahl der Elemente der Menge und bezeichnen die Méchtigkeit
ebenfalls mit |A|.

Es seien Mengen X und Y endliche Mengen mit |X| < |Y|. Dann gibt es eine
Funktion f : X — Y, die die Elemente = € Def(f) in Y ,einbettet. Eine solche
Funktion stellt eine ,Injektion“ dar. Fiir beliebige Mengen X und Y (also auch
unendliche Mengen) geben wir folgende

Definition 3.11. Eine Funktion f : X — Y ist genau dann injektiv, wenn
o VyeY [fT{yHl <1

Eine Funktion f: X — Y ist also genau dann injektiv, wenn jedes Element y € Y
hdochstens einmal als Funktionswert von f auftritt.

Die Funktion f : Z — Z,x + x* ist nicht injektiv. Beispielsweise gilt f~1[{4}] =
{—2,2}. Somit ist |f~*[{4}]| = 2 > 1. Anders formuliert: 4 € Z tritt zweimal als
Funktionswert von f auf, daher ist f nicht injektiv.

Wir kénnen Injektivitédt auch anders charakterisieren. Es gilt folgender

Satz 3.3. Eine Funktion f: X — Y ist genau dann injektiv, wenn
o Vi € Def(f) : Vo € Def(f) : (f(z1) = f(22)) = (21 = x2).

Satz 3.3 besagt: Eine Funktion ist genau dann injektiv, wenn aus der Gleichheit
von zwei Bildern die Gleichheit der Urbilder folgt.
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Beweis des Satzes 3.3: Wir wollen folgende Aquivalenz zeigen

V£L‘1 € Def(f) Z\V/$2 € Def(f) : (f(%l) =S f(l’g)) = (l’l = 1‘2)
eWeY: |f{y] <L

Diese Aquivalenz ist dquivalent zu folgender, die wir mittels Kontraposition
erhalten

dxy € Def(f) : Jxg € Def(f) : (f(z1) = f(x2)) A (21 # 2)
eeY [fT[{yl>1

Wir zeigen zunéchst die Implikation

dxy € Def(f) : Jxo € Def(f) : (f(x1) = f(22)) A (21 # x2)
= eV |f{y}ll > 1

Es seien also x1,z9 € Def(f) mit x; # x5 und f(z1) = f(xg). Wir setzen
y := f(x1). Dann gilt | f~'[{y}]| > 2 > 1. Also gibt es ein y mit der geforderten
Eigenschatft.

Nun zeigen wir die andere Implikation

eV : [ {y}l>1
= dz; € Def(f) :dzy € Def(f) : (f(ﬂ?l) = f(l’g)) N (271 7é 1‘2).

Es gebe also ein y € Y mit |f~!'[{y}]| > 1, d.h. es gibt x1, 25 € Def(f) mit
11 # vy und f(z1) = f(22) =y =

Die Funktion f : Z — Z,x + 2x + 1 ist injektiv.

Es seien 1,y € Def(f) mit f(z1) = f(zy). Wir miissen z; = x5 zeigen. Aus

f(x1) = f(x2) folgt
2I1+1:2$2+1$2(1‘1—l’2):0
Aufgrund der Nullteilerfreiheit in Z folgt

T —292=0& 21 =29. m
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Wir gehen von zwei endlichen Mengen X und Y aus mit |X| > |Y|. Dann gibt es
eine Funktion f : X — Y, die die Elemente von X denjenigen von Y ,aufwirft®.
Eine solche Funktion stellt eine ,,Surjektion“ dar (von ,sur“ — franz. ,auf“, von
siacere* — lat. werfen“) Fiir beliebige Mengen X und Y (also auch unendliche
Mengen) geben wir folgende

Definition 3.12. Es sei f : X — Y eine Funktion und B € P(Y). f ist genau
dann surjektiv auf B, wenn

o VyeB:|fT{yHll = 1.

Eine Funktion f : X — Y ist also genau dann surjektiv auf B € P(Y'), wenn jedes
Element y € B mindestens einmal als Funktionswert von f auftritt.

Beispielsweise gilt: f : Z — Z,x — x + 1 ist surjektiv auf N.

Es sei y € N. Wir miissen ein z € Z angeben mit f(x) = y. Wir setzen
x:=y—1.Dannist z € Zund es gilt f(x)=z+1=(y—1)+1=y.

Hingegen gilt: f: N — N,z — 2 + 1 ist nicht surjektiv auf N.

Wie wir bereits gezeigt haben gilt

VYneN:n>0.
Damit gilt
VneN: f(n)=n+1>0+1=1.
Somit gilt
Vn € N: f(n) # 1.
Also gilt

T =0<1.

Es gibt also n € N, néimlich n = 1 mit |f~'[{n}]| < 1, d.h. f ist nicht surjektiv
auf N. m

Surjektivitét ldsst sich auch wie folgt formulieren

Satz 3.4. Es sei f : X — Y eine Funktion und B € P(Y). f ist genau dann
surjektiv auf B, wenn
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e Vy € B:dx e Def(f):y=f(x).

(Fiir den Beweis siehe Aufgabe 3.6.)

Es seien f: A — B und g : B — C' Funktionen. Wir erkldren die Verkettung
von f mit g, abgekiirzt mit g o f, durch

gof:A—C
a+ g(f(a)).

Es gilt folgender

Satz 3.5. Es seien f: A — B und g : B — C Funktionen. Dann gilt
(i) (go f ist injektiv) = (f ist injektiv)
(ii) (go f ist surjektiv auf C') = (f ist surjektiv auf C)

Fiir den Beweis von (i) siche Aufgabe 3.9.
Wir zeigen (ii): Es sei g o f surjektiv auf C. Zu zeigen ist, dass

g:B—=C

surjektiv auf C', d.h. zu jedem ¢ € C' gibt es ein b € B mit g(b) =c. Da go f
nach Voraussetzung surjektiv auf C' ist, gibt es ein a € A mit g(f(a)) = c.
Mithin wéhlen wir b := f(a). Damit gilt g(b) =c. m

Definition 3.13. Eine Funktion f : X — Y ist bijektiv genau dann, wenn

e f ist injektiv

e f ist surjektiv auf Y.
Eine Funktion f : X — Y ist also genau dann bijektiv, wenn jedes Element y € Y
genau einmal als Funktionswert von f auftritt.

Definition 3.14. Zwei Mengen X und Y sind gleichméchtig genau dann, wenn
eine Bijektion f : X — Y existiert.
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Definition 3.15. Eine Menge M ist abzédhlbar unendlich, wenn es eine Bijek-
tion zwischen N und M gibt.

Es sei M eine abzéhlbar unendliche Menge, d.h. N und M haben die gleiche
Méchtigkeit. In diesem Fall konnen wir die Elemente von M mit den natiirlichen
Zahlen ,durchnummerieren“ und erreichen alle Elemente von M. Konkret gibt es
also eine bijektive Funktion f : M — N. Die ,Nummer“ von m € M ist lediglich
f(m) e N.

Aufgabe 3.1. Geben Sie die Definitionsmenge der jeweiligen Funktion an:
(i) f:Z—->Nzxz—x—5

(i) g:Z—>Ny,x—~x—5

(iii) h: Z—-N,z— {y€Z:0<y<a?}.

Aufgabe 3.2. Es sei f: X — Y eine Funktion mit A;, A, € P(X).

(i) Zeigen Sie
A1 C Ay = flA1] C f[As].

(i) Zeigen Sie
f(A1 N Ag) C f[AL] N fAg].

(iii) Geben Sie eine Funktion f: X — Y mit Ay, Ay € P(X) an, so dass gilt
f(A1N Ag) © flA] N fAs].

Aufgabe 3.3. Essei f : X — Y eine Funktion mit By, By € P(Y)). Zeigen Sie
fHBIN By) = fTHB N f7YBy).

Aufgabe 3.4. Entscheiden Sie, ob die folgenden Funktionen injektiv sind.
Beweisen Sie jeweils die Richtigkeit Threr Antworten.

(i) f:N—=>Nnw~— 3n+2

x, falls x <0

ii l— L, x>
(i) g o {x—l, falls 7 > 0.

Aufgabe 3.5. Es seien f: A — B und g : C' — D Funktionen mit f(A) C C.
Wir erkliaren die Verkettung von f mit g, abgekiirzt mit g o f, durch

gof:A— a— g(f(a)).
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(i) Esseien f:Z — Z,x — x+2und g : Z — Z,z — 3. Geben Sie die
Zuordnungsvorschrift fiir go f und f o g an.

(ii) Es seien f : A — B und g : C — D Funktionen mit f(A) C C. Gilt
folgende Aussage

(g o f ist surjektiv auf D) = (f ist surjektiv auf B) 7
Beweisen Sie die Richtigkeit Threr Antwort.

Aufgabe 3.6. Es sei f: X — Y eine Funktion und B € P(Y). Zeigen Sie: f
ist genau dann surjektiv auf B, wenn

Vy € B: 3z € Def(f) : y = f(x).

Aufgabe 3.7. Entscheiden Sie, ob die folgenden Funktionen surjektiv sind.
Beweisen Sie jeweils die Richtigkeit Threr Antworten.

(i) f:N=>N,n—3n+2

x, falls x <0
x—1, falls z > 0.

(ii) g:Z—)Z,xH{

Aufgabe 3.8. Es sei f : X — Y. Welche der folgenden Aussagen sind
aquivalent zueinander? Begriinden Sie die Richtigkeit Threr Antwort.

(i) Vx; € Def(f) : Vag € Def(f) : (f(z1) = f(z2)) = (1 = 22)
(ii) Vay € Def(f) : Vo € Def(f) : (z1 = x2) = (f(z1) = f(22))
(iii) —[3z1 € Def(f) : Fza € Def(f) : (z1 # 22) A (f(21) = f(22))]
(iv) Va1 € Def(f) : Vaz € Def(f) : (21 # 32) = (f(21) # f(22))
Aufgabe 3.9. Es seien f: A — B und g: B — C Funktionen. Zeigen Sie

(g o f ist injektiv) = (f ist injektiv).

Aufgabe 3.10. Es seien f: A — B und g : B — C Funktionen. Zeigen Sie,
dass die folgenden Aussagen im allgemeinen falsch sind, indem Sie jeweils ein
Gegenbeispiel angeben:

(i) (go f ist injektiv) = (g ist injektiv)
(ii) (go f ist surjektiv) = (f ist surjektiv)
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4 Induktionsprinzip Version 22.09.19

Die natiirlichen Zahlen N benutzen wir zum Zahlen. Zu den Strukturmerkma-
len von N gehort das Prinzip der vollstindigen Induktion. Es besagt, dass wir alle
natiirlichen Zahlen ohne Wiederkehr vom Zéahlen durchlaufen, wenn wir beginnend
bei 1 stets von einer natiirlichen Zahl zur nichsten weiterschreiten. Dieses Struk-
turmerkmal ist so charakteristisch fiir die natiirlichen Zahlen, dass jede Menge
M C N, die dieses erfiillt, schon M = N bedeutet. Wir erhalten folgende fiir-alle-
Aussage

VM ePN):[(le M)A(VneM:(n+1)eM)|=M=N. (4.1)
Ist A(n) fiir jedes n € N eine Aussage, so konnen wir folgende Menge
M :={n e N: A(n) ist wahr}

bilden. Nach (4.1) gilt die Aussage A(n) nun fiir alle n € N, wenn

e A(1) wahr ist, was dquivalent zu 1 € M ist

e Vn e N: A(n) = A(n+ 1), was dquivalent zu

Vn:neM=(n+1)eM
ist.

Wir erhalten hieraus

Merkregel Beweisprinzip der vollstindigen Induktion:
Fiir alle n € N sei eine Aussage A(n) gegeben und es gelte

e Induktionsanfang: A(1) ist wahr

e Induktionsschritt: Vn € N: A(n) = A(n +1).

7
{ Dann gilt A(n) fur alle n € N.

Zu Induktionsanfang sagen wir auch Induktionverankerung und zu Induktions-
schritt auch Induktionsschluss.

Als Beispiel beweisen wir folgende Aussage mit dem Beweisprinzip der vollstandigen
Induktion
Vn € N:9|(4" 4+ 15n — 1).
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Dabei benutzen wir folgende fiir-alle-Aussage (Ubungsaufgabe)
Va€Z:NbeZ:NceZ :NeveZ:YyeZ: (ab) A (alc) = al(zb+yc). (4.2)

Fiir n € N sei A(n) die Aussage 9/(4" + 15n — 1).
e Induktionsanfang: Wir zeigen, dass A(1) gilt: Fiir n = 1 ist
4'+15-1-1=18.
Es gilt (9]18), denn 18 =2 - 9.
e Induktionsschritt: Wir zeigen
VneN:An) = A(n+1).

Zum Nachweis der fiir-alle-Aussage sei n € N gegeben. Zum Nachweis
der Implikation nehmen wir nun an, dass A(n) fiir dieses n wahr ist
(Induktionsvoraussetzung, kurz IV) und zeigen, dass dann A(n+ 1) auch
wahr ist (Induktionsbehauptung, kurz IB). Konkret haben wir zu zeigen

Vn e N:[9|(4" +15n — 1)] = [9](4"T" + 15(n + 1) — 1)].

Fiir ein n € N gelte (IV), also

9|(4"™ + 15n — 1)
und wir wollen (IB) zeigen, d.h.

9|(4"*! 4 15(n 4+ 1) — 1).
Wir haben
4" 4 15(n+1)—1= 4"+ 15n—1) + (3-4" + 15).
Nach (IV) gilt 9](4" + 15n — 1). Ferner gilt
3-4" +15=3(4"+15n — 1) — 45n + 18.

Wegen
—45n + 18 = 9(—bHn + 2)

gilt 9(—45n + 18). Mit (IV) und (4.2) folgt daraus
9|(4"** 4+ 15(n + 1) — 1),
Damit haben wir den Induktionsschritt gezeigt.

Nach dem Beweisprinzip der vollstéindigen Induktion gilt die Aussage fiir alle
neN n
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Das Beweisprinzip der vollstandigen Induktion kénnen wir natiirlich auch anwen-
den, um zu zeigen, dass eine Aussage A(n) fir alle n € N5y mit £ € N wahr ist.
Hierzu wéhlen wir als Induktionsanfang n = k und zeigen ferner

Vn € Nsi : A(n) = A(n+1).
Wir betrachten hierzu folgendes Beispiel
VneN:(n>9)= (2" >4n®>+1).
Diese Aussage lasst sich zu folgenden dquivalenten Aussage umformulieren

Vn € Nxg @ (2" > 4n? +1).

Fiir n € N sei A(n) die Aussage (2" > 4n? + 1).
e [A: Diese Ungleichung ist offenbar fiir n = 9 richtig:
2°=512>4-9"+1=325.
Also gilt A(9).
o [S: Es gelte die Ungleichung fiir ein n > 9, d.h.
2" > 4n® + 1.

Zu zeigen ist dann
2" > 4(n+1)% + 1. (4.3)

Nach Induktionsvoraussetzung gilt
2"t =2.2" > 2(4n? +1).
Es geniigt daher zu zeigen, dass gilt
2(4n® +1) > 4(n + 1)* + 1. (4.4)
Hierbei haben wir die Transitivitdat der >-Relation benutzt, konkret
Va€Z :NbeZ:NceZ:[(a>b)A((b>c)]=(a>c),

mit ¢ := 2" b :=2(4n? + 1) und ¢ := 4(n + 1)2 + 1. Der ,, Vorteil* von
(4.4) gegeniiber (4.3), dass n auf beiden Seiten der Ungleichung quadra-
tisch auftritt; bei (4.3) ist n auf der linken Seite im Exponenten. Die
Aussage (4.4) ist nun dquivalent zu

2(4n* +1) —4(n+1)* -1 > 0.
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Ausmultiplizieren und Zusammenfassen der linken Seite ergibt

8n®+2—4(n*+2n+1)—-1=8n*+2—4n* - 8n—4—1
=4n®* —8n—-3=(4n*—8n+4)—4-3=4(n—-172-"7.

Fiir n > 9 gilt offenbar
4n—12>m-12>n—-1>8>T7,

d.h.
4(n—1)>—=17>0.

Dies war zu zeigen. Damit ist der Nachweis der Induktionsbehauptung
erbracht.

Nach dem Beweisprinzip der vollstéindigen Induktion gilt die Aussage fiir alle

TLGNZQ. |

Aufgabe 4.1. Zeigen Sie mit dem Beweisprinzip der vollstdndigen Induktion

(i) Yne N:7|(8" —1)
(i) Vn € N: 6|(2n® + 3n? + n)
(iii) Vn € N : 19|(5 - 2372 4 33n-1)

Aufgabe 4.2. Zeigen Sie mit dem Beweisprinzip der vollstdndigen Induktion

VeeZ:VneN:(z>-1)=[1+2)" > (1+nz).
Aufgabe 4.3. Zeigen Sie
Vn € N: (n>10) = (2" > n?).

Aufgabe 4.4. Zeigen Sie

VaEN:VbeN:VneN:<a+b> < ‘2”)

Hierbei diirfen Sie die bekannten Schulrechenregeln fiir Briiche benutzen.
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5 Rekursionsprinzip Version 22.09.19

Bei der Induktion nutzen wir die Struktureigenschaft von N aus. Beginnend bei
1 zdhlen wir hoch und erreichen eine beliebige Zahl n € N. Bei der Rekursion
beginnen wir bei einer natiirlichen Zahlen n € N und zdhlen herunter bis wir
1 € N erreichen (und dann stoppen wir).

Bei der Induktion gehen wir von n € N auf (n + 1) € N. Bei der Rekursion gehen
wir von (n+ 1) € Naufn € N (,recurrere“— lat. , zuriicklaufen*).

Funktionen kénnen nun rekursiv definiert werden (das wir dies in eindeutiger Weise
tun konnen, besagt der sogenannte Rekursionssatz).

Als erstes Beispiel betrachten wir die Funktion
faku: N — N
definiert durch
faku(1) :=1
faku(n + 1) := faku(n) - (n + 1).

Um also faku(n + 1) zu erhalten, greifen wir auf faku(n) zu. Dies setzen wir so
lange fort bis wir faku(1) erreicht haben. Beispielsweise gilt

faku(3) = faku(2) - 3 = faku(1)-2-3=1-2-3 = 6.

Fiir gewohnlich schreiben wir fiir faku(n) kurz n! (lies: ,,Fakultit von n*). faku(n)
ist eine Préfix-Notation, d.h. der Funktionsname steht vor dem Argument n und
n! ist eine Postfix-Notation, d.h. der Funktionsname steht hinter dem Argument
n.

Es sei
a:N—7Z
n+— a(n).
Fiir a(n) schreiben wir kurz a,,.

Rekursiv definieren wir nun den Ausdruck

n

S a

k=1
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Wir setzen
1

E Qp = a1

k=1

und
n+1 n

E ap = g ap + Gpy1-
k=1 k=1

Es seien m,n € N.

e Im Fall von m = n setzen wir
m
E ag = Q.
k=m
e Im Fall von m < n setzen wir
n n m—1
E Qp - — E Qap — E Qg
k=m k=1 k=1

e Im Fall von m > n setzen wir

und nennen so einen Ausdruck eine leere Summe.
Der griechische Buchstabe ¥ (lies: Sigma) steht fiir Summe. Im Ausdruck

n

>

k=1
wird k& Laufindex oder auch Laufvariable genannt und n Endindex.

Als Beispiel betrachten wir

a:N—N

n—=n.

Dann gilt

(]~
o
I
—

i
I
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und

n+1 n
k=Y k+((n+1)
k=1 k=1
Somit gilt
4 3 2 1
Zk:2k+4: (Zk+3> 4= ((ka) +3> +4=14+2+3+4.
k=1 k=1 k=1 k=1

Aufgrund der Kommutativitit und Assoziativitit der Addition kann die Sum-
mierung induktiv gelesen werden:

4 4
Yk=1+>k _1+2+§:k_1+2+3+§:k_1+2+3+4

k=1 k=2

Es sei n € N. Die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen, ausgedriickt durch
>k
k=1

kommt immer wieder vor. Es gilt hier die Gaufische Summenformel

Vn e N: Zkf ”H (5.1)

Links steht ein rekursiver Ausdruck fiir dessen Auswertung wir linear, also n,
Rechenschritte ausfithren miissen, wenn wir seiner rekursiven Definition folgen.
Rechts steht ein expliziter Ausdruck, den wir sofort, also mit einem konstanten
Rechenaufwand ausfithren kénnen. Es liegt auf der Hand, dass der rechte Ausdruck
den Rechenaufwand auf ein Minimum reduziert. In der Regel ist es nicht einfach
fiir einen rekursiven Ausdruck einen expliziten zu finden.

Wir beweisen nun (5.1) mittels vollstédndiger Induktion. Es sei A(n) die Aussage
= n(n+1)
Soe- oty
k=1
IA: Fiir n =1 gilt

1
-2
k==

k=1
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Also gilt A(1).
IS: Es gelte A(n) fiir ein n € N, d.h.

7 zeigen ist

2
—1
Wir haben
n+1 n
1

k=Y k+n+1) ”:“@Hnﬂ)

k=1 k=1
nn+1) 2n+1) nm+1)(n+2)
== 9 Tt = 2 ‘

Damit ist der Induktionsschritt gezeigt. Nach dem Beweisverfahren der
vollstandigen Induktion gilt A(n) fiir alle n € N. =

Anstatt

schreiben wir auch

>

1<k<n

Es sei I C N eine endliche Menge, etwa
I:={3,4,5}.

So bedeutet

S

kel

die Summe
as + a4 + as.

zz:akiz=0

Falls I = @, so setzen wir
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Aufgabe 5.1. Esseiena : N — Z,n +— a, und b : N — Z,n — b,. Ferner seien
a, 8 € Z. Schreiben Sie die folgenden Ausdriicke mit einem Summensymbol

() 1+3+5+7+9+11+13
(i) 494+14+9+25+16+4+ 36

n—2
(iii) ap—1+ a1+ > ar + as
k=3

(IV) a - zn:ak—i_ﬂ zn: bm
k=1 m=2

Aufgabe 5.2. Beweisen Sie mittels vollstdndiger Induktion

n n+1 n
i) neN:Y ar=> a1 (i) vnEN:Zk2:n<n+1)6(2n+1>~
k=1 = k=1

Aufgabe 5.3. Es seien
A={neN:1<n<25}und B:={neN:17 <n <40}.

Berechnen Sie

Q) Y k (i) > k (i) Y k (iv) Y K

k€ AUB k€eANB kcA\B k€eAUB

Aufgabe 5.4. Es sei a : N — Q,n — a,. Hier bezeichnet QQ die Menge der
rationalen Zahlen. Wir definieren

n
[[o
k=1

rekursiv durch
n+1 n

1
Hak := a; und Hak = Hak gy

Beweisen Sie mittels vollstéandiger Induktion

n n+1
vneN:[] % => k
k=1 k=1
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