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Aufgabe 4.1 (Theorie - 6 Punkte)

Essei Q = (—1,1) und u(x) := |z|, x € Q, die Betragsfunktion. Zeigen Sie: u besitzt die schwache
Ableitung

—1. falls —1 0
u'(m)Z{ s T s e st (1)

1, falls 0 < x < 1,

und v’ € L?(£2). Weisen Sie anschlieBend nach, dass u’ keine schwache Ableitung besitzen kann.

Aufgabe 4.2 (Theorie - 6 Punkte)

Gegeben sei das Randwertproblem

—Au=g in (),
u=ry aufly, 2)
ou
au + o =y, aufly

auf einem beschrinkten Gebiet Q des R? mit glattem Rand 092 = I'; U 'y fiir Funktionen

a,vy2 € C(T'2), v1 € C(T'1) und g € C(2). Ferner sei
Dy ={ueC(Q)|u=1 auf I't},
und @ € C?(Q) N D,,.

Zeigen Sie mit den Mitteln der Vorlesung die Aquivalenz der folgenden Aussagen:
i) u l6st die Randwertaufgabe (2).

ii) u ist ein stationdrer Punkt des Funktionals I : V,, — R,

1 1
1) = [ 51Vl ~gud(e.y) + [ jou? ~suds,
02 Iy 2

wobei Vi, = {w € H'(Q) | w =1 auf I't }.

ili) uw=u €V, erfillt

/Vu-Vv—gvd(x,y) + (au —y)vdS = 0
Q I

fir alle v € V.
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Hinweise:

1) Berechnen Sie fiir die Aquivalenz “ii) < iii)” den Ausdruck

o}
— I(u
e (u+ev)

e=0

2) Fiir v € H*(Q) und w € H'(Q) gilt:

@wds,

/Vv'de(x,y):—/Avwd(x,y)—i—
Q Q a0 On

wobei n die duffere Einheitsnormale ist. Die Verallgemeinerung der Greenschen Formel fiir
H'-Funktionen ist nicht zu beweisen und kann so verwendet werden.
Aufgabe 4.3 (Programm - 8 Punkte)

Diese Aufgabe soll einen Einstieg in niitzliche Applikationen zur Losung von partiellen Diffe-
rentialgeichungen geben. In Matlab empfehlen wir die PDFE Toolbox und in Python the Package
FEniCS. Wir betrachten dazu die folgende Problemstellung

—Au = i(a;2 +y?) inQ,

10
u=1, auf I'y, (3)
% =0 auf Fg.
on

fir das Gebiet Q C2,
Q= (((=8,8) x (=2,2)) UKs((0,0))) \ (K2((0,)) UKs((—a,~b)) U Ks((a, ~b))),
und den Randern

ro= 0(((=8,8) x (=2,2)) UKs((0,0))),
Py = 9(Ka((0,a)) U Ka((~a,~b)) U Ka((a, b)),

mit a = 3cos (%), b = 3sin (§). Hierbei bezeichnen K, ((x,y)) und K, ((z,y)) den offenen bzw.
abgeschlossenen Kreis um den Punkt (x,y) mit Radius > 0, siche Abbildung 1. Losen Sie (B)
auf 2 mittels der Methode der Finiten Elemente in der PDE Toolbox in Matlab oder in Python
in FEniCS. Visualisieren Sie ihre Ergebnisse.
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(b) Mesh und Refinement.

Abbildung 1: Gebiet €.



