Universitidt Konstanz ERS

I___A_LJ

Fachbereich Mathematik und Statsitik

JOHANNES SCHROPP U n i\/e rS i té.t

JAN ROHLEFF KO ﬂstanz

Wintersemester 2024/2025

Numerik partieller Differentialgleichungen |
https://www.math.uni-konstanz.de/~rohleff/numpdel.html

6. Ubungsblatt
Ausgabe: 30.01.2025, Abgabe: 06.02.2025

Aufgabe 6.1 (Theorie - 6 Punkte)

Seien At = T/N, Az =1/M > 0, und es sei u = (u! Jo<i<ar.0<j<n eine Gitterfunktion. Es gelte

(uf 1 — 2u —i—uzﬂ)

Ax?
i=1,...,M—1, j=1,...,N.

Zeigen Sie, dass u = (u )

Aufgabe 6.2 (Programm - 12 Punkte)

Gegeben sei die im Ort eindimensionale hyperbolische Wellengleichung

U = € Ugpe in QX [0, 7],
u(z,0) = up(x), in Q,

ug(x,0) = ui(z), in Q,
u(a’t) = Va(t> in [O,T],
u(b7 t) = Vb(t) in [O,T],

fir Q@ = [a, b] auf dem diskreten Ort-Zeit-Gitter

Q, = {(iAz,jA) |i=1,..M—1, j=0,..,N},

szb_—a, At =

7 h = (Az,At),

r
N’

0<i<M,0<j<nN sein Maximum auf einer der Mengen {(¢,0); i =0, ...
{(k,7); k€ {0,M}, j=0,...,N} annimmt (diskretes parabolisches Maximumprinzip).

7M}v

mit u! = u(iAz, jAt) und v/ = (ujl, uM 1) fir j = 1,..., N. Implementieren Sie fiir (1) das

folgende Y—Verfahren:

<At2I + ﬂr) JH A12 (207 =07 71) + 907+ 4 (1= 20) (~To7 +1)
+4 (~To/ ! 4 77)

fir j =1,..., N — 1, mit den Startdaten

o9 = (uo(xl), ...,uo(ﬂﬁM—l)) )

1, At ,

At(v - UO) = (ui(x1),...,ur(zpr-1)) + —c

2 (ug(xl)a"'7ug(xM—1)) s
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und

2 -1 0 0 0 O Ya(tj)
-1 2 -1 0 0 0 0
2 0o -1 2 0 0 O ' 2 0
= — : : : . : : : ) = —— :
A2 : : : . : : : y T A2 :
o o o ... 2 -1 0 0
o o o ... -1 2 -1
0 0 0 . 0 —1 2 7b(tj)
Betrachten Sie folgendes Setting:
a=0,b=1, T =2, c = 1.0,
uo(x) = sin(mz), ui(x) =0, Y0(t) = 71(t) = 0.

a) Losen Sie (1) mit dem ¢-Verfahren fir 9 = % und M = 100, N = 500. Plotten Sie dabei
die Losung fiir jeden diskreten Zeitschritt in [0,7] in ein z-u(z,t)-Schaubild. Hinweis:
Hier konnen die Befehle hold on/hold off und clf hilfreich sein.

b) Schétzen Sie die Konvergenzordnung p des Verfahrens fiir ¢ = 0, indem Sie den Fehler
e(h) = [lun — ully o (2)

in der Norm

1/2

M-1
HwHQ’OO := max { (Ax Z (w§)2>

i=1

j:O,...,N}, w e R, (3)

in Abhéngigkeit der Schrittweite h = (Ax, At) berechnen. Dabei sind uj, und u die nu-
merische und exakte Losung der Wellengleichung (1). Gehen Sie hierbei folgendermafien
vor:

1. Wéhlen Sie fir M € M = {10,20,40,80} jeweils ein dazu passendes N, fur die
Zeitdiskretisierung durch
NM =4cM.
Dies sichert die Giiltigkeit der sogenannten CFL-Bedingung: % < %
2. Berechnen Sie fiir jedes
b—a T

die numerische und exakte Losung, als auch den dazugehorigen Fehler e(hyys).

3. Schétzen Sie die Konvergenzordnung p des Verfahrens unter Verwendung des berech-
neten Fehlers e(hjys) mit der Formel

_ log(=(hur))

log(har) )

fir M € M = {10, 20, 40, 80}.

Hinweis: Die exakte Losung zu (1) ist durch folgende Formel von d’Alembert gegeben:

u(z,t) = %(UO<1‘ +ct) —up(x —ct)) + % /:m uy(s)ds. (5)

—ct



