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2. Übungsblatt

Ausgabe: 15.04.2024, Abgabe: 22.04.2024, bis 10.00 Uhr

Aufgabe 2.1 (Theorie - 6 Punkte)

Für Γ ⊂ R2 sei Pr(Γ) := {u : Γ → R : u ist ein Polynom mit deg(u) = r} der Raum der Polyno-
me in zwei Variablen von Grad r. Zeigen Sie: Die Menge
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0≤k+l≤r
bildet eine Basis von

Pr(Γ) und es gilt

dim (Pr(Γ)) = (r + 1)(r + 2)
2 .

Aufgabe 2.2 (Theorie - 6 Punkte)

Die Punkte p1 = (0, 0), p2 = (1, 0), p3 = (1, 1), p4 = (0, 1) beschreiben die Ecken eines Refe-
renzquadrats Q. Die Basisfunktionen mit entsprechender Nummerierung lauten

f1(x1, x2) = (1 − x1)(1 − x2)
f2(x1, x2) = x1(1 − x2)
f3(x1, x2) = x1x2

f4(x1, x2) = (1 − x1)x2.

Berechnen Sie die affine Transformation R von Q auf

Q̃ := {x ∈ R2 | −1 ≤ x1 + x2 ≤ 1, −1 ≤ x2 − x1 ≤ 1}

und geben Sie die Basisfunktionen f̃i := fi ◦ R−1 auf Q̃ an.

Aufgabe 2.3 (Programm - 9 Punkte)

Vorgelegt sei die Poisson-Gleichung

−∆u = f in Ω = (−1, 1)2, u(x, y) = x2 + y2 auf ∂Ω

mit der rechten Seite f(x, y) = 2π2 sin(πx) sin(πy) − 4 für (x, y) ∈ Ω.

(i) Lösen Sie dieses Problem mit Matlab/Python für für verschiedene Gitterdiskretisierungen
h = 0.3, 0.25, 0.2, 0.15, 0.1.

(ii) Führen Sie mit den erhaltenen Daten aus (i) eine Konvergenzanalyse in der L∞-Norm
durch, in dem Sie jeweils den Fehler

eh := uex − uhL∞
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für alle h berechnen. Dabei ist uh die numerische und uex die exakte Lösung; letztere ist
durch uex(x, y) = sin(πx) sin(πy) + x2 + y2 gegeben. Geht man für ein C > 0 von der
Beziehung

eh = Chp

aus, so kann mittels der Umformung

ln(eh) = ln(C) + p ln(h)

die Steigung p der Ausgleichsgeraden durch die Punkte (ln(h), ln(eh)) für h = 0.3, 0.25, 0.2, 0.15, 0.1
ermittelt werden. Tragen Sie diese Punkte samt der Ausgleichsgeraden in ein Schaubild
ein.. Geben Sie die Konvergenzordnung p auf der Konsole aus.

(iii) Zeichnen Sie zum Schluss noch die Triangulierung und die Lösung uh für h = 0.1 jeweils
in ein eigenes Schaubild ein.
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