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§1 Allgemeine Fakten zu hyperbolischen Formen

1.1 Wiederholung (siehe Konvexitét, I1.6). Sei e € R™. Eine Form f € R[x] = R[z1,...,z,] heifit
hyperbolisch bzgl. e, falls f(e) # 0 gilt und fiir jedes u € R™ das univariate Polynom f(te—u) € R[¢]
nur reelle Nullstellen besitzt. Sind fiir alle u € R™\ Re die Nullstellen von f(te — ) sogar reell und
einfach, so heifit f strikt hyperbolisch bzgl. e. (Beachte, dass man u ¢ Re fordern muss, denn fiir
u = ce mit ¢ € R gilt f(te —u) = f((t — c)e) = (t — ¢)3°8U) f(e).) Schreibe Hy(e) (bzw. Hsq(e))
fiir die Menge aller bzgl. e hyperbolischen Formen (bzw. strikt hyperbolischen Formen) f € R[x]q.
Es heiflen

Ue(f) ={ueR": Vz € [e,u]: f(x) # 0}

der offene Hyperbolizititskegel von f € Hq(e) bzgl. e und

Ce(f) =U(f) ={u eR™: Vz € [e,u): f(x)#£ 0}
der abgeschlossene Hyperbolizititskegel (oder schlicht Hyperbolizititskegel) von f bzgl. e. Es gelten

Uc(f) = {u € R": Alle Nullstellen von f(te — u) € R[¢t] sind > 0} und
Co(f) = {u € R™: Alle Nullstellen von f(te — u) € R[t] sind > 0}.

Weiter ist U.(f) auch die Zusammenhangskomponente von e in {u € R™: f(u) # 0}.

Abbildung 1: Der Hyperbolizititskegel eines quartischen Polynoms (Quelle: [1], Fig. 2.6)

Verwende die Notationen (9, f)(z) = 4 f(z + te)’tzo und 9. = Y i, eia%i’ dann gelten

Uc(f)={ueR":Vke[d: (0¥f) (u) >0} wund
Ce(f)={ueR":Vke[d: (05f) (v) >0}

mit d = deg(f). Ist f hyperbolisch bzgl. e, so auch J.f und es gelten U.(f) C U.(d.f), sowie
Ce(f) C Ce(Def). Weiter ist f in diesem Fall hyperbolisch bzgl. jedem u € U.(f).

1.2 Standardbeispiel. Seien Ay, ..., A, € S¢ = Sym,(R) und
f(z) =det A(x) mit A(x):=x141+ 4+ 2,A,.

Die Form f hat den Grad d und ist hyperbolisch bzgl. jedem e € R™ mit A(e) = > i, e;4; > 0,
denn nach einem Basiswechsel kann man A(e) = I; annehmen, woraus

f(te —u) = det A(te — u) = det(tly — A(u)) = charpol 4,,(?)

fir alle v € R™ folgt und dieses Polynom besitzt (aufgrund der Symmetrie der A;) nur reelle



Nullstellen. Der Hyperbolizitiatskegel von f ist C.(f) = {u € R™: A(u) = 0}.

Wir sagen, dass eine Form f € R[x]q eine definite Determinantendarstellung bzgl. e € R™ besitzt,
falls ein lineares (symmetrisches) Matrixpolynom A(z) = Y"1 | #;A; mit 4; € S, f(z) = det A(z)
und A(e) = 0 existiert. In diesem Fall ist f hyperbolisch bzgl. e und fiir den Hyperbolizitiatskegel
gilt Ce(f) = {u e R™: A(u) = 0}.

Die Lax!-Vermutung (1958) fragt nach der Umkehrung fiir n = 3:

1.3 Theorem (Helton?-Vinnikov? 2006). Sei f € R[z1, 22, z3) hyperbolisch bzgl. e € R? mit f(e) > 0
und sei d := deg(f). Dann gibt es A, Ay, A3 € S? mit f(x) = det(x1A4; + x4 + x343) und
e1A1 + exAs 4+ e3A3 = 0.

1.4 Fiir n > 4 kann diese Aussage im Allgemeinen nicht gelten. Beispielsweise ist die quadratische
Form f(z) := 22 — 2% — --- — 22 fiir jedes n € N hyperbolisch bzgl. e; = (1,0,...,0)" € R” und
hat Rang n > 4. Aber fiir beliebige Linearformen {7, {5, £3 hat das Polynom

b(z) lo(z)) _ 2
det (62(:1:) gg(x)) = l1(2)l3(x) — Lo(x)

in jedem Fall hochstens Rang 3.

1.5 Verallgemeinerte Lax-Vermutung. Ist f € R[x]; hyperbolisch bzgl. e € R™, so ist C.(f) ein
Spektraederkegel (vgl. Aufgabe 4).

1.6 Lokale Vielfachheiten von Hyperflichen. Sei &k ein Korper mit char(k) = 0, sei 0 # f € k[x]
und sei X = V(f) C A" (eine Hyperfliche). Fir u € k™ heifit

u(f,u) = p(X,u) =max{i € Ng: f€eml} >0

die Multiplizitat (oder Vielfachheit) von f (oder X) in u. Dabei sei m,, == (z1 — u1,...,Zp — Up)
(ein maximales Ideal in k[x]). Ist

f(u+m):fm(x)+fm+1(m)+"' (T)
mit homogenen f;(z) vom Grad ¢ und f,,(z) Z 0, so ist m = pu(f, ). Wir sehen also

p(fiu) =0<= f(u) A0 <= u ¢ X,
p(fiu) =1<= f(u) =0AVf(u) #0 <= u ist ein glatter Punkt von X.

Jede Gerade durch u schneidet X in « mindestens mit Vielfachheit m = pu(f, u), d.h. fir 0 # v € R”
ist ordy—g f(tv +u) > m, denn aus (T) folgt

ftv+u) = firn(tv) + fmsr(tv) + - =" fin (v) +tm+1fm+1(v) +o
Fir alle v in einer Zariski-offenen (dichten) Menge ist ord;—¢ f(tv +u) = m = p(f,u).
1.7 Beispiel. Fiir f := 22 — 22 — 23 und v := 0 € R? ist u(f,u) = 2 und f(tv) = t2(v} — v3) — t3v3.

1.8 Satz. Sei f € R[x] eine bzgl. e € R™ hyperbolische Form. Dann ist p(f,u) = ordi—¢ f(te — u)
fiir jeden Punkt u € R™.

IPeter Lax (*1926)
2John William “Bill” HELTON (*1945)
3Victor VINNIKOV (*¥1967)



Abbildung 2: Die Hyperfliiche V(f) N R? aus Beispiel 1.7 (Quelle: [2], 6.3.16)

Beweis. Wir verwenden Theorem 1.3. Man kann f(e) = 1 annehmen. Sei d = deg(f), fixiere
0 # u € R™ und wiéhle ein v € Uc(f) mit u(f,u) = ordi=o f(tv — u) (ein solches existiert,
da U.(f) # @ offen ist). Das Polynom F(r,s,t) = f(re + su + tv) erfillt deg(F) = d und ist
hyperbolisch bzgl. e; € R?: Fiir w € R? ist F(te; + w) = F(t + w1, wa, w3) = f(te + W) mit
W = wie + wyu + wzv € R3. Nach Theorem 1.3 gibt es Matrizen U,V € S% mit

F(r,s,t) =det (rlqg+sU +tV).
—_——

= A(r,s,t)

Wegen v € U.(f) ist f # 0 auf [e,v], also F # 0 auf [e1,e3] C R3. Da A(r, s,t) auf [e1, e3] nirgends
singulér ist, folgt mit einem Stetigkeitsargument V' > 0. Nach Aufgabe 3 ist

ordi—o f(tv — u) = ordy—o det(tV — U) 23 Qim ker(U).

Andererseits ist ebenfalls ord;—¢ f(te — u) = ord;—o(tlg — U) = dimker(U). Also gilt nach Wahl
von v bereits u(f,u) = ordi—g f(tv — u) = ords—g f(te — ). O

1.9 Korollar. Sei f € R[x] hyperbolisch bzgl. e € R™ und sei v € R™ mit f(u) = 0. Dann ist u
genau dann ein glatter Punkt von V(f), wenn ord,—¢ f(te — u) = 1 gilt.

Beweis. Es gilt u ist glatt PN w(fyu)=1 <2 ord_g flte —u) = 1. O
1.10 Korollar. Sei f € R[x] hyperbolisch bzgl. e € R™. Dann sind dquivalent:
(i) f ist strikt hyperbolisch bzgl. e.
(ii) f ist strikt hyperbolisch bzgl. jedem u € U.(f).
(iii) Die Hyperfliche V(f) C A™ hat keine reellen singuléren Punkte # 0.

Beweis. (i) besagt, dass die Nullstellen von f(te — v) € R[¢] fir alle v € R™ \ Re reell und einfach
sind. Daraus folgt (iii), denn ist f(v) = 0 mit v # 0, so ist u(f,v) = ords—¢ f(te — v) = 1. Der
Beweis von (iii) = (ii) erfolgt analog und (ii) = (i) ist trivial. O

1.11 Theorem (Nuij?). Seien d > 1 und 0 # e € R™ und setze H}(e) == {f € Ha(e): f(e) = 1}.
(a) Hsaq(e) ist offen in R[x]4 und dicht in H4(e) und H}(e) ist abgeschlossen in R[x],.

b) Die Raume H ' (e) := {f € Hale): f(e) > 0} und Hs' (e) :== Hsq(e) NHT (e) sind kontrahier-
d d d
bar, also insbesondere zusammenhéngend und einfach zusammenhéngend.

Dabei heifit ein topologischer Raum X kontrahierbar, falls es eine Deformationsretraktion von X
auf einen Punkt zg € X gibt, d.h. eine stetige Abbildung h: X x [0,1] — X mit A(x,0) = = und
h(z,1) = x¢ fir alle z € X. Alle Homotopiegruppen (insbesondere die Fundamentalgruppe) eines
solchen Raums sind trivial.

1.12 Lemma. p € R[¢] habe nur reelle Nullstellen. Sei s € R und g(¢) = p(¢) + sp’(¢).

4Wim Nuts (*19?7)



(a) Alle Nullstellen von g sind reell.

(b) Ist s # 0 und ist & > 1 die maximale Vielfachheit einer Nullstelle von p(t), so ist max{k—1,1}
die maximale Vielfachheit einer Nullstelle von g(%).

Beweis. Seien a1 < --- < a,, die verschiedenen Nullstellen von p und sei m; > 1 die Vielfachheit
von «;, dann ist deg(p) = >, m; = m, also deg(g) = m. Jedes «; ist eine Nullstelle von g der
Vielfachheit m; — 1. Fiir i € [n] springt ’;(—(tt)) an der Stelle ¢ = a; von —oo nach +o0o (RAG, 1.3.7).
Es ist

o

p(t) p(t)’

also hat ¢(t) fir alle i € [n — 1] im Intervall (a;, a;+1) (mindestens) eine reelle Nullstelle ;. Die

a; und B; sind schon m — 1 reelle Nullstellen von ¢(t), es fehlt nur noch eine Nullstelle. Zeige, dass

eine solche stets existiert und nicht im Intervall [a1, av,] liegt. Fiir ¢ — +oo gilt % — 1. Ist s > 0,

so gibt es also eine Nullstelle 5 < ;. Ist s < 0, so gibt es eine Nullstelle 8 > a,. O

1.13 Zeige zunichst die letzte Aussage in (a). Sei f € R[x]4\ H}(e). Ist f(e) # 1, so gilt das auch in
einer Umgebung von f. Ist f(e) =1, so ist also f ¢ Ha(e) (und f(e) # 0), d.h. es gibt ein u € R™,
sodass f(te — u) eine nichtreelle Nullstelle besitzt. Nach RAG I, Aufgabe 52 gilt dasselbe in einer
Umgebung von f. Somit ist R[x]q \ H}(e) offen in R[x]q, d.-h. H}(e) ist abgeschlossen in R[x]q4.
Zeige nun, dass Hsq(e) offen ist. Wéhle einen Unterraum L C R™ mit dim(L) =n—1und e ¢ L
(d.h. R" = L& Re). Sei St == {u € L: |u| = 1} und betrachte die stetige Abbildung

¢: R[x]g x R" = Rlt]<q, (g,v) — g(te —v).

Sei Hy C R[t]<q4 die Menge aller p € R[t] mit deg(p) = d, die nur reelle und einfache Nullstellen
haben. Erneut nach RAG I, Aufgabe 52 ist Hy offen in R[t]<4. Nach Definition ist ein g € R[x]q
genau dann strikt hyperbolisch bzgl. e, wenn ¢({g} x (R™\Re)) C Hy gilt. Dafiir ist die Bedingung
o({g} x S) C H, hinreichend (und notwendig), denn jedes u € R™ \ Re hat die Form u = ae + bv
mit v € S, a,b € R und b # 0 und es folgt

g(te—u):g(te—(ae—i—bv))zbd-g<t;ae—v>.

Hat also g(te — v) die Nullstellen Aq, ..., Aq, so hat g(te —u) die Nullstellen p; = a + bA;. Sind die
A; reell und paarweise verschieden, so gilt dies auch fir die ;. Sind X, K topologische Radume, ist
K kompakt und W C X x K offen, so ist die Menge {z € X: {z} x K C W} offen in X. Daher
ist die Menge

Hsale) = {g € Rlx]a: ¢({g} x Sz) € Ha} = {g € R[x]a: {g} x Sz C ¢~ "(Ha)}
———

offen
offen in R[x]g4.

1.14 Fiir s € R und w € R™ mit (u,e) = 0 sei Ty, 5 : R[x]q — R[x]q der durch

Tu,sf(x) = f(x) +s- (a:,u> : aef(x)

definierte lineare Operator. Fiir alle f € R[x]q4 und s € Rist T, of = f und es gilt T), s f(e) = f(e).
Weiter gilt:

(1) T, s bildet Hq(e) und Hsq(e) in sich ab. Denn sei f € Hq(e), sei g == Ty, s f und sei v € R™.



Wir zeigen, dass alle Nullstellen von g(te — v) reell sind. Es gilt

glte —v) = flte —v) —s - (u,v) - (9. f)(te — v) = p(t) + cp' (1)

=p(t) =p'(t)

mit ¢ := —s- (u,v) € R. Nach Lemma 1.12(a) hat g(te — v) also reelle Nullstellen, d.h. es
folgt g € Hy(e). Analog zeigt man g € Hsq(e), falls f € Hsy(e).

(2) Ist « eine Nullstelle von p(t) = f(te — v) der Vielfachheit m > 1, so ist die Vielfachheit von
« als Nullstelle von g(te — v) nach Lemma 1.12(b) genau m — 1, aufier im Fall s - (u,v) = 0.

(3) Sei uy,...,u,_; eine Basis von et = (Re)t C R" (beachte e # 0). Fiir s € R betrachte den
Operator
F, = (Tul,s)d 0---0 (Tun,l,s)d
auf R[x]q. Fiir s — 0 konvergiert F gegen Fy = idgy],. Fiir s # 0 gilt Fy(Ha(e)) € Hsale),
denn ist v € R™ \ Re, so gibt es ein i € [n — 1] mit (v, u;) # 0. Fiir g € Hq(e) ist

(T, s9)(te —v) = g(te —v) + 5+ (te — v,us) - (Oeg)(te — v) = g(te —v) + 5"+ (Deg)(te — v)

mit &' # 0. Nach Lemma 1.12 verringert Ty, s die Vielfachheiten der Nullstellen um 1,
wéahrend alle neuen Nullstellen Vielfachheit 1 haben und reell sind. Nach d-maligem An-
wenden sind also alle Nullstellen (reell und) einfach. Fiir alle j # i ist weiter Ty, o f = f,
denn es gilt (v,u;) = 0. Fir f € Hq(e) und alle s # 0 gilt damit Fsf € Hsq(e) und Fsf — f
fiir s — 0. Insbesondere ist Hsg(e) dicht in Hg(e).

1.15 Noch zu zeigen ist 1.11(b). Ohne Einschrinkung sei e = e;. Betrachte die Homotopie
Rix]q x [0,1] = R[x]q4, (f,s) = Hsf mit Hsf(x1,...,2,) = f(x1,822,...,52,).

Es gilt Hyf = f und Hof = ¢ - f(e). Ist f hyperbolisch bzw. strikt hyperbolisch bzgl. e, so gilt
dasselbe fiir H, f, denn es gilt

(Hsf)(te —u) = f(t —up, —Sus, ..., —su,) = f(te —u’)

mit u' = (uy, susg, ..., suy). Ist f hyperbolisch bzgl. e mit f(e) > 0, so ist

hof = ((1 — s+ ff)) FH_.f (s€[0,1))

ein Pfad von hgf = f nach

1
hlf = mFlHof = Fl(l‘?) =4g.
Dieser verlduft ganz innerhalb #4(e), denn fiir alle s € [0,1] ist (1 — s) + 75 >0 (beachte auch
1.14(1)). AuBlerdem ist hyf strikt hyperbolisch fiir alle s > 0 nach 1.14(3). Damit ist

he Hi(e) x [0,1] — Hi(e), (f,8) > hsf

eine Deformationsretraktion von HJ (e) (bzw. Hs] (e)) auf g = hif € Hs] (e). O

Damit ist Theorem 1.11 vollstdndig bewiesen.

Bemerkung. Urspriinglich wurde in der Vorlesung Hq(e) U {0} = Hsq(e) behauptet. Das ist falsch,
betrachte beispielsweise f; == tx? — 2% —22. Fiir t > 0 ist diese Form hyperbolisch bzgl. e1, dagegen
ist fo bzgl. keinem Punkt hyperbolisch (d.h. Ha(e1) U {0} ist nicht abgeschlossen).



1.16 Bemerkung. Es ist Hq(e) = H} (e) UH, (¢) und die beiden Mengen H (e) sind kontrahierbar.
Typische Beispiele von kontrahierbaren Mengen sind sternférmige Mengen. Hq(e) ist fiir d > 2
jedoch nicht sternformig (Aufgabe 5). Die Formen

fr =2+ 2axy + v* = (x + ay)? — (a®* — 1)y* € R[z,y]

sind fiir @ > 1 strikt hyperbolisch bzgl. e, jedoch ist % f++ %f, = 2 +y? nicht hyperbolisch bzgl.
e1. (Das zeigt (die schwéchere Aussage), dass Ha(e1) nicht konvex ist.)

§2 Beweis der (Ex-)Lax-Vermutung

2.1 Theorem (Helton-Vinnikov 2006). Sei f € R[z,y, 2] eine bzgl. e € R hyperbolische Form mit
deg(f) = d und f(e) > 0. Dann gibt es Matrizen A, B,C € S mit

f(z,y,z) = det(zA + yB + zC)

und e; A + e B + e3C = 0 (siehe Theorem 1.3).
Wir diskutieren den algebraischen Beweis von Hanselka® (2015).

2.2 Ein Polynom f € R[x] heiit ein RZ-Polynom (,real zero*) bzgl. u € R™, falls f(u) # 0 gilt
und das Polynom f(u + tv) € R[t] fiir alle v € R™ nur reelle Nullstellen hat. Ist f € R[x] RZ bzgl.
u € R™, so ist die Form

= xgeg(f)f (ﬂ, e x—") € Rlzo, x]
i) o

hyperbolisch bzgl. (1,u) € R"*1. Ist umgekehrt f € R[zg, x| eine bzgl. (1,u) hyperbolische Form,
soist f(1,z1,...,2,) € R[x] RZ bzgl. u € R™. Das Analogon des Hyperbolizititskegels fiir ein RZ-
Polynom f (bzgl. u € R™) ist die starr konvexe Menge S,,(f) :== {v € R": Vz € [u,v): f(z) # 0}.

Abbildung 3: Der ,Hyperbolizitiatskegel* eines RZ-Polynoms

Fir v € R” (und f RZ bzgl. u) ist u(f,v) = ordi=o f(tu + (1 — t)v) (Satz 1.8).

Sind beispielsweise Ao, ..., A, € S% A(x) == A¢ + > i, z;4; und ist v € R™ mit A(u) > 0,
so ist f(x) = det A(z) RZ bzgl. u (das folgt aus 1.2, denn es gilt f(z) = g(1,21,...,2,) mit
g(xoy ..., xn) = det(zgdo + -+ + ,A4,) € Rlzo,x]). Die zugehorige starr konvexe Menge ist
(ebenfalls nach 1.2) S,(f) = {v e R": A(v) = 0}.

Wie betrachten die folgende Umformulierung von Theorem 2.1:

2.3 Theorem. Sei f € R[z,y] RZ bzgl. 0 mit f(0) = 1 und sei d = deg(f). Dann gibt es Matrizen
A, B € S mit f(z,y) = det(Iy + A+ yB).

5Christoph HANSELKA (*¥1977)




Lemma. Die Aussagen der beiden Theoreme 2.1 und 2.3 sind dquivalent.

Beweis. Gelte zunichst 2.1 und sei f gegeben wie in 2.3. Die Form f"(z,y,z) ist hyperbolisch
bzgl. e3, nach 2.1 gibt es also A, B,C € S? mit C = 0 und f"(z,y,2) = det(zA + yB + z0).
Wihle ein S € GLg(R) mit C = SST, dann ist A + yB + 2C = S(zA’ + yB' + 2I)S T fiir
A= ST1AS~T und B’ = S7!BS~T. Wegen det(SST) = det(C) = f(e3) = f(0) = 1 folgt
flz,y) = f"(2,y,1) = det(zA’ + yB' + Ia).

Gelte nun 2.3 und sei f gegeben wie in 2.1. Wihle entsprechende Koordinaten mit e = e3, dann
ist g(x,y) = ﬁf(x,y, 1) RZ bzgl. 0 mit g(0) = 1. Nach 2.3 ist also g(x,y) = det(Iy + A + yB)
fiir geeignete A, B € S¢, d.h. f(z,y,1) = det(aly + zaA + yaB) fiir ein a € R mit a? = f(e). O

2.4 Sei h(z,y, z) € Rlz,y, 2] eine bzgl. eg hyperbolische Form mit deg(h) = d und h(es) = 1. Nach
Aufgabe 4(a) kann man annehmen, dass h irreduzibel ist. Dann ist f(z,t) = h(z,1,t) € R[z,]
irreduzibel und normiert vom Grad d in der Variable ¢. Wir suchen Matrizen A, B € S mit
f(z,t) = det(tl; + xA + B). Das Polynom f(xz,t) hat die folgende Eigenschaft: Fiir jedes £ € R
hat das Polynom f¢(t) .= f(§,t) € R[t] nur reelle Nullstellen und ist normiert vom Grad d. Denn

es gilt fe(t) = h(tes — ) fir u = (—&,—1,0).

Fiir den Beweis nehmen wir an, dass die affine Kurve C' := V(f) C A? nichtsingulir ist (d.h. sie

besitzt keine singulédren C-Punkte (Punkte (a,b) € C? mit f(a,b) = 8—;2( b) = %{(a b) =0)). Aus

1.8 folgt daher, dass fir jedes £ € R alle (reellen) Nullstellen von fe(t) = f(&,t) einfach sind.
2.5 Setze A := Rx]. Die A-Algebra B := Rz, t]/(f) = R[C] ist als A-Modul frei vom Rang d mit
A-Basis 1,t,...,t%7 1 Sei f(z,t) = t1 4+ a1(z)t 1 + -+ + aq(z) mit a; = a;(z) € A. Dabei ist
deg(a;(z)) < fir alle ¢ € [d]. Die Multiplikation u;: B — B, p + tp wird (bzgl. obiger A-Basis)
durch die Matrix

0 -+ 0 —aqx)

1 c Adxd

1 —ay(x)

beschrieben. Das charakteristische Polynom ist det(tid —p:) = f(z,t), wie man per Induktion
sieht. Auf dem A-Modul B betrachten wir die symmetrische Bilinearform

B—B
b: BxB— A, bp,q) = trp/alpg) = tr <b > qu) '

Weiter betrachten wir fiir £ € R das folgende Tensorprodukt:

B —— B¢ = B®a¢ R =R[t]/{fe)

[

Rz]=A %

Fir die zugehorige Spurform be : By x Bg — R gilt explizit (sieche RAG, 1.3.30)

d

be (1',87) = trp ym (7)) = > ap,
k=1

wobei ar,...,aq € R die Nullstellen von fe(¢) seien (d.h. be(¢%,t7) ist gerade die (i + j)-te Newton-
summe von f¢(t)). Die Matrix der symmetrischen Bilinearform b ist also genau die Hermitematrix
H(f¢). Da alle Nullstellen von f¢(t) reell und einfach sind, ist be > 0 (siche RAG, 1.3.26).



Was bisher geschah. Wir haben f € R[z,t], f = t¢+ a1 (z)t¢"! + -+ + aq(z) mit a;(x) € R[z] und
deg(a;) < i fiir alle i. Die affine Kurve C = V(f) C A? ist glatt. Fiir £ € R hat f(£,t) = fe(t)
genau d verschiedene reelle Nullstellen. Das Ziel ist es, Matrizen M, N € S% mit

f(z,t) = det(tly+ aM + N)

zu finden. Es ist A = R[z] und B = R[C] = Rlx,t]/(f) (ein freier A-Modul mit Basis 1,t,...,t?"1).
Wir betrachten die symmetrische Bilinearform b: B x B — A, (p,q) — tr(pq) = trg,a(pq). Fiir
& € Rund By = R[t]/(fe) ist be: Be x Be — R die Hermiteform von fe(¢). Es gilt be > 0.

2.6 Sei R ein Ring und sei M ein endlich erzeugter freier R-Modul. Eine symmetrische Bilinearform
b: M x M — R heifit unimodular, falls die induzierte lineare Abbildung

©: M — MY :=Homgr(M,R), x+ b(x,")

bijektiv ist. Ist vy, ..., v, eine R-Basis von M mit dualer Basis vY, ..., vy von MV, so wird ¢ durch
die Matrix T := (b(v;, v;));,; beschrieben. b ist also genau dann unimodular, wenn det(T') € R* ist.
In unserer Situation 2.5 wird b: B x B — A im Allgemeinen nicht unimodular sein (denn es kann
ein & € C geben, sodass f(&,t) eine mehrfache C-Nullstelle hat und in diesem Fall ist rk(be) < d,

also ist b nicht unimodular). Zundchst nehmen wir aber an, dass b unimodular ist.

2.7 Theorem (Harder%). Sei k ein Kérper mit char(k) # 2 und sei T' € Sym,, (k[z]) mit det(T) € k*.
Dann existiert ein S € GL,,(k[z]), sodass STTS eine Diagonalmatrix (mit Eintrigen in k*) ist.

Beweis. Siehe [3], Chapter 6, Theorem 3.3. O

2.8 In 2.5 sei b also unimodular. Wegen b > 0 fiir £ € R hat der A-Modul B nach Theorem
2.7 eine Orthonormalbasis p1, ...,pq (d.h. es gilt b(p;, p;) = d;; fur alle ¢, j). Die A-lineare Abbil-
dung pr: B — B, p — tp ist selbstadjungiert bzgl. b, denn es gilt b(tp,q) = tr((tp)q) = b(p,tq).
Bzgl. der obigen Orthonormalbasis wird y; also durch eine symmetrische Matrix M (x) € Sym,(A)
beschrieben. Es ist f(x,t) = det(tid —p;) = det(tly — M(x)). Diese symmetrische Determinan-
tendarstellung von f(z,t) ist automatisch linear, d.h. es gilt M(z) = xM; + M, fiir geeignete
My, My € S%: Es ist f = t? + Z‘Ll a;(z)t4"" mit a; € A und deg(a;) < i. Wende Aufgabe 7 auf
K = Quot(A) = R(x) und die diskrete Bewertung

v (’q’g;) — deg(q) — deg(p)

auf K mit Restklassenkorper R (betrachte 2 i g fiir p = 5298(®) bzt und m = deg(q)) an.
Es folgt

@)
U(M(x))—ie[d] ; > -1,

denn es ist deg(a;) < 1, also v(a;) > —i bzw. @ > —1.

2.9 Satz (Eulers” Lemma). Sei L/K eine endliche separable Kérpererweiterung mit Kérpergrad
n:=[L: K] <oo,seiue L mitL=K(u)und sei f(t) := MinPol(u/K) € K[t]. Dann gelten

unfl ui
trL/K <f/(u)> =1 und trL/K <f/(u)> =0

fir alle ¢ € {0,...,n — 2}.

6Giinter HARDER (*1938)
"Leonhard EULER (1707-1783)



Beweis. Sei f(t) = H?:l(t —uj) mit u; € K.Da f separabel ist, ist f'(u;) # 0 fiir alle j. Es gilt

>y Lm0 =1 )

k]

denn die linke Seite in (%) hat Grad < n — 1 und setzt man ¢ = uy ein, erhédlt man fiir jedes ¢ den
Wert 1 (beachte f'(t) = -7, [1;;(t — ux)). Dividiere (x) durch f(t) und erhalte

zn: vt

= )t —wy)  f(H)

1
t

% N <1)n H (t tuj) - (1)n + (héhere Potenzen von 1)

j=1

Schreibe beide Seiten als Polynom in ; (Taylorentwicklung um ¢ = c0). Die rechte Seite ist

Betrachte andererseits die linke Seite: Mit s := % ist

1 1
= = s :s+s2u+53u2+...’
t—u s t—u 1-—su

also ist die linke Seite

S )\t e |

Der Koeffizient von (%)Z in dieser Reihe ist

n u; w1
= tr -
= F(uy) L“(ﬂm)
(siehe erneut RAG, 1.3.30), das liefert per Koeffizientenvergleich die Behauptung. O

Sei jetzt wieder f(x,t) € Rz, t], A= Rz], B = A[t]/(f), K = Quot(A) und L := Quot(B).

2.10 Korollar. Sei 6 == % (als Element in B). Die skalierte Spurform
T:BxB— A, 1(p,q)i=tr(pgs ') = trL/K(pq(S_l)

ist (wohldefiniert und) unimodular.

Beweis. Es ist 6 # 0 (als Element in B). Nach Eulers Lemma 2.9 ist tr(¢!d~1) € A fiir alle
i €{0,...,d— 1} (ndmlich O fiir i = 0,...,d — 2 und 1 fiir i = d — 1), also folgt tr(6"*B) C A,
denn es ist B = @;1:—01 At?. Daher ist 7 wohldefiniert als Bilinearform B x B — A. Die Matrix von
7 bzgl. 1,t,...,t% 1 ist

0 1
o L 0, fallsi+j<d—-1,
, dennes gilt T(t', /) =tr(t571) = J
1, fallsi+j=d—-1.
1 *
Somit ist det(7) = £1 € A*, d.h. 7 ist unimodular. O

Durch den Ubergang von b zu 7 haben wir leider die positive Definitheit verloren (vgl. Aufgabe 8).



2.11 Satz. Sei C eine nichtsingulére irreduzible affine Kurve iiber einem vollkommenen Korper k.
Dann ist k[C] ein Dedekindring. Ist & = C, so ist die Divisorenklassengruppe Cl(C) dividierbar.

Erkldrung. Ein Dedekindring ist ein eindimensionaler integrer noetherscher Ring R, der ganz ab-
schlossen ist (4quivalent: fiir alle m € Max(R) ist R,, ein diskreter Bewertungsring). Sei k = C und
setze Div(C) = @ Z[E]- Zu f € k(C)* ist div(f) = > o ve(f) - [€] € Div(C). Die Sequenz

k(C)* —E Div(C) — CI(C) — 0
fr=div(f)

ist exakt. Die gebrochenen Ideale von k[C|] bilden eine zu Div(C) isomorphe abelsche Gruppe. In
einem Dedekindring R hat jedes gebrochene Ideal I eine eindeutige Darstellung

I = H pn(r')

peEMax(R)

mit n(p) € Z und n(p) = 0 fiir fast alle p € Max(R). Dabei ist p~! := Hom(p, R). Die Gruppe

{gebrochene Ideale von k[C]}
1 = Cl(k =
CIC) = CUHC]) {gebrochene Hauptideale von k[C]}

heifit die Idealklassengruppe (oder Divisorenklassengruppe) von k[C]. Eine abelsche Gruppe (G, +)
heifit dividierbar, falls Vn € N: Vo € G: Jy € G: © = ny gilt. Die Dividierbarkeit von C1(C) (in
2.11) bedeutet, dass es fiir jedes gebrochene Ideal I von k[C] und jedes n € N ein gebrochenes
Ideal J und ein f € k(C)* mit I = fJ™ gibt. Wir werden dies nur fiir n = 2 verwenden.

2.12 Lemma. Es gibt ein gebrochenes Ideal I von B und eine Quadratsumme ¢ # 0 in L mit

I? = (<) (ein gebrochenes Hauptideal).

Beweis. Sei B¢ := B @g C = C[C] und sei Z(B¢) die Gruppe der gebrochenen Ideale von Bc. Es
ist Quot(Bc) = C(C) = L(v/—1). Das Hauptideal (§) = B§ in B = R|[C] hat keine R-Punkte,
d.h. fir (§,5) € R? mit f(&,s) = 0 ist 6(&,5) # 0 (da fe(t) nur einfache Nullstellen hat). Das
Hauptideal (§)¢ := Bcd ist deshalb ein Produkt von Primidealen und ihren Konjugierten. Also
gilt (8)c = JoJo fiir ein Ideal Jy C Bc. Da Cl(Bc) 2-dividierbar ist, ist Jy = ¢J? mit J; € Z(Bc)
und ¢ € C(C)*. Es folgt (§)c = ¢(J1J1)%. Dabei ist ¢ := qg € L* eine Summe von zwei Quadraten
in L (wegen (a + ib)(a — ib) = a® + b?). Es folgt (§) = ¢J? (in Z(B)) mit dem gebrochenen Ideal
J := JiJy N L von B. Fiir das gebrochene Ideal I := J~! von B ist also I = (§) (in Z(B)). O

Seien nun ein gebrochenes Ideal I und eine Quadratsumme ¢ wie in Lemma 2.12 fixiert.

2.13 Lemma. Die symmetrische Bilinearform
B:IxI— A, (pq)—tr (ZE)
c

iiber A ist unimodular und der A-Modul I besitzt eine Orthonormalbasis bzgl. 5.

Beweis. Der A-Modul [ ist frei vom Rang d. Es gilt

B(p,q) = tr (%) € tr CI?) = tr GB) CA

nach 2.9. Lokalisiere in einem Primideal von B: Lokal ist I = B’g (ein gebrochenes Hauptideal der
Lokalisierung B’ von B). Es ist 12 = (), also g? = u- £ mit u € (B’)*. Lokal ist 8 die Abbildung

2
, u
B' x B' = A", (p,q) — B(pg,qg) = tr (pch) =tr (%)
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und diese ist nach 2.10 unimodular.
Sei 0 # p € L. Es gibt ein £ € R so, dass p und ¢ weder Null- noch Polstellen in einem Punkt (£, s)
fiir s € C haben. Da c¢ eine Quadratsumme ist, gilt fiir jedes solche &

2

B0~ (L) 9= L U g

c

wobei 51, ..., 54 die Nullstellen von f¢(t) = f(&,t) seien. Nach dem Satz von Harder hat I also eine
A-Basis p1,...,pq mit 5(p;,p;) = dija; und a; > 0, d.h. I besitzt eine Orthonormalbasis. O

2.14 Beweisende. Verfahre wie in 2.8 (mit S statt b): Die A-lineare Abbildung p;: I — I ist
selbstadjungiert bzgl. § und hat das charakteristische Polynom det(tid —u;) = f(x,t). Die Matrix
M(z) von p¢ bzgl. p1,...,pq ist symmetrisch. Nach Aufgabe 7 haben alle Eintrige von M (z)
Grad < 1, also erhalten wir eine Darstellung f(z,t) = det(tIy + A + B). Im Fall, dass f strikt
hyperbolisch ist, ist damit die Lax-Vermutung bewiesen.

2.15 Allgemeiner Fall. Sei f € R[z,y, z]q hyperbolisch bzgl. e = e; mit f(e) = 1. Nach dem
Theorem von Nuij existiert eine Folge (f;);j>1 C Hsq(e) mit fj(e) = 1 fiir alle j € N, die gegen
f konvergiert. Es existiert sogar eine solche Folge, dass alle V(f;) glatt sind. Der Grund hierfiir
ist, dass sich jedes f; durch glatte Formen approximieren lésst und diese sind automatisch strikt
hyperbolisch, falls sie nahe bei f; liegen. Fiir alle j ist also f;(z,y,2) = det(xA; + yB; + zIq) und
die Abbildung ¢: S¢ x S¢ — R[z,y, z]4, (A, B) + det(zA + yB + 21,) ist eigentlich (Aufgabe 6).

konvergente
S x {(4,B)} <ot {(4;.By))
¢Jeigentlich J{ J
Rz, y, 2]q f {f;}

§3 Spektraederschatten: Die Sitze von Helton-Nie

Erinnerung. Ein Spektraeder ist eine Menge {¢£ € R": A(£) = 0} mit 4; € S¢ und A(z) = Ag +
i, xiA;. Spektraeder sind basisch abgeschlossen, semialgebraisch, konvex und sogar starr konvex
(fir n = 2 ist (nach §2) auch jede Menge mit diesen Eigenschaften ein Spektraeder, fiir n > 2 ist
die Frage noch offen). Ein Spektraederschatten ist eine Menge {£ € R™: In € R™: A(¢,n) = 0} mit
A, Bj € S% und

Alz,y) = Ao + inAi + Zijj-
i=1 j=1

Spektraederschatten sind konvex und semialgebraisch. Die Sitze von Helton-Nie® besagen, dass
eine Menge K C R" ein Spektraederschatten ist, falls K kompakt, konvex und semialgebraisch ist
und 0K ,gutartig® ist (Kriimmung, Singularitéten, ... ).

3.1 Sei g = (¢1,.--,9r) ein Tupel in R[x]", sei § = S(g) = {£ € R": Vi € [r]: ¢;(§) > 0} und sei
M :=QM(g) = {so+ 8191+ + 8:gr | S0,--.,5- € XR[x]?}. Setze go := 1 und betrachte

Mk = {Z Sig; Vi € {O, ‘e ,’I’}S S; € ZR[XP /\deg(szgl) S k’} Q MﬁR[X]Sk

=0

(die trunkierten quadratischen Moduln) fir k € Ny. M, ist eine semialgebraische Menge in R[x]<.
Fir f € R[x], etwa f = )" cox® mit ¢, € R sei || f|| := max, |cq| (die L>-Norm).

8 Jiawang NIE (*1977?)
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3.2 Theorem. Seien g, S und M gegeben wie in 3.1 und sei M archimedisch. Fiir jedes d > 1 und
jedes ¢ € (0,00) gibt es ein k = k(g,d,c) € N so, dass M, jedes f € R[x]<4 mit f > % auf S und
If]l < c enthélt.

3.3 Formuliere Theorem 3.2 zunéchst koordinatenfrei: Sei A eine endlich erzeugte R-Algebra, sei
M = QM(g) C A ein archimedischer quadratischer Modul mit g = (g1,...,9,) € A" und sei
S =Xy ={aeHom(A4,R): Vi € [r]: a(g;) > 0}.

Wir zeigen: Fiir jeden linearen Teilraum U C A mit dim(U) < oo und jedes ¢ > 0 existiert ein
linearer Teilraum V' C A mit dim(V) < oo, sodass gilt: Zu jedem f € U mit f > % auf S und
|l £Il < ¢ (bzgl. einer fixierten Basis von U) gibt es sq,...,s, € V2 mit f = sg+ 8191+ + $1Gy--

s F{r ein solches

3.4 Ein Matrizpolynom vom Format r x s ist eine Matrix T' = (¢;;) € R[x]
T setzen wir deg(T') := max; ;j deg(t;;) und ||T|| = max, ; ||t;;||. Ist T € Sym,,(R[x]), so heifit
T (matriz-)sos, falls es m x m-Matrixpolynome T, mit 7' = " T,7,] gibt oder dquivalent, falls

T =UUT fiir ein Matrixpolynom U mit m Zeilen gilt.

3.5 Theorem. Sei g = (¢1,...,9r) € R[x|", sei der Modul M = QM(g) archimedisch und sei
S = S(g) € R™. Fiir alle d,,m > 1 und alle 0 < ¢ € R gibt es ein k = k(g,d,m,c) € N, sodass
gilt: Ist T € Sym,,(R[x]) mit deg(T) < d, |T|| < cund T = 11, auf S (dh. T(¢) — 11, = 0
fir alle &€ € S), so gibt es sos Matrixpolynome Ty, ..., T, € Sym,,(R[x]) mit deg(7;) < k und
T=To+qnTi+ -+ g.7T}.

3.6 Fiir den Beweis von 3.5 geniigt es, Satz 3.2 zu zeigen: Betrachte den kommutativen Teilring
B = R[x,T] von R[x]|™*™ (aus symmetrischen Matrizen). Die Ringerweiterung R[x] C B ist
endlich, der von M C R[x] in B erzeugte quadratische Modul M¥ ist also archimedisch. Aus der
Voraussetzung T > %I auf S folgt T' > % auf

Xye ={8: B—=R|Vie][r]: B(¢g;) >0}

(sieche RAG, 5.5.21, der Grund war, dass §(T) fiir ein solches 3 ein Eigenwert von T'(u) ist (£|gr[x
korrespondiert zu einer Auswertung in « € S)). Angenommen Theorem 3.2 ist bewiesen (und damit
auch 3.3), dann kann man 3.3 auf den quadratischen Modul M® C B und auf 7' anwenden, das
liefert Theorem 3.5. (Die Matrizen T; kann man also sogar als sos in B finden.) O

3.7 Beweis von Theorem 3.2. Fiir g, S und M wie in der Voraussetzung, d > 1 und ¢ > 0 sei

Paci= {1 € Rideas fls 2 1, 1] < ch € MNRIKl<a

also
Py € |J (M NRx]<a) (%)
E>1
(eine Vereinigung von semialgebraischen Mengen). Dabei sei M}, wie in 3.1. Wir wollen Py . C M},
fiir ein k£ > 1 zeigen. Nach RAG I, Aufgabe 43 ist das dquivalent dazu, dass () nach beliebiger reell
abgeschlossener Grundkorpererweiterung gilt. Zu zeigen ist also: Ist R O R reell abgeschlossen, so

gilt
(Pio)r U(MRX] N R[x]< )
k>1
Daher ist zu zeigen: Fiir f € R[x|<qg mit fls, > L und ||f|| < cist f € MEX = QMpyq(g).

Sei O die konvexe Hiille von R in R, sei M© = QMoix(g) € O[x] und behaupte, dass MO ein
archimedischer quadratischer Modul in O[x] ist. O(M©®) = {f € O[x]: In € N: n+ f € M9} ist
ein Teilring von O[x] und es gilt R[x] € O(M©), sowie O C O(M®), also folgt O(M®) = O[x],

12



d.h. M€ ist archimedisch. Jedes f € R[x] mit f|s, > L und ||f|| < ¢ liegt in O[x]. Aus f|s, > 1

c

und S ={£ € R": Vi € [r]: g;(€) > 0} folgt f > % auf
Xyo ={a: Olx] = R | Vi€ [r]: alg;) > 0},

denn jedes a € X yro faktorisiert als O[x] — R[x] = Rmitu € Xpy = S, d.h. a(f) = f(u) > L > 0.
Somit ist f > 0 auf X0, d.h. f € M© nach dem archimedischen Positivstellensatz (fiir M©).
Insbesondere ist f € MEX, O

3.8 Sei K C R" eine konvexe Menge. Eine Funktion f: K — R heifit konvexz, falls

f(A =tz +ty) <A -1)f(x) +tf(y)

fir alle z,y € K und alle ¢ € [0, 1] gilt. Gilt fiir alle ¢t € (0,1) und z # y sogar stets ‘<’, so heifit f
strikt konvez. f heifit (strikt) konkav, falls —f (strikt) konvex ist.

9(+)+ 9(+)

Convex Concave
| / | I\
| | |
| I I
| | |
] | I I
| | | |
T T [4 T T )
x Y T 4

Abblldung 4: (Quelle: https://www.probabilitycourse.com/chapter6/6_2_5_jensen%27s_inequality.php)

Sei K C R™ konvex und offen. Ist f: K — R eine C''-Funktion, so ist f genau dann konvex, wenn
(Vf(u),v —u) < f(v) — f(u) fir alle u,v € K gilt. Ist f sogar eine C*-Funktion, so ist f genau
dann konvex, wenn D?f(u) = 0 fiir alle u € K gilt. Ist D?f(u) = 0 fiir alle u € K, so ist f strikt
konvex, die Umkehrung ist jedoch im Allgemeinen falsch (z.B. f(z) = z%). Ist f konvex, so ist
{u € K: f(u) < c} eine konvexe Menge.

3.9 Definition. Ein Polynom f € R[x] heifit sos-konvex, falls das Matrixpolynom D?f matrix-sos
ist. Klar ist, dass jedes sos-konvexe Polynom konvex (auf R™) ist.

3.10 Lemma. Ist K C R"™ kompakt und konvex und ist f: K — R konkav, so nimmt f sein
Minimum auf K in einem Extremalpunkt von K an.

Beweis. Sei w € K mit f(u) = min f(K), etwa v = >.._ja;u; mit u; € Ex(K), a; > 0 und
>i_pai = 1 (nach dem Satz von Krein-Milman gilt K = conv(Ex(K))). Da f konkav ist, folgt
flu) > > gaif(w) > f(uy) fiir alle j € [r] mit a; # 0, d.h. f(u;) = f(u) fir diese j. O

3.11 Lemma (Lagrange’-Multiplikatoren). Sei K = S(g1,...,9,) € R™ kompakt und konvex mit
int(K) # @. Die Polynome g1, ..., g, seien konkav auf K und es seien f € R[x] und v € K mit
f(u) = min f(K). Dann ist Vf(u) = >.._, b;Vg;(u) mit b; > 0 und b;g;(u) = 0 fiir alle € [r].

Beweis. Wihle ein v € K mit g;(v) > 0 fur alle i € [r] und setze w := v — u. Fir jedes ¢ mit
gi(u) = 0 gilt
0 < gi(v) < gi(w) +(Vgi(u), w) = (Vgi(u),w),

denn g;|k ist konkav. Ohne Einschréankung sei g;(u) = 0 fiir ¢ € [p] und g;(u) > 0 fir j €
[r]\ [p]. Zu zeigen ist V f(u) € cone(Vg(u),...,Vgy(u)) = C (ein endlich erzeugter und damit

9 Joseph-Louis LAGRANGE (1736-1813)
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abgeschlossener Kegel (Konvexitét, 1.6.7)). Angenommen V f(u) ¢ C, dann existiert ein z € C* C
R™ mit (z, Vf(u)) < 0. Wahle ein s > 0 so klein, dass (z + sw, Vf(u)) < 0 ist. Fiir hinreichend
kleine ¢ > 0 ist dann u + t(z + sw) € K, denn fiir ¢ € [p] und j € [r] \ [p] ist (Vgi(u), z + sw) > 0
und g;(u + t(z + sw)) > 0. Andererseits ist

flu+t(z+ sw)) = f(u) +t-(Vf(u),z + sw)+ (hohere Potenzen von t),
[ —

<0
im Widerspruch zu f(u) = min f(K). O
3.12 Lemma. Sei F' € Sym,, (R[x]) matrix-sos und sei v € R™. Dann ist auch das Matrixpolynom

Gulw) = /01 /Ot Flu+ s(z — u)) ds dt

matrix-sos und es gilt deg G, (x) = deg F(z) =: d.

Beweis. Zeige zunéchst die Grad-Aussage: Fiir jedes Monom x© ist

1 gt 1t
/ / (utsl@—w)? dsdt= / / (s‘“lx“ +h1) dsdt
0 Jo ~————— 0o Jo

- ) 1 || +1 o
= [[(uits(@i—ui))=i / <t a ) X
. = — X% hy | dt = (-
o \Jalw 1 77 = ey 0
mit zwei Polynomen hi,he (in (u,z)) und deg,(h;) < |a|. Ohne Einschriankung sei F(z) =
v(x)o(x)T mit v(z) = (vi(2),...,vm(®))" und v;(z) € Rlz] (fir z = (v1,...,2,) und y =

(y1,-..,Ym)). Nach Aufgabe 13 ist zu zeigen, dass das Polynom g(x,y) =y ' G, (x)y sos in R[z, y]
ist. Es gilt y " F(z)y = (X1~ yivi(x))? und damit

9(z,y) = /01 /075 (i yivi(u+ s(z — u))>2 ds dt.

Sei v;(u+ s(x —u)) = Zi:o pir (7, u)s* mit py € Rlz,u], dann gilt

m m d d 1 +
g(x,y) = Z Z Z Z YiyiDik(x, w)pje(z, w) /0 /0 sFldsdt.
L £

=lagy

Die symmetrische reelle (d + 1) x (d + 1)-Matrix Ag == (ake)k ¢=o0,...,a it positiv definit, denn fiir
2= (20,--.,24)" € R mit z # 0 ist

1 gt
ZTAdZ = / / (zo + 25+ + zdsd)2 dsdt > 0.
o Jo
Damit gilt Aq = BB fiir eine Matrix B € R@+Dx(d+1) q 1

1 t
/ / sFHdsdt = Z bierber-
0 Jo T

Es ist

1 gt fre L ghtetl t 1 gkl 1
dsdt = S a= dt =
/0/08 s /0 {k+€+1h /0 k+l+1 k+l+1)(k+(+2)
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und daher

2
=D viypapje Z Drrber = (Z > yipik-bkr> : [
r i k

1,7 k4

3.13 Theorem. Sei K = S(g) C R™ eine kompakte und konvexe Menge (mit g = (g1,...,9-)) und
sei M = QM (g) archimedisch. Fiir jedes i € [r] gelte eine der beiden folgenden Bedingungen:

(1) g; ist sos-konkav (d.h. —D?g; ist matrix-sos).
(2) g; ist konkav auf K und es gilt D?g;(u) < 0 fiir alle u € Z(g;) N Ex(K).
Dann hat K eine exakte Momentenrelaxierung bzgl. g. Insbesondere ist K ein Spektraederschatten.

3.14 Lemma. Seien die Voraussetzungen von Theorem 3.13 erfiillt. Fiir jedes ¢ € [r] gibt es ein
N; > 1 so, dass fiir alle u € Ex(K) gilt: Das Matrixpolynom

Gin(2) :=—/Ol/OtDQgi(u+s(x—u))dsdt

hat die Form

Zgj zu,]

mit go := 1 und Matrixpolynomen S; ,, ; (fiir j € {0,...,r}), die matrix-sos vom Grad < N; sind.

3.15 Beweis von Theorem 3.13 unter Verwendung von Lemma 8.14. Man muss ein d > 0 so fin-
den, dass der trunkierte quadratische Modul M, jedes lineare f € R[x] mit f|x > 0 enthélt
(RAG, 8.5.14). Ein solches f nimmt sein Minimum auf K in einem Punkt v € Ex(K) an (Lem-
ma 3.10). Da g;|x konkav ist, ist Vf(u) = >°I_; b;Vg;(u) mit b; > 0 und b;g;(v) = 0 (Lemma
3.11). Das Polynom hy(z) = f(z) — f(u) — Yi_, bigi(z) erfilllt hy,(u) = 0, Vh,(u) = 0 und
D?hy(u) = — >0, biD?g;(u). Fiir das Matrixpolynom

/ /D2 u+ s(z —u))dsdt

gilt hy(z) = (r —u) " Hy(z)(x — u) (Aufgabe 9). Aus 3.14 folgt also

HU(I)ZZ i Zzbzgj zuj )

1=1 j=0

mit Matrixpolynomen S, ,, ;, die matrix-sos vom Grad < max{Ni,...,N,} = N sind. Damit ist
() + > bigi(x) + (z — u) T Hy(2)(z — w),

mit f(u) > 0 und b; > 0, d.h. f liegt in M N2 mit 6 := max; deg(g;) (Lemma 3.12). O

3.16 Beweis von Lemma 3.14. Sei i € [r] und gelte zuniichst (1) fiir g;. Dann ist —D?g; matrix-sos
mit deg(D?g;) = deg(g;) — 2. Nach Lemma 3.12 gilt dasselbe fiir G; () (fiir alle u € R™). Gelte
jetzt (2) fir g; und sei Z; = Z(g;) N Ex(K). Das Matrixpolynom G; . (z) hat Grad deg(g;) —2 und
ist polynomial in (z,u). Fiir u € K gelten D2g;(u) < 0 und D?g;(u) < 0 fiir u € Z;. Fiir u € Z;
und v € K folgt G; ,(v) > 0, denn fiir 0 # w € R™ ist

Giul w*// (—D?g;)(u + s(x — u))w dsdt > 0.

>0 fir s=0
>0 fir alle 0<s<t
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Da K und Z; kompakt sind, gibt es ein € > 0 mit G;,(v) > I fiir alle (u,v) € Z; x K. Nach
Theorem 3.5 gibt es fiir jedes u € Z; eine gewichtete sos-Matrixdarstellung

Giu(@) = gj(x)Siu;(@)
=0

mit Matrixpolynomen S, ;, die matrix-sos vom Grad
deg(Siu,j) <k (g,deg(gi) — 2,1, max {5*1, ||G1UH})

sind. Da Z; kompakt ist, ist [|G;|| == max,ecz, ||Giu| < 00, d.h. man hat die uniforme Schranke
deg(Siuj) < k (g, deg(g:) — 2,n,max {e™", |Gi] }) - D

3.17 Definition. Sei U C R" offen. Eine C?-Funktion f: U — R heifit strikt quasikonkav in v € U,
falls v D? f(u)v < 0 fiir alle 0 # v € R™ mit (v, Vf(u)) = 0 gilt. f heiBt strikt quasikonkav, falls f
in jedem w € U strikt quasikonkav ist. Ist U konvex, so heifit f quasikonkav, falls die ,superlevel
sets* {u € U: f(u) > ¢} fiir alle ¢ € R konvex sind. Ist f eine quasikonkave C2-Funktion, so gilt
v D?f(u)v < 0 fiir alle w € U und alle v € R® mit (v, Vf(u)) = 0.

3.18 Lemma. Sei S(g1, ..., g:) eine archimedische Beschreibung der konvexen Menge K C R™ (d.h.
es gilt K = S(¢1,...,9-) und der quadratische Modul M = QM (¢1,...,g,) ist archimedisch).
Jedes g; sei strikt quasikonkav in jedem Punkt von K. Dann gibt es eine andere archimedische
Beschreibung K = S(hg, ..., h,) mit h; € M und D?h; < 0 auf K fiir alle i € {0,...,r}.

Beweis. Da M archimedisch ist, gibt es ein b > 0 in R mit hg := b* — Y., 7 € M. Skaliere die
gi so, dass |g;(u)] < 1 fir |u| < b und alle i € [r] gilt und sei ¢ > 0 (grof}). Nach Aufgabe 12 gibt
es ein sos-Polynom h € R[t] mit

2N () + th" (t)

Wr® >0, @RO+HO >0 B) e S

fir |t| < 1. Setze h;(t) == g;(t) - h(gi(t)) fir i € [r] und schreibe h = (ho,h1,...,h,). Es sind
hoy ..., hy € M, d.h. K C S(h). Ungekehrt sei u € R™\ K. Ist |u| > b, so ist ho(u) < 0. Ist |u| < b,
so ist —1 < g;(u) < O fiir ein i € [r], d.h. h;(¢) < 0. Somit ist K = S(h). Es ist D?hy = —2I,, < 0.
Fiir i € [r] zeigen wir, dass D?h; < 0 auf K ist, falls ¢ > 0 hinreichend grof§ gewihlt war. Es gilt

D?h; = (hog;) - D*(g:) + (V(g:) - V(hogi) )™ +g; - D*(hogy)
mit MS¥™ .= M + M fiir M € R"*". Wegen V(hog;) = (W og;) - V(g;) und
D*(hog))=(h"0g) (Vg:)(Vg:)" + (I 0 g;) - D*(g;)

ist also
D?(h;) =pi - D*(g:) + a; - (V9:) (Vi)

mit p; = (hog)+gi- (M og) und ¢ = 2(h' 0 g;) + gi - (h" o g;). Dabei ist p;|x > 0 nach
(2). Da g; strikt quasikonkav auf K ist, gibt es nach Aufgabe 11 eine Konstante x; > 0 mit
D%(g;) < k; - (Vg;)(V(g:) " in allen Punkten aus K. Sei ¢ > 0 in R mit ¢ > max{k1,...,x,}. Nach
(3) gilt % < —¢ < —k; auf K fiir alle ¢ € [r], also ist k;p; + ¢; < 0 auf K. Daher gilt

D*(h;) = pi - D*(g:) + a4 - (Vg:)(Vgi) " < (kipi + @) - (Vgi)(Vgi) T =0
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auf K, also ist D?(h;) < 0 auf K fiir alle i € [r]. O

3.19 Theorem. Die Aussage von Theorem 3.13 bleibt richtig, wenn man neben (1) und (2) fiir die
g; auch die Bedingung (3) zulésst:

(3) g; ist strikt quasikonkav auf K.

Beweis. Sei (3) erfillt fir gq,...,9s und sei (1) oder (2) erfillt fir gs11,...,g,. Wéhle ein b € R
mit b* — ", #? € QM(g). Nach Lemma 3.18 kann man die Folge b* — >, 27, g1,...,gs durch
eine andere Folge in QM (g) so ersetzen, dass jedes der neuen Polynom auf K eine negativ definite
Hesse-Matrix hat. Jedes Element der neuen Gesamtfolge fir K erfiillt (1) oder (2), also folgt die
Behauptung aus Theorem 3.13. O

Zusammenfassung. Nach den Theoremen 3.13 und 3.19 gilt also: Sei K = S(g1,...,g,) eine archi-
medische Beschreibung und sei K konvex. Fiir jedes i € [r] gelte eine dieser Bedingungen:

(1) —D?(g;) ist matrix-sos.
(2) g; ist konkav auf K und fiir alle u € Z(g;) N Ex(K) gilt D?g;(u) < 0.
(3) g; ist strikt quasikonkav auf K.
Dann besitzt K eine exakte Momentenrelaxierung (bzgl. g), d.h. K ist ein Spektraederschatten.

3.20 Beispiel. 1. Sei K = {(z,y) € R?: g(z,y) > 0} mit g :== 1 — 2™ — " und geraden Zahlen
m,n >4 (der ,TV-hyperscreen). Nach (1) ist K ein Spektraederschatten, denn es gilt

_D2(g) = <m(m —1)zm—2 0 ) .

0 n(n — 1)yn—2

Jedoch sind (2) und (3) verletzt in den Punkten w € {(£1,0),(0,£1)}: Dass (2) verletzt
ist, ist klar. (3) verlangt w' D?g(u)w < 0 fiir alle 0 # w € R? mit w L Vg(u), aber fiir
u=(1,0)" ist Vg(u) = (—m,0) ", d.h. die Bedingung ist fiir w = (0,1) T nicht erfiillt.

2. Sei g == 2%’—1 € R[x,y] mit a,b > 1. Auf (0, 00)? ist g strikt quasikonkav, aber nicht konkav,
denn fiir (z,y) # 0 gilt u = (=bx,ay)’ L Vg(z,y), aber die Determinante der Hessematrix
ist negativ, sie ist also indefinit, d.h. g ist nicht konkav. Fiir h =1 — (z — 1)? — (y — 1)? ist
K = 8(g, h) ein Spektraederschatten nach (3), aber (1) und (2) sind verletzt.

\ |

0 2 3

Abbildung 5: Der Spektraederschatten (die dunkelblaue Menge) aus Beispiel 3.20.2

3. Zu einer konvexen archimedischen Beschreibung K = S(g) kann es eine exakte Relaxierung
geben, obwohl (1), (2) und (3) nicht anwendbar sind. Fiir ein Beispiel siehe Aufgabe 15.

4. Im Allgemeinen kann K = S§(g) eine archimedische Beschreibung einer konvexen Menge sein,
fir die keine Relaxierung exakt ist, die aber dennoch ein Spektraederschatten ist. Betrachte
beispielsweise M := QM (g) C Rlz,y] mit g == (y — 2%,y,1 — y,z + 1). Nach Aufgabe 16 ist
M archimedisch und K := S(g) ein Spektraederschatten.
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Abbildung 6: Der Spektraederschatten aus Beispiel 3.20.4

Angenommen die Relaxierung ist exakt in Grad d, d.h. nach RAG, 8.5.14 enthilt M, jedes
lineare f € R[x,y] mit f|x > 0. Zu a € (0,1] seien g ==y — 2® und
dg

ty = ~=(a,a’) - (x —a)

0
o g(a, a®) - (y —a®) = =3a*(z — a) + (y — @*) = 2a* + 3a®z + y,

"oy
dann ist t, € My. Sei ¢: Rlz,y] — Rz], f — f(z,0) und sei M’ = (M) C Rlz]. Es gilt
©(My) C (M')4 und es ist ¢(t,) = 2a® — 3a*x = a*(2a — 3z), also folgt ¢ —x € (M'), fiir alle
¢ > 0. Nach RAG, 8.5.11 ist (M')q abgeschlossen (in R[z|<q), d.h. es ist auch —z € (M’)q4.
Daher gilt —x = sg — 51 - 2% + 59+ (x + 1) mit sg, 51,52 € R[z], aber es ist s¢(0) = s2(0) = 0,
d.h. die rechte Seite hat keinen linearen Term, Widerspruch.

§4 Glatte Hyperbolizititskegel

Erinnerung: Die (offene) verallgemeinerte Lax-Vermutung besagt, dass fiir jede bzgl. e € R™ hy-
perbolische Form f € R[x] der Hyperbolizitiatskegel C.(f) ein Spektraederkegel ist.

4.1 Theorem (Netzer'-Sanyal'!). Die Form f € R[x] sei strikt hyperbolisch bzgl. e € R™. Dann
ist C.(f) ein Spektraederschatten.

Nach Korollar 1.10 ist die Voraussetzung équivalent dazu, dass f hyperbolisch bzgl. e ist und die
Menge V(f)(R) = {u € R": f(u) = 0} keine singuldren Punkte # 0 besitzt.

4.2 Satz. Sei f € R[x] ein RZ-Polynom bzgl. e € R™ (siche 2.2).
(a) Enthilt S.(f) keine Gerade, so ist f strikt quasikonkav in jedem inneren Punkt von S.(f).

(b) Ist u € 0Sc(f) ein glatter Punkt von V(f) und verschwindet f auf keiner Gerade durch u, so
ist f strikt quasikonkav in w.

Beweis. (a) Sei u € int Se(f). Ohne Einschrankung sei f(u) = 1. Die Taylorentwicklung von f
um u sei f(u+2x) =1+ f1(z) + fo(x) + - - - mit homogenen f; von Grad 4, explizit ist dann
fi(@) = {(z,Vf(uv) und fo(z) = 22T D% f(u)z. Fiir u # v € R hat f(u+tv) € R[t] nur reelle
Nullstellen und ist nicht konstant (sonst wire u + Rv C S.(f)). Es gilt also

k

flutto) =14 fiw)t' =]+ 1)

i>1 i=1

10Tim NETZER (*1980)
I Raman SANYAL (*1978)
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mit k> 1und 0 # A1,...,Ax € R (sind 0 # a1,...,a; € R die Nullstellen von f(u 4+ tv), so
ist A\i = —1/;). Es folgt fi(v) = YF_, A; und

| =

R)= Y N\=

1<i<j<k

k
<ﬁ@ﬁ—§:ﬁ>.
i=1

Ist also f1(v) =0, so ist fa(v) < 0.

(b) Man kann e = 0 und f(e) = 1 annehmen. Sei u wie in in der Voraussetzung gegeben und sei
0 # v € R™ mit (v, Vf(u)) = 0. Nach der Lax-Vermutung (Theorem 2.3) gibt es U,V € S*
mit f(su+ tv) = det(Iy + sU +tV) (denn flrutre ist ein RZ-Polynom bzgl. e = 0). Es gilt
(Ru+Ro)NSe(f) = {su+tv| Iy + sU +tV = 0}. Wegen u € 0Sc(f) ist Iy + U = 0 und
det(Ix + U) = 0. Da u ein glatter Randpunkt ist, hat das Polynom

1 1
f(e+ su) = det(I + sU) = (—s)" - det (sIk - U) = (—=s)* - pu (3>
fiir s = 1 eine einfache Nullstelle, d.h. dim ker(I, +U) = 1. Wegen py (x) = det(zI; —U) folgt

I + U = diag(0,1,...,1) bzgl. einer geeigneten Orthonormalbasis von R™. Ist V' = (v;;), so

folgt
tv1 tvio ce tug
tvig 1+tvey - tvag
flu+tv) =det(I + U +tV) = det
tvik tvag R

Die Leibnizformel liefert f(u +tv) = fi(v)t + fo(v)t? +--- mit fi(v) = vy = (v, V.f(u)) und

n

n
fg(v) = V11 ZU“‘ — Z’Ui.
=2

i=2

(v, Vf(u)) = 0 bedeutet vy =0, d.h. fo(v) =—=>1", v}, Wire vy = -+ = vy, = 0, so wiire
flu+tv) = det(U +tV) = 0 fur alle t € R, d.h. f verschwindet auf u + Rv. Das ist nach
Voraussetzung nicht der Fall, also folgt fa(v) < 0. O

4.3 Beispiel. 1. Zu 4.2(a): Das Polynom

f=det <§ gl/> =z —y? € Rlz,y, 7]

ist ein RZ-Polynom bzgl. e = e;. Jedoch ist f nicht strikt quasikonkav in u = e;, denn
fler +tes) = f(e1) ist konstant.

2. Zu 4.2(b): Verschwindet f auf einer Gerade u + Rv durch u € 9S.(f), so ist f(u + tv) =0,
also ist f nicht strikt quasikonkav.

4.4 Theorem. Sei f € R[x] ein RZ-Polynom bzgl. e € R™ und sei S.(f) kompakt. Ist jeder Rand-
punkt von S.(f) ein glatter Punkt von V(f), so ist Se(f) ein Spektraederschatten.

4.5 Lemma. Sei f € R[x] ein RZ-Polynom bzgl. e € R™ mit f(e) > 0 und sei u € 9S.(f) ein glatter
Punkt von V(f). Dann existiert eine Umgebung U von u in R™ mit UNS,(f) = {v € U: f(v) > 0}.

Beweis. Es ist Vf(u) # 0, nach dem Satz iiber implizite Funktionen existieren also eine offene
Umgebung U von « und ein Diffeomorphismus ¢: U — B = B.(0) C R” fiir ein ¢ > 0, sodass
(U, UN{f =0}) unter ¢ diffeomorph auf (B, BN {x; = 0}) abgebildet wird:
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Abbildung 7: Fir glatte Punkte (links) ist Lemma 4.5 richtig, fiir singuldre Punkte (rechts) ist
die Aussage jedoch im Allgemeinen falsch, wie das Bild illustriert.

4.6 Lemma. Sei f € R[x] ein RZ-Polynom bzgl. e € R™ und sei S.(f) kompakt. Besteht 0S.(f) aus
glatten Punkten von V(f), so verschwindet f auf keiner Gerade durch einen Punkt aus 9S.(f).

Beweis. Angenommen L ist eine Gerade durch u € 9S,(f) mit f|r = 0. Nach Lemma 4.5 existiert
dann eine Umgebung U von u mit U N JS.(f) = U N {f = 0}. Somit enthélt S.(f) eine Um-
gebung von u in L. Daher ist @ # L N 0S.(f) relativ offen in L und ist auch abgeschlossen, d.h.
LN 3S.(f) = L. Daraus folgt L C 9S.(f), im Widerspruch zur Kompaktheit von S.(f). O

4.7 Theorem. Sei f € R[x] ein RZ-Polynom bzgl. e € R™ und sei S.(f) kompakt. Fiir jeden Rand-
punkt u € 9S.(f) und jeden irreduziblen Faktor g von f mit g(u) = 0 sei u ein glatter Punkt von
V(g) und g verschwinde auf keiner Gerade durch u. Dann ist S.(f) ein Spektraederschatten.

Beweis von Theorem 4.4 unter Verwendung von Theorem 4.7. Sei u € 0Se(f) (ein glatter Punkt
von f). Ist g ein irreduzibler Faktor von f mit g(u) = 0, so gilt g|z, # 0 fiir jede Gerade L durch u
(Lemma 4.6). Damit folgt die Behauptung aus Theorem 4.7. |

Beweis von Theorem 4.7. Sei f = f1--- fi, mit irreduziblen Polynomen f;. Jedes f; ist RZ bzgl. e
und es gilt

m

S = ()50

i=1
Seien fi,..., fi diejenigen f; mit f;(u) = 0. Es geniigt, fiir jedes u € 9S.(f) und jedes i € [k] zu
zeigen, dass B, (u) N S.(f;) fiir ein 7; > 0 ein Spektraederschatten ist, denn dann gibt es fiir jedes
u € 0S.(f) ein r > 0, sodass B,.(u) N S.(f) ein Spektraederschatten ist (wihle » < min{ry,...,r.}
so klein, dass f; > 0 auf B,.(u) fiir alle i € {k +1,...,m} gilt). Uberdeckt man 8S,(f) nun durch
endlich viele dieser B, (u) (9S.(f) ist kompakt), so folgt mit Satz 11.4.5 (Konvexitit), dass auch
Se(f) = conv(0Se(f)) ein Spektraederschatten ist.
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Abbildung 8: Zerlegung von S.(f) in kleinere Spektraederschatten

Sei f also nun ohne Einschrinkung ein irreduzibles RZ-Polynom mit f(e) > 0 und sei u € 9S.(f)
ein glatter Punkt von f mit f # 0 auf jeder Gerade durch u. Es reicht zu zeigen, dass ein r > 0
existiert, sodass B,.(u) N S.(f) ein Spektraederschatten ist. Nach Satz 4.2(b) ist f strikt quasikon-
kav in u, nach Aufgabe 17 ist f also auch strikt quasikonkav auf B,.(u) fiir ein kleines r > 0. Das
Polynom r? — |z — u|? ist iiberall strikt quasikonkav. Daher folgt mit Theorem 3.13/3.19, dass die
konvexe Menge B, (u) N S.(f) = S(f,r? — |z — u|?) ein Spektraederschatten ist. O

4.8 Bemerkung. 9S,(f) in Theorem 4.7 muss im Allgemeinen nicht aus glatten Punkten von f
bestehen, z.B. fiir g; = (3/2)? — (x +2)2 — 42, g2 == (x — 1)?(z + 1) — 3% und S.(f) = S(g1, g2):

4.9 -
Mithilfe von Theorem 4.4 kénnen wir nun folgende Verallgemeinerung von Theorem 4.1 beweisen:

4.10 Theorem. Sei f € R[x] eine bzgl. e € R™ hyperbolische Form. Jeder Punkt # 0 von 9C.(f)
sei ein glatter Punkt von V(f). Dann ist C.(f) ein Spektraederschatten.

Beweis. Sei C' == C.(f), sei L := C N (—C) und sei R” = L & W mit einem linearen Unterraum
W C R™ mit e € W. Dann gilt C = L @ (C NW), es geniigt also zu zeigen, dass C N W ein
Spektraederschatten ist. Da f|y hyperbolisch bzgl. e mit Hyperbolizitdtskegel C' N W ist, kann
man C' durch C N W ersetzen. Alle u € 9(C' N W) sind glatte Punkte von f. Ohne Einschrankung
sei C daher spitz. Nach Satz 1.5.12 (Konvexitét) gibt es also eine affine Hyperebene H C R™ mit
e € H, sodass K := CN H kompakt ist. f|g ist ein RZ-Polynom bzgl. e mit S.(f|g) =CNH =K
und glatten Randpunkten. Nach Theorem 4.4 ist K daher ein Spektraederschatten. Wegen C' = K"
ist damit auch C' ein Spektraederschatten (Konvexitét, I1.4.8). O

§5 Interlacer

5.1 Definition. (a) Ein Polynom 0 # f € R[¢t] heiit real-rooted, falls alle Nullstellen von f (in C)
reell sind. Sind zusétzlich alle Nullstellen von f einfach, so heifit f strictly real-rooted.
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(b) Sei f € RJt] real-rooted mit d = deg(f) > 1. Ein Polynom g € R[t] heifit ein interlacer von
f, falls g = 0 gilt, oder g real-rooted ist mit deg(g) = d — 1, sodass gilt: Sind a1 < -+ < oy
die Nullstellen von f und sind 8 < --- < 41 die Nullstellen von g, so gilt

0 <P <ar<Pa< - <ago1 < Pa-1 < ag. (%)

Sind alle Ungleichungen in (x) strikt, so heifit g ein strikter interlacer von f. Schreibe Int(f)
fir die Menge aller interlacer von f.

5.2 Bemerkung. Ist f real-rooted, so ist f' = %f nach dem Satz von Rolle ein interlacer von f.
Dieser ist genau dann strikt, wenn f stricly real-rooted ist. Ist g := ggT(f, f’) und ist f = fig, so
hat f; nur einfache Nullstellen und es gilt Int(f) = ¢ - Int(f1). Die Menge Int(f) ist abgeschlossen
in R[t]<g—1 und ihr Inneres besteht aus den strikten interlacern von f.

5.3 Satz. Seien f,g € R[¢] mit deg(f) = d und deg(g) = d — 1 und sei f strictly real-rooted. Dann
sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(i) g ist ein strikter interlacer von f.
(ii) f'g ist strikt definit auf V(f) = {a € R: f(«) = 0}.
(iii) Das Wronksi'?-Polynom W (f, g) :== f'g— fg’ besitzt keine reellen Nullstellen (d.h. ist definit).
Die nicht-strikten Versionen von (i)—(iii) sind ebenfalls dquivalent.

Beweis. Zeige die Aquivalenz der strikten Versionen. Ohne Einschrinkung haben f und ¢ positive
Leitkoeffizienten (sonst ersetze f durch —f bzw. g durch —g). Sei V(f) = {a@1 < -+ < ay}. Die
Vorzeichen sign f/(a;) = (—1)?~% # 0 alternieren:

Gilt (i), so gilt f"(a;)g(e;) > 0 fiir alle 4, also (ii). (ii) = (i) ist klar nach dem Zwischenwertsatz.
(iii) = (ii) ist ebenfalls klar. (i) = (iii): Fiir j € [d] gilt

g ¢ . 9(a;)

== mit c¢; = , *

fogt-q T fey) )
denn nach Multiplikation mit f sind beide Seiten Polynome vom Grad < d — 1, die in aq,...,aq

denselben Wert haben (aus f = (t — a;j)h mit h € R[t] folgt mit der Produktregel f'(c;) = h(a;),
d.h.es gilt (f/(t—aj))(a;) = f'(a;)). Aus (ii) folgt ¢; # 0 fiir alle j € [d] und dass alle ¢; dasselbe
Vorzeichen haben. Ableiten von (k) liefert

gf—gf _ d cj
I ;(t—aa’)z’

12 J6sef Maria HoiNE-WROKSKI (1776-1853)
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also hat J
W9 =Ffa-1d =Y

Jj=1

keine Nullstelle in R, d.h. es gilt (iii). Die Aquivalenz der nicht-strikten Versionen folgt durch
Grenziibergang. O

Bemerkung. Ist f real-rooted mit einer mehrfachen Nulstelle, so gilt noch (i) = (ii) A (iii) fir
die nicht-strikten Versionen, aber im Allgemeinen nicht umgekehrt. Beispielsweise fiir f = ¢ und
g=t>+t+1gilt

W =flg—fqd =322 +t+1) =32t + 1) = 2(t> + 2t + 3).
(f.9)=1fg9-fyg (t*+t+1)—t°(2t +1) ( J; ; )
> au

Hier sind (ii) und (iii) erfiillt, aber (i) nicht.

5.4 Definition. Seien f, g € R[x| homogen mit deg(f) = d und deg(g) = d—1 und sei f hyperbolisch
bzgl. e € R™. g heifit ein interlacer von f bzgl. e, falls das univariate Polynom g(te + u) € R]t]
fiir jedes u € R™ ein interlacer von f(te + u) € R[t] ist. Ein interlacer g von f heifit ein strikter
interlacer von f bzgl. e, falls g(te +u) fiir ein (sic!) u € R™ ein strikter interlacer von f(te+u) ist.
Sei

Int.(f) == {0} U{g € R[x]q—1: f(e)g(e) > 0, g ist ein interlacer von f bzgl. e}.

5.5 Bemerkung. Sei f € Hy(e).

1. Ist 0 # g € Int.(f), so ist g € Hy_1(e). Es ist O.f € Int.(f) und es gilt f(e) - (0.f)(e) > 0.
O.f ist genau dann ein strikter interlacer von f, wenn f quadratfrei ist: Ist f quadratfrei,
so hat V := V(f) glatte R-Punkte (V,eg ist offen-dicht in V' und V(R) ist Zariski-dicht in
V). Es folgt die Existenz eines u € V(R), sodass f(te + u) nur einfache Nullstellen hat. Die
Abbildung

V(R) - 8™, ues S-S

lu—e]

ist surjektiv, also gibt es eine Richtung u € R™, in der kein singuldrer Punkt von V' liegt (es
ist dim(V(R)) = dim(S"™!) = n — 1 und dim(Viing,r) < n — 2).

2. Jeder interlacer von f verschwindet in Viing r(f) = {u € R": f(u) =0, Vf(u) = 0}.

3. Ist g ein strikter interlacer von f, so ist die Menge
{u € R"™: g(te + u) ist ein strikter interlacer von f(te + u)}

Zarisiki-offen in R™, denn das ist die Menge {u € R™: Res(g(te + u), f(te +u)) # 0}.

4. Fir g € R[x]4—1 ist die Menge {u € R™: g(te + u) ist ein interlacer von f(te + u)} abge-
schlossen. Ist diese Menge also dicht in R", so ist g ein interlacer von f.

5. Ist f= fihmit h| f1, f € Ha(e) und h(e) > 0, so ist Inte(f) = h - Inte(f1).
5.6 Theorem. Sei f € Hy(e) quadratfrei. Fiir g € R[x]4—; sind dquivalent:
(i) Es gilt g € Int.(f).
(if) Fir alle u € Ue(f) gilt g € Int,(f).

(iii) Es gilt (0cf) - g > 0 auf Vr(f).
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(iv) Es gilt (0.f) -9 — f - (0eg) > 0 auf R™.

Beweis. Ohne Einschrankung sei f(e) > 0. g := 0. f ist ein strikter interlacer von f, da f quadrat-
frei ist (5.5.1). Die Menge U := {u € R™: f(te + u) hat nur einfache Nullstellen} ist offen-dicht
(Aufgabe 21). Fiir u € U kann man also Satz 5.3 auf f(te+u) und g(te + v) anwenden, das liefert
(i) & (iii) & (iv). (ii) = (i) ist klar. (i) = (ii): Sei g € Int.(f) und sei u € U.(f). Um g € Int,(f)
zu zeigen, zeige (0, f) - g > 0 auf Vr(f). Sei also v € Vg(f). Ohne Einschrankung sei g(v) # 0 und
sei v ein nichtsingulérer Punkt von f (sonst ist (0, f)(v) = 0). Fiir alle w € [e,u] ist f hyperbolisch
bzgl. w und da v glatt ist, gilt auch (9, f)(v) # 0. Die Abbildung w +— (9, f)(v) hat daher keine
Nullstellen, also ist (9. f)(v)(0y f)(v) > 0 (denn (9, f)(v) hat das gleiche Vorzeichen wie (9, f)(v)).
Wegen (0. f)(v) - g(v) > 0 (nach (iii)) folgt (0, f)(v) - g(v) > 0. O

5.7 Korollar. Sei f € H,(e) quadratfrei. Fir g1, gs € Int.(f) gilt dann g2 > 0 auf Vr(f).

Beweis. Sei v € Vr(f). Ist v singulér, so ist g1(v) = g2(v) = 0. Andernfalls ist (0.f)(v) # 0, d.h.
(9192)(v) > 0 folgt aus Theorem 5.6 (i) = (iii) (angewendet auf g1 bzw. g2). O

5.8 Korollar. Sei f € Hg(e). Dann ist Int.(f) ein abgeschlossener konvexer Kegel in R[x]4—1 und
fir alle w € U.(f) gilt Int.(f) = Int,(f). Ist f quadratfrei, so ist

Inte(f) = {9 € Rx]a—1: (0 f) - g — f - (0eg) = 0 auf R"}.
Insbesondere ist Int.(f) in diesem Fall ein linearer Schnitt von P, 24_2.

Beweis. Nach Bemerkung 5.5.5 kann man annehmen, dass f quadratfrei ist, d.h. alle Aussagen bis
auf die letzte folgen aus Theorem 5.6. Die Abbildung ¢: R[x]4—1 — R[X]2d—2, ¢ = (0cf)-9— f+(Deg)
ist linear und (fiir quadratfreies f) ist Int.(f) das Urbild von P, 242 unter ¢. ¢ ist injektiv, denn
fiir quadratfreies f gibt es einen irreduziblen Faktor von f der (9.f) - g nicht teilt. O

5.9 Definition. Fir f € R[x]q und u,v € R™ sei Ay, ,f = (Ouf) - (Ouf) — f - (OuOuf) € R[X]2q—2.
Die Abbildung
R"” x R™ — R[X]Qd_27 (U,U) — Auﬂ,f

ist bilinear und symmetrisch. Fiir g € R[x]q gilt Ay (fg) = f2 - Ay vg+ g% - Ay f.

5.10 Theorem. Sei f € Hq(e) quadratfrei. Dann ist
Co(f) ={ueR":0,f €nt(f)} ={ueR": A, f >0 auf R"}

(ein linearer Schnitt von P, 24—2).

Beweis. Die Abbildung R” — R[x]2q—2, u — A, f ist linear und injektiv. Die zweite Gleichheit
folgt mit Theorem 5.6 angewandt auf g = 0, f. Um die erste Gleichheit zu zeigen, kann man ohne
Einschriankung f(e) > 0 annehmen. 'C’: Fir u € U.(f) ist 0, f € Int,(f) = Inte(f) (5.6). Da
Int.(f) abgeschlossen ist, gilt das auch fiir u € C.(f). Auflerdem ist {u € R™: 9, f € Int.(f)} ein
abgeschlossener konvexer Kegel in R” (das Urbild von Int.(f) unter u + 9, f) mit nichtleerem
Inneren (enthilt U.(f)). '2’: Angenommen es gibt ein u ¢ C,(f) mit O.f € Int.(f), dann gibt es
auch ein solches u mit f(u) # 0. Weiter gilt auch —u ¢ C.(f), denn sonst wire 0_, f = —0,f €
Inte(f) ('’ schon gezeigt), also (9, f)(e) > 0 und (=0, f)(e) > 0, Widerspruch. Wegen f(u) # 0
hat das univariate Polynom f(e+su) € R[s] Grad d und ist real-rooted, die Ableitung (9, f)(e+su)
ist also ein interlacer davon. Seien by < --- < by_y die Nullstellen von (9, f)(e+ su). Diese sind alle
von Null verschieden. Die Nullstellen von (9, f)(te + ) sind bl_l, cee b;_ll. Seien a1 < - -+ < ay die
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Nullstellen von f(te + u), diese sind ebenfalls von Null verschieden. Wegen +u ¢ C.(f) ist a; <0
und ag > 0: f hat eine Nullstelle in (e,u) und eine in (e, —u), denn

flse+(1—=s)u)=0=f(s'e—(1—s)u) mit 0<s,s <1

ist dquivalent zu

>0 <0
Sei k € [d] mit aj < 0 < aj41. Die Nullstellen von f(e + su) sind a; ..., a;"'. Wegen interlacing
gilt
Db by S b€ - b S S b € ——
ag ak—1 ay ad Ak+1
<0 >0

Fiir by, # 0 gibt es zwei Moglichkeiten, beide ergeben einen Widerspruch:

o Ist by <0, soist by ' die kleinste Nullstelle von (9,,f)(te +u) und by ' ist die k-te Nullstelle:

1 1 1
> — > > > > > — 0
al_bk_az_bkq_ _ak_bl<
Es folgt a1 = b;l, also (a; ist eine mehrfache Nullstelle von f(te + u)) a1 = as = b,;_ll.
Induktiv folgt a; = -+ = ax = bl_1 == b,;l < 0 und diese Zahl ist eine genau k-fache

Nullstelle sowohl von f(te + u), als auch von seiner Ableitung, Widerspruch.
e Ist by > 0, so erhilt man analog einen Widerspruch. O
5.11 Korollar. Ist f € Hgy(e) und sind u,v € Ce(f), so ist A, ,f € R[x]2q—2 psd auf R™.

Beweis. Sei X = (z;;) die allgemeine symmetrische d x d-Matrix (d.h. die z;; = xj; sind Variablen)
iiber R[X]. Die Form det(X) € R[X], ist hyperbolisch bzgl. I; mit Cy,(det(X)) = S%. Fiir jedes
A € S% ist 94 det(X) ein interlacer von det(X). Nach Aufgabe 24 gilt 94 det(X) = tr(A-X*4). O

5.12 Korollar. Ist e € R” und A(z) = 31" | ;A4; mit A; € S% und A(e) = 0, so ist tr(B - A(x)*)
fiir jedes B € S% ein interlacer von det A(z) bzgl. e. O

5.13 Satz. Sei X die allgemeine symmetrische d x d-Matrix wie im Beweis von Korollar 5.11. Fiir
UV e S‘i ist das Polynom Ay y det(X) € R[X]24—2 sos.

Beweis. Es geniigt, U = vu' und V = vv ! mit u,v € R zu betrachten. Es gilt

X u

Oy det(X) = — W70

)

anwenden von Aufgabe 24 auf

X

X

(T g) und (g) liefert also 9y dy det(X) = |uT
’UT

u

o o =
o O <

Nun gilt

Ayodet(X) = (9 det(X)) - (dy det(X)) — det(X) - dydy det(X)
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X 2
X wul | X w IX] T g g 514 | X v | X wu X v -
- . _ u i . —
w0l o7 0 T 0 o w0l o7 0 u' 0
v

5.14 Lemma. Seien X € R™*" und a, b, ¢,d € R™. Dann gilt

X b
a’ 0

X d
¢’ 0

X d
a® 0

X b
¢’ 0

b d
=|X|-la” 0 0.
c” 00

Beweis. Durch Anwendung des Schur-Komplements (B1, Aufgabe 40) auf die rechte Seite folgt

X b d .
D=laT 0 0|=|X] det ( (“T> Xl(b7d)>
T 00 ¢

T
— x| - det ( () X0, d)) — x|
C

CTXadjb CTXadjd
Nach Aufgabe 24 ist o X24p = — ;% g |, also folgt

D=|X|—1~< ) 0

5.15 Theorem. Sei f € Hgy(e). Hat f” eine definite Determinantendarstellung fiir ein r > 1, so ist
Ay f sos fiir beliebige u, v € Ce(f).

aT X2dip o7 Xadig

X b
a’ 0

X d
e’ 0

X d
a’ 0

X b
e’ 0

Beweis. Nach Voraussetzung ist f = det A(x) mit A(e) > 0. Sei zunéchst r = 1 und argumentiere
wie im Beweis von Korollar 5.12. Die Abbildung ¢: R[X] — R[z1,...,z,], z;; — A(x);; erfillt

¢(det(X)) = det A(ﬂ?) = f7 ¢(8A(w) det(X)) = 8wf und ¢(AA(u),A(v) det(X)) = Au,'uf'

Sind U,V = 0, so ist Ay,y det(X) nach Satz 5.13 sos. Seien u,v € Ce(f), dann gilt A(u) = 0 und
A(v) = 0, denn ¢ bildet Ay v det(X) auf A, ,f ab. Sei nun r > 1. Nach 5.9 ist

Au,v(fg) = fQAu,v(g) + QQAu,v(f)a d.h. Au,v(fQ) = 2f2Au,v(f)

Zeige induktiv A, ,(f7) = rf?"72A,,(f) fir alle r. Sei f~ = det A(z) mit A(e) > 0. Wegen
u,v € Ce(f) = Ce(f7) folgt aus den Fall r = 1, dass A, (f7) = rf? 727, ,(f) sos ist, also ist
Ay, f sos, denn jeder irreduzible Faktor von f ist reell. O

§6 Gegenbeispiele zur Helton-Nie-Vermutung
6.1 Notation. Fur S C R™ schreibe

PS = {f S R[X]gﬂ flg Z O} = R[X}g ﬂP(S) und
PS70 = {f € Pg: f(O) = O},

dann gilt conv(S) = {u € R": Vf € Ps: f(u) > 0} und cone(S) = {u € R": Vf € Pso: f(u) > 0}.

6.2 Lemma. Seien S C R”, K := conv(S) und C = cone(S).
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*

(a) K ist ein affin-linearer Schnitt von (Pg)* und K ist genau dann ein Spektraederschatten,

wenn Pg einer ist.
(b) Es gilt C = (Pg,)* und C ist genau dann ein Spektraederschatten, wenn Pg einer ist.

Beweis. Es ist (Ps)* = {(vo,...,v,) € R"™: Vf € Ps: flv) > 0} (mit f= St g aiz; € Rlzg, x]
fir f =ao+ > a;z;) und damit K = {u € R™: (1,u1,...,u,) € P}. Wegen Ps = Px = (Kj)*
folgt die Aquivalenz in (a) aus Konvexitit. (b) folgt analog. O

6.3 Definition. Sei V eine affine R-Varietit, sei S C V(R) und sei L C R[V] ein Untervektorraum
mit dim(L) < oo. S hat uniforme sos-Darstellungen fiir L, falls eine affine R-Varietdt X, ein
Morphismus ¢: X — V von affinen R-Varietéten und ein Untervektorraum U C R[X] mit

(1) dim(U) <00,  (SCHXR),  (3)'(LNP(S)) C SU?

existieren. Dabei ist ¢*: R[V] — R[X] der zu ¢ gehorige duale Ringhomomorphismus.

6.4 Bemerkung. Fiir eine semialgebraische Menge S C V(R) sei Ag(S) der Ring der definierbaren
Funktionen S — R. Dann sind die Bedingungen aus Definition 6.3 fiir S und L genau dann erfiillt,
wenn es hy,...,hn € Ao(S) gibt, sodass f|g fiir jedes f € L NP(S) eine Summe von Quadraten
von Linearkombinationen von hq, ..., hy ist.

Beweis. '=": Gelte 6.3 mit ¢: X — V und U C R[X] (dim(U) < o0). Wegen S C ¢(X(R)) gibt
es nach RAG T einen definierbaren Schnitt o: S — X(R) von 7 tiber S (d.h. 7w o 0 = idg). Ist
g1, ..., 9n eine Basis von U, so gilt 6.4 fir h; =g;00: S — R.

«": Gelte 6.4 mit hy,...,hy: S — R und wihle X = graph(hq,...,hy) € V x AN (Zariski-
Abschluss). Es gilt

graph(hy, ..., hn) = {(s,h1(s),...,hn(s)) | s € S} C S x RY C (V x AM)(R).

Ist ¢: X — V kanonisch, so ist 6.3 erfiillt fiir U := span(gi,...,gn), wobei g;: X — A’ die
Projektion auf die i-te Komponente ist. (Ist f|s > 0und f = 37, -(aijhi)?, so ist ¢* = 3, :(ai;9:)°
mit a;;g; € U.) O

6.5 Theorem. Sei S C R"™ eine semialgebraische Menge und sei K = m. Dann sind dquivalent:
(i) K ist ein Spektraederschatten.
(if) S hat uniforme sos-Darstellungen fiir L := R[x]<1.

Die analoge Aquivalenz gilt fiir C' := cone(S) und L; := R[x]; (Linearformen).

6.6 Satz. In Theorem 6.5 gilt (i) = (i).

Beweis. Sei ¢: X — A" mit S C ¢(X(R)) und sei U C R[X] mit dim(U) < oo und ¢*(Ps) C YU?.
Setze W = UU + ¢*(L;) C R[X] und weiter ¢ = ¢*|r,: Ly — W. Wegen ¢(Ps) C YU? ist
Ps C o 1(XU?). Umgekehrt gilt D" wegen S C ¢(X(R)). Da XU? ein Spektraederschatten ist
(Konvexitit), ist auch Pg = ¢~ (XU?) einer, d.h. nach 6.2 ist K ein Spektraederschatten. O

Fiir den Beweis von (i) = (ii) in Theorem 6.5 starten wir mit der homogenen Version:

6.7 Satz. Sei S C R"™ semialgebraisch und sei C' := cone(S) ein Spektraederschatten. Dann hat S
(und C) uniforme sos-Darstellungen fiir L := span(z,...,2,).
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Beweis. Ohne Einschriankung sei aff(.S) = R™. Nach Voraussetzung gibt es eine lineare Abbildung
7m: RP — R™ und einen Spektraederkegel T C R? mit C' = 7(T). Man kann int(7") # & annehmen
und dass T eine Beschreibung durch eine strikt 16sbare LMI hat, etwa

T ={(&n) € R" xR™: M(£) + N(n) = 0}

mit M(z) = >, x:M;, N(y) = >2;y;N; und M(§) + N(n) = 0 fiir ein ({,n) € T. Betrach-
te die folgende Untervarietdt X von A" x A™ x Sym,: Die C-Punkte von X seien die Tupel
(&,m,A) € C" x C™ x Sym,(C) mit A2 = M(£) + N(n) und die Koordinatenfunktionen auf
X seien (Z1,...,%n, Y1, Ym; 2w = Zuu (M, € [d])). Definiere ¢: X — A", (,n,A) — &,
dann gilt ¢(X(R)) = n(T) = C. Setze U = span(z,, | p,v € [d]) € R[X] und behaupte,
(3) aus Definition 6.3 ist erfiillt. Sei f = Y1 | a;z; mit flg > 0 (dh. flc > 0), dann liegt
der Punkt (a,0) = (a1,...,a,,0,...,0) € R®™ x R™ in T*: Aus ({,n) € T folgt £ € C, d.h.
0 < f(&) = (&,a) = ((&m), (a,0)). Nach Konvexitit existiert ein B € S¢ mit a; = (B, M;) und
0= (B, N;) fiir alle j € [m]. Sei W = (wy¢) € S? mit W2 = B. Dann ist ¢*(f) gleich

> (B, M)+ Y (B, N;)y; = (B, M(x) + N(y)) = (W?, Z%) = (ZW, ZW)

i=1 j=1

(wegen (W2, Z2) = tr(W2Z2) = tr((ZW)(ZW) ) = (ZW, ZW)). Als Element in R[X] ist das

d d 2
o) =D (ZW))* = > (kak> . 0
k

pv=1 pv=1
Jetzt konnen wir auch die inhomogene Version beweisen:

6.8 Satz. Sei S C R™ semialgebraisch und sei K = conv(S) ein Spektraederschatten. Dann hat S
(und K') uniforme sos-Darstellungen fiir L := span(1, z1,...,Z,).

Beweis. Das lasst sich leicht aus Satz 6.7 herleiten. O

6.9 Satz. Sei S C R” eine semialgebraische Menge und sei L C R[x] ein Untervektorraum mit
m = dim(L) < oo. Sei p1, ..., pm eine Basis von L und setze

o R" > R™ u— (p1(u),...,pm(w)).
Dann ist conv(pr(S)) genau dann ein Spektraederschatten, wenn S uniforme sos-Darstellungen
fiir Ly := span(1,p1,...,pm) hat.
Beweis. Ubung,. O

Definition. Fiir eine offene und semialgebraische Menge U C R"™ sei N (U) der Ring der Nashfunk-
tionen'3 auf U. Fiir u € U sei O, = R[X|m,, dh. O, = Rlz1 — uy,..., 2, — u,] = R[x — u].
Taylorentwicklung von f € A in u liefert den Ringhomomorphismus

N*}@\ua fHTu(f)

’I’Ler) 1.

Betrachte weiter die Veroneseabbildung' ¢, 4: R™ = RY, u — (u®)1<|a|<q mit N = ("]

6.10 Theorem. Sei S C R" eine semialgebraische Menge mit int(S) # @. Ist n > 3 und d > 6 oder
n >4 und d > 4, so ist conv (g, ¢(S)) kein Spektraederschatten.

13John Forbes NasH (1928-2015)
14 Giuseppe VERONESE (1854-1917)
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Beweis. Angenommen doch, dann existiert ein Unterraum U C Ag(S) mit dim(U) < oo so, dass
fiir jedes f € R[x]<q mit f|s > 0 die Funktion f|s in XU? liegt. Jedes h € U ist Nash auf einer
offen-dichten Teilmenge von int(S) (RAG, 4.5.7). Daher existiert eine offene Menge @ # W C S,
sodass h|y fir alle h € U Nash ist. Fixiere ein v € U und sei p € R[x] eine psd Form mit deg(p) < d,

welche nicht sos ist. Dann ist f = p(y1,...,y,) mit y; = x; — u; eine Summe von Quadraten in
O, = R[x — u] = R[y], d.h. f ist sos von Formen in (y1,...,y,) (ist f(y) = h? + --- + h% mit
deg(f) = 2d und h; = hia(y) + hiar1(y) + -+, so ist f =D, hia(y)?), Widerspruch. O

Bemerkung. Fiir (n,d) = (3,6) bzw. (n,d) = (4,4) liefert das Theorem also konvexe semialge-

braische Mengen, die keine Spektraederschatten sind (ndmlich abgeschlossene konvexe Hiillen von
9 8

semialgebraischen Mengen von Dimension > 3) in R() 1 = RS baw. R(G)-1 = RO9.

Fixiere einen reell abgeschlossenen Korper R 2 R und sei B C R die konvexe Hiille von R in R.

6.11 Lemma. Sei A eine reell reduzierte R-Algebra. Sind f1,...,fn € AQ R=A Qg R = Ag mit
S fPeAp:=A®B,sogilt fi € Ap fiir alle i € [r].

Beweis. Wahle linear unabhéngige g1,...,9s € A und ¢;; € R mit f; = Zj ¢i;9;. Angenommen
¢ij ¢ B fir ein Paar (4, ), dann ist ¢ := max;; |¢;;| ¢ B, d.h. h; = %fl € Ap fir alle ¢ € [r] und
C%f = >, h? hat Koeffizienten in mp. Reduktion modulo mp liefert 0 = >, h72 in Ag/mpAp=A
und h; # 0 fiir mindestens ein i € [r], im Widerspruch dazu, dass A reell reduziert ist. O

6.12 Satz. Sei f € R[t,x] homogen vom Grad d in (¢,x) und sei f nicht sos in R[t,x]. Fiir alle
0 <e€mpist f(e,2) € B[x] nicht sos modulo (x)¥+! == (xq,...,2,)%t!.

Beweis. Angenommen f(e,z) +g(x) = >, p; (z)? mit p;(x) € B[x] und g(x) € (x)?*1 B[x]. Sei

g1(z) = Ed%g(sx) € B[x].

Es folgt e?f(1,2) + g(ex) = f(e,ex) + g(ex) = 2D (ex)?, Division durch &7 liefert also

f1,2) +ene) = f1,2) + 85D = S ety = 3 (VO i)

9

€ eB[x] J

Nach Lemma 6.11 liegen alle Summanden der rechten Seite von (%) in B[x]. Reduziert man beide
Seiten modulo mp, so folgt, dass f(1,z) sos in R[x] ist, im Widerspruch dazu, dass f(¢,x) nicht
sos ist. 0

6.13 Theorem. Sei p(t, z) € R[t, x] eine psd Form, die nicht sos ist und sei L C R[x] ein Unterraum
mit m = dim(L) < oo und p(c,z — u) € L fir alle ¢ € R und u € R™. Fiir jede semialgebraische
Menge S C R™ mit int(S) # @ ist conv(pr(S)) € R™ kein Spektraederschatten.

Beweis. Angenommen doch, dann gibt es wie im Beweis von Theorem 6.10 eine offene semialge-
braische Menge @ # W C S und einen Unterraum U C N(W) mit dim(U) < oo und f|w € YU?
fiir jedes f € L4+ R -1 mit f|g > 0. Seien R 2 R und B C R wie zuvor und sei 0 < € € mp. Fir
jedes f € Lg C R[x] mit f|s, > 0ist flw, sos von Elementen aus Ug. Sei d := deg(p) und sei
u € W. Das Polynom f = p(e,z1 —u1,...,2n, —uy,) € B[x] liegt in Lr + R-1 und ist > 0 auf R".
Damit ist f|ly € Y(Ug)?, d.h. f ist sos in O, ® R. Nach Lemma 6.11 ist f daher sos in O, ® B,
also auch modulo (x —u)@*1. Damit ist f sos in B[x]/(x —u)?*!, im Widerspruch zu Satz 6.12. [

6.14 Bemerkung. Sei L = span(x® | 1 < |a] < d) C R[x] mit n = 2 und d > 6 oder n > 3
und d > 4. Dann erhalten wir erneut Beispiele von konvexen semialgebraischen Mengen, die keine
Spektraederschatten sind, jetzt jedoch in Dimension (g) — 1 =27 oder (Z) —1=34.
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6.15 Theorem. Der Kegel P, o C R[x] ist genau dann ein Spektraederschatten, wenn P, 2q = X, 24
gilt und das ist genau dann der Fall, wenn n < 2 oder 2d = 2 oder (n,2d) = (3,4).

Beweis. Das folgt direkt aus Bemerkung 6.14, zusammen mit Hilbert 1888. O

Bemerkung. Es sind noch kleinere Dimensionen von Gegenbeispielen moglich: In Dimension 12
betrachte ¢, : R? — R!2? mit

L= Spal (LU, anw37x47x57$67 y,y2»$y>$927 3372:‘/ - 2y3,3$2y2 - y4)

und nimm f(t,2,y) = 2% + t22* + t*y? — 3t22%y>. Auch in Dimension 11 gibt es noch Beispiele,
siehe z.B. [2], Exercise 8.7.4.

Eine offene Frage ist, ob es in R? fiir 3 < d < 10 auch konvexe semialgebraische Mengen gibt, die
keine Spektraederschatten sind.

30



Literatur

[1] Tim NETZER, Daniel PLAUMANN: Geometry of Linear Matriz Inequalities. Birkhduser, 2023.
[2] Claus SCHEIDERER: A Course in Real Algebraic Geometry. Springer, 2024.

[3] Winfried SCHARLAU: Quadratic and Hermitian Forms. Springer, 1985.

31



	Allgemeine Fakten zu hyperbolischen Formen
	Beweis der (Ex-)Lax-Vermutung
	Spektraederschatten: Die Sätze von Helton-Nie
	Glatte Hyperbolizitätskegel
	Interlacer
	Gegenbeispiele zur Helton-Nie-Vermutung
	Literatur

