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Thema der Präsenzaufgabe
normale Endomorphismen

Aufgabe 21* (4 Punkte)
Sei V ein euklidischer Raum und f : V → V ein Endomorphismus. Für a ∈ V definieren wir die Abbildung

a∗ : V −→ R
v 7−→ 〈v, a〉.

(i) Zeigen Sie, dass a∗ ∈ V ∗ ist, wobei V ∗ den Dualraum von V bezeichnet.
(ii) Wir definieren nun die Abbildung

Ξ: V −→ V ∗

a 7−→ a∗.

Zeigen Sie, dass Ξ ein bijektiver Homomorphismus von Vektorräumen ist.
(iii) Wir definieren ϕ ∈ V ∗ durch ϕ(v) := 〈f(v), a〉 für festes a ∈ V . Zeigen Sie, dass es ein eindeutig

bestimmtes a0 ∈ V mit ϕ = a∗0 gibt.
(iv) Zeigen Sie, dass die zu f adjungierte Abbildung f∗ ∈ End(V ) durch a 7→ a0 (a ∈ V ) gegeben ist.

Aufgabe 22 (2 Punkte)
Seien V ein unitärer Raum und sei f ∈ End(V ).
(i) Zeigen Sie, dass f genau dann normal ist, wenn ‖f(v)‖ = ‖f∗(v)‖ für alle v ∈ V gilt.
(ii) Sei nun f normal und λ ∈ C. Zeigen Sie:

(a) ker(f) = ker(f∗) und V = ker(f)⊕ im(f);
(b) g := f − λ idV ist ebenfalls normal mit g∗ = f∗ − λ idV .
(c) ∀n ∈ N : rang(f) = rang(fn).

Aufgabe 23 (2 Punkte)

(i) Zeigen Sie, dass die Matrix

A =

5 0 1
0 6 0
1 0 5


positiv semidefinit ist und berechnen Sie

√
A.

(ii) Berechnen Sie eine Polarzerlegung für die Matrix
(

3 2
0 1

)
.

Aufgabe 24 (4 Punkte)
Sei n ∈ N \ {0}. Zeigen Sie, dass alle Matrizen der Form

A =


a0 an−1 an−2 . . . a1
a1 a0 an−1 a2
a2 a1 a0 a3

. . . . . . . . .
an−1 an−2 an−3 . . . a0

 ,

mit ai ∈ C für i = 0, . . . , n, normal sind und paarweise kommutieren. Finden Sie eine invertierbare
Matrix S ∈ GLn(C), so dass S−1AS für jede Wahl der ai ∈ C Diagonalgestalt hat.
Hinweis: Die Nullstellen von Xn − 1 sind die n-ten Einheitswurzeln e

2πik
n mit k = 0, . . . , n− 1.
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