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Analysis II
9. Ubungsblatt

Aufgabe 9.1 (Konstruktion einer Peano-Kurve) Wir definieren stetige, stiickweise lineare
Abbildungen f,: I — I x I, I =[0,1] mit f,(0) = (0,0) und f,(1) = (1,1) auf folgende Weise:

fo(z) = (z,z) fiir alle z € I.

Um f; zu definieren, werde I in 9 gleich lange Strecken geteilt, also in die Teilintervalle [%, %}

mit 1 <7 < 9. Entsprechend wird I X [ in 9 gleich groffe Quadrate geteilt. Diese Quadrate
werden geeignet durchnummeriert (siehe das Bild n = 1), und das i-te Intervall [551, £] wird
nun unter f; in das i-te Quadrat abgebildet, und zwar werden die einzelnen Teilintervalle jeweils
auf Diagonalen abgebildet. Um fo zu definieren, werde I in 92 gleich lange Strecken geteilt.
Entsprechend wird I x I in 92 gleich grofe Quadrate geteilt. Die Nummerierung erfolgt wie im
Bild n = 2 angedeutet (Man luft innerhalb der 9 Teilquadrate des Schritts n = 1 jeweils erst
horizontal, dann vertikal.), und unter fo wird wieder das i-te Intervall in eine Diagonale des i-ten
Quadrats abgebildet. Allgemein: Um f,, zu definieren, werde I in 9" gleich lange Strecken geteilt;
entsprechend wird I x I in 9™ gleich grofe Quadrate geteilt. Die Nummerierung der Quadrate
erfolgt induktiv. Man l4uft jeweils erst horizontal, dann vertikal. Unter f,, wird das i-te Intervall
in eine Diagonale des i-ten Quadrats abgebildet.

Zeigen Sie, dass die Funkionenfolge (f,)nen gegen eine Funktion f konvergiert, welche stetig und
surjektiv, nicht aber injektiv ist.



Aufgabe 9.2 Essei I C R” konvex und M C R™ eine Menge mit I N M # (). Zeigen Sie, dass
I C M oder INOM # () gilt.

Aufgabe 9.3 Fiir achsenparallele Rechtecke R = I; x Iy C RQ, wobei I; und Is beschriankte
Intervalle in R seien, sei eine nichtnegative reellwertige Funktion p erklart, die folgenden Bedin-
gungen gentige:

(1) Ist R disjunkt in Ry und Ry zerlegt, so gilt: u(R) = u(Ry) + pu(R2).
(i3) Fiir jedes v € R? gilt u(v + R) = u(R).

(#3i) u([0,1] x [0,1]) = 1.

Zeigen Sie:

(a) p(lai,b1) x [ag,b2]) = p([a1,b1] X [az,b2]) (d.h. entartete Rechtecke wie beispielsweise
[b1,b1] X [ag2, b2] haben den ,Inhalt“ Null).

(0) p(lar, br] x [az,b2]) = (b1 — a1)(b2 — az).
HINwWEIS: Fiir 2 > 0 betrachte f(z) := u([0,z] X [0,1]) und zeige f(z) = x. Wihle dabei zunichst = € Q.

Abgabetermin: Montag 18. Juni 2007, vor der Vorlesung in die Briefkidsten bei F411.



