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Analysis III
10. Übungsblatt

De�nition 10.1 Ein äuÿeres Maÿ µ̃ auf einem metrischen Raum (X, d) heiÿt metrisches äu-
ÿeres Maÿ, falls für beliebige Mengen A,B ⊂ X mit inf{d(x, y) : x ∈ A, y ∈ B} > 0 gilt
µ̃(A ∪B) = µ̃(A) + µ̃(B).

Aufgabe 10.2 Es sei (X, d) ein metrischer Raum und µ̃ ein äuÿeres Maÿ auf X, so dass jede
o�ene Menge µ̃-messbar ist. Zeigen Sie, dass µ̃ dann ein metrisches äuÿeres Maÿ ist.

Aufgabe 10.3 Es sei (X,A) ein Messraum und seien µ, ν zwei Maÿe auf A. Wenn für A ∈ A
aus µ(A) = 0 schon ν(A) = 0 folgt, so nennen wir ν absolutstetig bezüglich µ und schreiben
ν ¿ µ. Es gelte nun ν(X) < ∞. Zeigen Sie

ν ¿ µ ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀A ∈ A : (µ(A) < δ =⇒ ν(A) < ε)

Hinweis: Bei �⇒� bietet sich ein Widerspruchsbeweis an.

Aufgabe 10.4 Es sei µ ein endlicher, σ-additiver Inhalt auf einer Algebra A und µ∗ das zu µ
gehörige äuÿere Maÿ. Für A, B ∈ P(X) de�nieren wir weiter

dµ∗(A,B) := µ∗(A∆B),

hierbei ist A∆B := (A \B)∪ (B \A) die �symmetrische Di�erenz� von A und B. Zeigen Sie: Für
das Mengensystem σ(A) aller µ∗-meÿbaren Mengen gilt

σ(A) ⊂ {B ∈ P(X) : ∀ε > 0∃A ∈ A : dµ∗(A,B) < ε}.
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