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11. Ubungsblatt

Definition 11.1 Es sei (X;,7;)icr eine Familie von topologischen Rdaumen. Ferner sei X :=
[I;c; Xi. Die grobste Topologie T auf X fiir welche alle Projektionen m;: X — X; stetig sind,
heifst die Produkttopologie auf X .

Aufgabe 11.1 Es sei (X;, 7;)icr eine Familie von Hausdorffrdumen und X := [[;; X; mit der
Produkttopologie 7 versehen. Beweisen Sie, dass (X, 7) ein Hausdorffraum ist.

Aufgabe 11.2 Es sei (X;,7;)ier eine Familie von topologischen Réumen, X := [];c; X; mit
der Produkttopologie 7 versehen und (Y, 7y ) sei ein weiterer topologischer Raum. Zeigen Sie:
Eine Funktion f: Y — X ist genau dann stetig, wenn fiir jede Projektion m;: X — X; die
Komposition m; 0 f: Y — X stetig ist.

Definition 11.2 FEs seien (X, Tx) und (Y, Ty) topologische Riume. Eine Funktion f: X — Y
heifit stetig in p € X, falls fiir jede Umgebung U von f(p) die Menge f=1(U) eine Umgebung
von p 1st.

Aufgabe 11.3 Es sei (X,7x) ein topologischer Raum, der das erste Abzdhlbarkeitsaxiom
erfilllt und (Y, 7y ) ein beliebiger topologischer Raum. Zeigen Sie: Eine Funktion f: X — Y
ist genau dann im Punkt p € X stetig, wenn fiir jede Folge (pn)neny € X mit p, — p die Folge

(f(pn))nen gegen f(p) konvergiert.

Aufgabe 11.4 Es sei X ein separabler metrischer Raum. Zeigen Sie: X erfiillt das zweite
Abzéahlbarkeitsaxiom.

Aufgabe 11.5 Vermutlich ist das Ausscheiden der deutschen Nationalelf auf die ungiinstige
Wahl der Topologie auf dem Fufsballfeld zuriickzufiihren. Der Einfachheit halber gehen wir davon
aus, dass ein FuRballspieler als Punkt des Q? aufgefafit werden kann. Die Tore des Fuballfeldes
F = ([0,2]x[0,1])NQ? C R? seien I := ([0, §] x [2, 2])NF (Italien) und D := ([2,2]x [, 3))NF
(Deutschland). Ein Positionswechsel des Balles wird durch eine Folge (B, )neny C F beschrieben.
Ein Tor féllt genau dann, wenn ein Fufballspieler einen Positionswechsel (Bj,)nen des Balles

auslost, so dass (Bp)nen gegen einen Punkt p € (0, %) X (%, %) oder gegen einen Punkt p’ €
(£2,2) x (£, 2) konvergiert. Nun zur Aufgabe: Finden Sie eine Topologie auf F, so dass es fiir

Deutschland moglichst einfach und fiir Italien moglichst schwer ist, das Tor des Gegners zu
treffen.
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