
Universität Konstanz
Fachbereich Mathematik und Statistik
Prof. Dr. Robert Denk
Olaf Weinmann

24. Mai 2006 ¢¢AA¢¢AA
¢¢AA

QQ QQ

Analysis IV
5. Übungsblatt

Aufgabe 5.1 Es seien X und Y nichtleere Mengen und f : X −→ Y eine Abbildung. Zeigen
oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Sind A1 und A2 beliebige σ−Algebren über Y , so gilt f−1(A1∩A2) = f−1(A1)∩f−1(A2).

(ii) Ist E ⊂ P (Y ) gegeben, so gilt:

f−1 (σ(E )) =
⋂

A σ−Algebra
E⊂A

f−1(A ).

Aufgabe 5.2
(i) Es sei (X,A , µ) ein Maÿraum. Die Abbildungen g, fn : X −→ [0,∞), n ∈ N seien messbar,

wobei
∫

gdµ < ∞ sei. Weiter gelte fn(x) ≤ g(x) für alle n ∈ N und alle x ∈ X. Zeigen Sie:

lim sup
n→∞

∫
fndµ ≤

∫ (
lim sup

n→∞
fn

)
dµ.

(ii) Zeigen Sie, dass man in (i) auf die Majorisierungsvoraussetzung, also auf die Existenz einer
Funktion g mit den angegebenen Eigenschaften nicht verzichten kann.

Aufgabe 5.3 Sei E ⊂ R Lebesgue-messbar und beschränkt mit 0 < λ(E). Ferner sei α ∈ [0, 1).
Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Es existiert eine o�ene Menge U ⊂ R mit E ⊂ U und αλ(U) ≤ λ(E).

(ii) Es existiert ein o�enes Intervall I ⊂ R, so dass αλ(I) ≤ λ(E ∩ I) gilt.
Hinweis: Für jede o�ene Menge U ⊂ R existiert eine Folge (Un)n∈N von paarweise disjunkten
o�enen Intervallen in R, so dass U =

⋃
n∈N Un gilt. Diese Aussage dürfen Sie ohne Beweis

verwenden.

Aufgabe 5.4 Sei E ⊂ R Lebesgue-messbar und beschränkt mit 0 < λ(E). Zeigen Sie, dass ein
b > 0 existiert, so dass (−b, b) ⊂ E −E := {x− y : x, y ∈ E} gilt.
Hinweis: Verwenden Sie die Aussage von Aufgabe 5.3: Setzen Sie α := 3

4 und beweisen Sie dann,
dass

(−1
2λ(I), 1

2λ(I)
) ⊂ E −E gilt.
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