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Analysis IV
6. Übungsblatt

Aufgabe 6.1 (Wiederholung)

(a) Finden Sie einen topologischen Raum (X, T ) für welchen die folgenden Aussagen (i), (ii)
und (iii) falsch sind. Beweisen Sie Ihre Behauptung.

(i) Ist (An)n∈N eine Folge von o�enen Mengen in X und A :=
⋂

n∈NAn, so ist A ∈ T .
(ii) Ist (Bn)n∈N eine Folge von abgeschlossenen Mengen in X, so ist B :=

⋃
n∈NBn abge-

schlossen.
(iii) Ist (Cn)n∈N eine Folge von kompakten Mengen in X, so ist C :=

⋃
n∈NCn kompakt.

(b) Zeigen Sie: Eine Topologie ist im Allgemeinen keine σ-Algebra.

Aufgabe 6.2 (Wiederholung) Es seien (X, A ) und (Y,B) Messräume. Ferner sei B von
E ⊂ P(X) erzeugt und f : X −→ Y eine Abbildung. Zeigen Sie:

f−1(σ(E )) = σ(f−1(E )).

Aufgabe 6.3 Es sei M ⊂ Rn Lebesgue-messbar und beschränkt. Zeigen oder widerlegen Sie
die folgenden Aussagen:

(i) Zu jedem ε > 0 existiert eine o�ene Menge U ⊂ M mit λ(M \ U) < ε.

(ii) Zu jedem ε > 0 existiert eine kompakte Menge K ⊃ M mit λ(K \M) < ε.

Aufgabe 6.4 Wir erklären auf [−1, 1] ⊂ R eine Äquivalenzrelation x ∼ y :⇐⇒ x− y ∈ Q und
bezeichnen die Äquivalenzklasse eines Elements x ∈ [−1, 1] mit [x]. Sei A ein Vertretersystem
dieser Äquivalenzrelation, also [−1, 1] =

⋃
x∈A[x], wobei [x1] 6= [x2] für x1, x2 ∈ A, x1 6= x2 (die

Existenz eines solchen Vertretersystems sichert das sogenannte Auswahlaxiom). Zeigen Sie, dass
A nicht Lebesgue-messbar ist.
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