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Funktionalanalysis
11. Übungsblatt

Aufgabe 11.1 Es sei Ω = R3 und

u(x) :=
{ − 1

4π|x| für x 6= 0,

0 für x = 0.

Zeigen Sie:
∀ϕ ∈ C∞0 (Ω) :

∫

R3

u∆ϕdx = ϕ(0).

Hinweis: Betrachten Sie:
R
R3 u∆ϕdx =

R
|x|<ε

u∆ϕdx +
R
|x|>ε

u∆ϕdx und schätzen Sie geeignet ab.

Aufgabe 11.2 Seien u− ∈ C1([−1, 0]) und u+ ∈ C1([0, 1]). Zeigen Sie, dass

u : (−1, 1) −→ R, x 7−→
{

u−(x) für x ≤ 0,
u+(x) für x > 0,

genau dann in W 1,2((−1, 1)) liegt, falls u−(0) = u+(0) gilt.

Aufgabe 11.3 Es seien Ω ⊂ R o�en und p, q > 1 mit 1
p + 1

q = 1. Ferner seien f ∈ W 1,p und
g ∈ W 1,q(Ω). Zeigen Sie, dass dann fg ∈ W 1,1(Ω) mit (fg)′ = f ′g + fg′ gilt.

Hinweis: Sie dürfen verwenden, dass C∞(Ω) ∩W 1,p(Ω) dicht in W 1,p(Ω) liegt.

Aufgabe 11.4 Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind:

(i) u ∈ W 1,2(R).

(ii) u ∈ L2(R) und es existiert v ∈ L2(R), so dass für alle ϕ ∈ C∞0 (R) gilt:
∫

R

u(x + h)− u(x)
h

ϕ(x)dx →
∫

R
v(x)ϕ(x)dx

für h → 0.
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