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Funktionalanalysis
4. Übungsblatt

Definition 4.1 Es sei X ein K-Vektorraum. Eine Familie (‖ · ‖λ)λ∈Λ von Halbnormen auf X
heißt separierend, wenn für jedes x 6= 0 ein λ ∈ Λ existiert mit ‖x‖λ 6= 0.

Aufgabe 4.2 Es sei X ein K-Vektorraum. Weiter sei (‖ · ‖n)n∈N eine separierende Familie von
Halbnormen auf X. Zeigen Sie:

(i) Durch die Vorschrift

d(x, y) :=
∞∑

i=1

1
2i

‖x− y‖i

1 + ‖x− y‖i
, x, y ∈ X

wird eine Metrik d auf X definiert.

(ii) Die durch die Metrik aus (i) induzierte Topologie stimmt mit der Topologie von Aufgabe
3.6 überein.

Aufgabe 4.3 Es sei Ω ⊂ Rn offen. Für eine kompakte Menge K ⊂ Ω, m ∈ N und f ∈ C∞(Ω)
definieren wir

pK,m(f) := sup
|α|≤m, x∈K

|∂αf(x)|,

hierbei ist ∂α := ∂α1
x1
· ... · ∂αn

xn
, |α| := ∑n

i=1 αi und α ∈ Nn
0 .

Sei nun K0 ⊂ K1 ⊂ ... eine Folge von kompakten Teilmengen von Ω mit Ω =
⋃∞

j=0 Kj . Zeigen
Sie: Die Familie

H := {pKj ,m : j,m ∈ N0}
ist eine separierende Familie von Halbnormen auf C∞(Ω).

Aufgabe 4.4 Für f ∈ C1([a, b],R) definieren wir ‖f‖C1 := ‖f‖∞ + ‖f ′‖∞.

(i) Zeigen Sie, dass
(C1([a, b], ‖ · ‖C1

)
ein normierter Raum ist.

(ii) Zeigen Sie, dass die Abbildung A : C1([a, b]) −→ C([a, b]) mit f 7−→ f ′ linear und stetig ist.
Berechnen Sie schließlich

‖A‖ := sup
‖f‖C1=1

‖Af‖.



Aufgabe 4.5 Es sei E := `2 :=
{

(xn)n∈N
∣∣∣∀n ∈ N : xn ∈ R,

∑∞
j=1 |xj |2 < ∞

}
und F der

Untervektorraum
F = {x ∈ E : xn = 0 für fast alle n ∈ N}.

Weiter sei F ′ ein algebraisches Komplement zu F in E, d.h. F ′ ist ein Untervektorraum von
E mit F + F ′ = E und F ∩ F ′ = {0}. Zeigen Sie, dass f(x) :=

∑∞
n=1 yn für x = y + y′ mit

y = (yn)n∈N ∈ F und y′ ∈ F ′ wohldefiniert, linear und nicht stetig ist.
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