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5. Ubungsblatt

Aufgabe 5.1 Essei X ein normierter K-Vektorraum der Dimension n € N. Zeigen Sie:

(a) Ist K™ mit der Maximumsnorm
|#lloo =, max |z,
versehen, so ist die Einheitssphire S := {x € K" : ||z]lc0c = 1} kompakt.
() (X, |- |lx) ist homéomorph zu (K™, || - ||co)-

(c) Je zwei Normen auf demselben endlich-dimensionalen Raum sind &quivalent.

Aufgabe 5.2 Es sei 2 C R” offen. Zeigen Sie: Es existiert eine Folge Ko C K; C ... von
kompakten Teilmengen von {2 mit Q = U?io K;.

Aufgabe 5.3 Es sei P der Vektorraum der Polynome iiber R. Zu einem Polynom p(t) =
S g axt® sei
n
Ipll = laxl.
k=0

(i) Zeigen Sie: (P, | - ||) ist ein normierter Raum. Ist dieser ein Banachraum?

(77) Untersuchen Sie, ob folgende lineare Abbildungen T;: P — R stetig sind und ermitteln
Sie [|T3]| (i =1,2,3):

1
Ti(p) = /0 p(Odt, To(p) == §(0), Ta(p) = p'(1).
Aufgabe 5.4 Seien hy := {(£n)nen € €21 (n-En)nen € 2} und hy == {(En)pen € h1 = 3002, & =

0}. Zeigen Sie:

(1) Mit (@, y) = 3_72,(j-&) (i - ny) fiir £ = (&x)nen und y = (10 )nen aus hy als Skalarprodukt
ist A1 ein Hilbertraum und h; ein abgeschlossener Teilraum.

(i7) Va € R 3z = (€n)nen € b1 : (Vye hyt(z,y) =0AY2, & ZCZ)-
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