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Theorie und Numerik partieller Di�erentialgleichungen
5. Übungsblatt

Aufgabe 5.1 Es sei l > 0 und Ω := (0, l). Weiter seien a und b positive reelle Konstanten und
u0, u1, sowie θ0 vorgegebene, auf Ω de�nierte, glatte Funktionen. Gegeben seien glatte Lösungen
u = u(t, x) und θ = θ(t, x) zu dem Anfangs-Randwertproblem:

utt − auxx + bθx = 0,

θt − θxx + butx = 0 (t, x) ∈ [0,∞)× Ω

mit den Anfangsbedingungen
u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x), θ(0, x) = θ0(x) (x ∈ Ω)

und den Randbedingungen
u(t, x) = θ(t, x) = 0, x ∈ {0, l}, t ≥ 0.

De�nieren Sie V := (aux, ut, θ)′ und �nden Sie einen Di�erentialoperator A, so dass Vt = AV
gilt. Wie muss V0 aussehen, damit V (0, ·) = V0(·) gilt? Zeigen Sie dann, dass die �Energie�
E(t) :=

∫
Ω(u2

t + au2
x + bθ2)(t, x)dx abklingt, d.h. d

dtE(t) ≤ 0 für t ≥ 0.

Aufgabe 5.2
(i) Es sei ϕ ∈ C1([0, T ]) mit ϕ(t) ≥ 0 für t ∈ [0, T ]. Weiter gelte: ∃C ∈ R : ϕ′(t) ≤ Cϕ(t) für

t ∈ [0, T ]. Zeigen Sie, dass dann ϕ(t) ≤ eCtϕ(0) gilt.

(ii) Es sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit glattem Rand und T > 0. Weiter seien f ∈
C1(R), f ′ beschränkt und u0 ∈ C(Ω) mit u0 = 0 auf ∂Ω. Zeigen Sie, dass das Problem

ut = ∆u + f(u), (t, x) ∈ [0, T ]× Ω,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω,
u(t, x) = 0, x ∈ ∂Ω

höchstens eine klassische Lösung besitzt.

Aufgabe 5.3 Es sei u0(x) := ex für x ∈ R. Weiter sei G(t, x) := e−
x2

4t√
4πt

für x ∈ R, t > 0.
Sei ausserdem u(t) := G(t, ·) ∗ u0. Berechnen Sie u und zeigen Sie, dass u ∈ C∞((0,∞) × R) ∩
C([0,∞)× R) gilt und dass u die Wärmeleitungsgleichung

{
∂tu−∆u = 0 in (0,∞)× R,

u |t=0 = u0 in R.

löst mit u(t, ·) → u0(·) lokal gleichmäÿig auf R für t → 0.
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