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7. Übungsblatt

Satz 7.1 (1. Poincarésche Ungleichung) Es sei G ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet. Dann gilt:

∃d > 0 : ∀u ∈ H1
0 (G) : ‖u‖L2 ≤ d‖∇u‖L2 .

Satz 7.2 (2. Poincarésche Ungleichung) Es sei G ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit glattem
Rand. Dann gilt:

∃c > 0 : ∀u ∈ H1(G) : ‖u‖L2 ≤ c

(
‖∇u‖L2 +
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udx
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)

.

Aufgabe 7.3 Es sei G ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit glattem Rand. Weiter sei g ∈ H1(G)
gegeben. Für u, v ∈ H1(G) de�nieren wir

〈u, v〉∗ :=
∫

G
∇u(x)∇v(x)dx +

∫

G
u(x)dx ·

∫

G
v(x)dx.

Betrachten Sie das klassisch formulierte Randwertproblem:
{

∆u(x) = 0, x ∈ G
u |∂G = g |∂G .

}
(1)

(i) Zeigen Sie, dass
(
H1(G), 〈·, ·〉∗

)
ein Hilbertraum ist und dass H1

0 (G) + span {1} ⊂ H1(G)
ein abgeschlossener Unterraum ist. (Verwenden Sie Satz 7.1 und Satz 7.2.)

(ii) Formulieren Sie die klassische Aufgabe (1) in eine Aufgabe für schwache Lösungen um.
Lösen Sie schlieÿlich das entstandene Problem unter Verwendung von (i).
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