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Allgemeiner Hinweis: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Fertigen Sie fiir die freiwillige
Zusatzaufgabe bitte einen separaten Aufschrieb an, notieren Sie auf diesem sowohl lhren Namen
als auch die Nummer lhres Tutoriums, und werfen Sie diesen in den Briefkasten Nr.17.

Aufgabe 7.1. (Einfache Erweiterungen) (242 Punkte)

Sei K/ F eine Korpererweiterung. Fiir ein v € K bezeichnet F[a] den von « lber F' erzeugten
Teilring von K (also den kleinsten Teilring von K, der I und « enthélt) und F'(«) den von «
iber F' erzeugten Teilkorper von K (also den kleinsten Teilkdrper von F', der F' und « enthalt).

(a) Sei a € K algebraisch tber F'. Zeigen Sie, dass
Flo] = {p(a) | p € Flz]}
ein Teilkorper von K ist. Folgern Sie, dass Fa] = F(«) gilt.

(b) Sei a € K transzendent iiber F. Zeigen Sie, dass es einen Isomorphismus zwischen den
Ringen F[z] und F[a] gibt, der die Variable = auf das Element « abbildet. Folgern Sie,
dass der Koérper F'(«) isomorph zu F'(x) ist.

Aufgabe 7.2. (Algebraischer Abschluss) (24141 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass jeder algebraisch abgeschlossene Kérper unendliche Kardinalitat besitzt.

(b) Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper mit Primkérper F'. Zeigen Sie, dass [K : F]
unendlich ist.

(c) Zeigen Sie, dass [R : Q] unendlich ist.



Aufgabe 7.3. (Frobeniushomomorphismus) (242 Punkte)
Sei p € N eine Primzahl und sei K ein Kérper mit Char(K) = p.

(i) Zeigen Sie, dass fiir alle n € N und alle a,b € K die Gleichung (a+b)?" = a?" + 17" gilt.

(i) Zeigen Sie, dass fiir alle n € N die Abbildung o,,: K — K,a + a”" einen Homomor-
phismus definiert.

(Die Abbildung oy wird als Frobeniushomomorphismus bezeichnet.)

Zusatzaufgabe fiir Interessierte. (4 Punkte)

Sei K/F eine Korpererweiterung und o € K transzendent iiber F'. Zeigen Sie: Fiir n € N ist
auch o transzendent tiber F', und es gilt [F(«) : F(a™)] = n.
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Abgabe: Montag, den 16. Dezember 2024, um 10:00 Uhr in den Briefkasten |hre*r Tutor*in
auf F4 bzw. in den separaten Briefkasten fiir die freiwillige Zusatzaufgabe (Nr.17). Achten
Sie auf eine saubere und lesbare Darstellung, heften Sie |hre einzelnen Blatter zusammen, und
versehen Sie sie mit lhrem Namen und dem Namen |hre*r Tutor¥in.



