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Matrizenrechnung 7

13 Matrizenrechnung

13.1 Matrizen und Vektoren
13.1.1 Bezeichnungen

Ein rechteckiges Schema der Form

ajix a2 -+ Qp

a21 Q22 -+ Q2p
A =

Am1 Qm2 " Amn

heiit eine m x n-Matriz oder (m,n)-Matriz. Die a;; heilen Elemente bzw. Koeffizienten
der Matrix A. Eine m x n-Matrix besteht aus m Zeilen und n Spalten.

Sind alle Koeffizienten reell, also
a; €R,i=1,....m, j=1,...,n,

so sprechen wir von einer reellen Matrix. Die Menge aller reellen m x n-Matrizen wird
mit R"™*™ bezeichnet. Ist mindestens ein Koeffizient komplex, so ist A eine komplexe
Matrix. Dafiir schreiben wir A € C™*™.

Beispiele: 10 0 —1 3
A=[-51 1 1] € R,
20 5 -9 0
1.2 9.9 :
B=[41 11] er™, (= (11_0. 1_4{02) eC®?,
0.3 6.2 t

Auch Spaltenvektoren und Zeilenvektoren werden als Matrizen aufgefasst:

U1
. V2 . . .
U = ist eine m x 1-Matrix ,
Um
W = (wy,ws,...,w,) ist eine 1 x n-Matrix.

Im Falle m = n nennt man A eine quadratische Matrix. In den obigen Beispielen ist C'
eine quadratische Matrix. Fiir eine quadratische Matrix

a11 Q12 - A1m
a1 Q2| - A2m

Am1 Am2 T

bilden die Eintrége aq1, ass, . .., mm die (Haupt)Diagonale.
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Eine quadratische m x m-Matrix der Form

a1l 0 0
A = 0  ax
0 0  amm

heifit Diagonalmatrix.

Unter der Einheitsmatriz versteht man die Matrix

1 0 0

[ =1, = 0 1
0
0 0 1

Bei der Nullmatriz sind alle Koeffizienten Null.

Die quadratischen Matrizen

a1 Qaig - A1m a1 0 e 0
0 an - am ag A
bzw.
: . : 0
0O -+ 0 amnm 1 Ama - Gy

heiflen eine obere Dreiecksmatriz bzw. eine untere Dreiecksmatriz.

13.1.2 Transponierte und adjungierte Matrix

Ausgehend von der m x n-Matrix A mit

@113 Q2 -+ Qin

Q21 Q22 - Q2p
A =

m1 Am2  *°°  Omp

definieren wir

1. die zu A transponierte Matriz (oder die Transponierte von A)

a1x Q21 - Qml

Q12 Q22 -+ Qm2
AT =

A1y A2 - Amn

AT ist eine n x m-Matrix. Hier wurden Zeilen und Spalten vertauscht: die Zeilen

von A bilden die Spalten von AT, Gelegentlich verwendet man auch die Bezeichnung
AT = At = A,
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2. die zu A konjugiert-komplere Matrix

ayp Q2 a1y

a1 Q29 Qop,
A* =

Am1 am2 amn

Jeder Koeffizient a;; wird durch seinen konjugiert-komplexen Wert @;; ersetzt.

3. die zu A adjungierte Matriz (oder die Adjungierte von A)

ai; o1 A1
A+ = [GERRTY) A2
a1n a?n amn
At ist eine n x m-Matrix. ES gilt AT = (AT)* = (A")T.

Ist A eine reelle Matrix, so erhdlt man At = AT und A* = A.

Beispiele:

1 2 3 1+7 1

4 = (4 5 6) ’ B = ( 0 2—22) ’
1 4 1+z

AT = 2 5], BT = ;
3 6 2—22

. (1 23 . (1= i

AT = <4 5 6)’ B ( 1 0 2+2z)’
1 4 1—1 1

AT = 2 5], BT 1 0
3 6 —3i 242

Anmerkung: Die Transponierte eines Zeilenvektors ergibt einen Spaltenvektor und um-
gekehrt:

w1y
w = <w1,’LU2,...,'LUm) = it = U:)Q 5
W
U1
= |7 = 07 = (v,v2,...,0m)
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13.1.3 Die Spur einer Matrix

11 A2 - Aim
.. . . Qg1 Q22 - A2, .
Fiir eine quadratische Matrix A = ] ] } heifit
Am1 Am2 *° Gmm
m
trace(A) = a1 +as + -+ G = E Qi (1)
i=1

die Spur von A. Die Spur ist die Summe der Diagonalelemente.

Beispiel:

A = = trace(A) = 1+45+9=15

~ =
co Ot N
O O W

Wir notieren noch folgende Eigenschaften der Spur:
trace(A”) = trace(A4) |,
trace(A") = trace(4*) = trace(A)

13.1.4 Addition und skalare Multiplikation
Zwei Matrizen A und B derselben Grofle kann man addieren (die Addition erfolgt

elementweise):

aipr - Qip byt - b ay +bin - ap, + by
A+B = | B I | = : :

Am1 - Amn bml e bmn am1 + bml te Amn + bmn

Eine beliebige Matrix A kann mit einem Skalar A € K (dabei ist K = R oder K = C)
multipliziert werden:

11 - Qi Aayr o Aaag
Am1 - Amn )\aml )\amn
Beispiele:
1 2 3 4 " 0 -1 1 10\ (114 14
5 6 7 8 2 10 4)  \7 7 7 12
0 -1
Dagegen ist L2354 +12 1 nicht erklart.
5 6 7 8 0 4

s(1 234y _ (3 6 912
5 6 7 8) \15 18 21 24
Schlielich notieren wir noch einige Rechenregeln (fiir A, B € K™*" A € K):
MA+B) = M+AB

(A+B)" = AT+ BT |
(A+B)t = AT+ BT
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13.2 Das Produkt von Matrizen
13.2.1 Zeilenvektor mal Spaltenvektor

Ist @ ein Zeilenvektor der Linge n und v ein Spaltenvektor der Lénge n, so definiert man

U1
U = (ug,ug,...,u,) | . ‘= UV F Ul + - F UL, = 5 U V;
=1
UTL

Achtung: Hier ist die Reihenfolge wichtig : @ ¢ (Zeilenvektor mal Spaltenvektor). Der
erstgenannte Vektor muss ein Zeilenvektor sein, der zweite ein Spaltenvektor.

1
Beispiel: Fir 4 = (1,2,3,4) und ¢ = _g ergibt sich
2
1
iv = (1,2,3,4) _(2) = 1-1+420+3(-2)+42 = 3.
2

Ist ¥ ein Spaltenvektor, so ist ¥'7 ein Zeilenvektor; folglich ist ¥'7 ' definiert:

%1
770 = (vi,v,...,0,) U:2 = zn:vf
U'n i=1
1
Beispiel: (1,0,—-2,2) _g = 1+0+4+4 =9
2

Anmerkung: Fiir die (euklidsche) Norm eines Spaltenvektors ¢ haben wir somit

|0l = vV<tv,9> = ViTv.

13.2.2 Matrix mal Spaltenvektor

Es sei A eine m x n - Matrix, deren Zeilen mit 27, ..., Z,, bezeichnet werden, und ¥ ein
Spaltenvektor der Léange n:
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Dann wird Matriz mal Vektor definiert:
aip - Qg 1 2T a11T1 + -+ A1a Ty
AT = : : : = : = :

m1 = Qmnp Tn ZmT Am1T1 + -+ AmnTn

Anmerkungen:
1. Das Ergebnis liefert einen Spaltenvektor der Linge m, die i-te Komponente ist
i-te Zeile von A mal Spaltenvektor .

2. Beachten Sie, dass AZ nur definiert ist, wenn die Spaltenzahl von A gleich der Lange
von T ist.

Beispiele:
1 2 -2 4 ; 1+4—-6416 15
-1 0 11 2| = —1+0+3+4 ] = 6
21 20 A 24+24+6+0 10
1 2 =2 4 1
Dagegen ist -1 0 11 2 nicht definiert.
21 20 3
13.2.3 Matrix mal Matrix
Es sei A eine m x n-Matrix mit den Zeilen 7,. .., Z,, und B eine n X k-Matrix mit den
Spalten §7,...,8):
ai; - Qip 7 biy -+ b
m1 - Gmp Zm bnl bnk

Dann wird das Produkt A-B definiert (iiblicherweise ldsst man den Malpunkt weg und
schreibt AB):

aiy - QAip b11 b1k
AB = [ : : : = (A5, , A&)
am1 Amn bnl bnk
7151 218,

Anmerkungen:
1. Das Ergebnis ist eine m x k-Matrix

Ci1 - Cik
C =

Cm1 " Cmk
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mit den Elementen ¢;; = i-te Zeile von A mal j-te Spalte von B :

n
Cij = ZS; = anbij + aigboy + -+ + ainby; = E iy
=1

2. Die k-te Spalte von C' erhalt man durch ~ Matrix A mal k-te Spalte von B.
3. Beachten Sie, dass die Dimensionen passen miissen:

A B = C
mxn nxk m X k
Beispiele:
1 10 -1 1 —-1+240 14040 11
01 2 2 0] = 0+2+6 0+0+2| = |8 2
31 3 31 34249 34043 8 6
-1 1 110
Nicht definiert ist dagegen 2 0 01 2
31 31 3

by - by oo b
. : . B
bnl bnj : bnk
aix - Qin ;
CL’Ll .. aln .« .. Zallbl] PR AB
=1
Am1 Qmn
A
Beispiel: 11
2 0| B
3 1
1 1 0 1 1
01 2 8 2| AB
3 1 3 8 6
A

Anmerkung: Beim Matrixprodukt ist die Reihenfolge wichtig. In der Regel ist BA gar
nicht definiert. Aber selbst wenn im Spezialfall BA auch definiert ist, so gilt im Allge-
meinen AB # BA, wie das folgende Beispiel zeigt:

12 -1 0
= Gd)oe=()
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v (D0,
- (NG ()

Fiir eine quadratische n x n - Matrix werden die Potenzen definiert:
A% = I (Einheitsmatrix),
Al = A,
A% = AA,
A3 = AZA = AAA,

A" = A"'A = AA---A.

13.2.4 Rechenregeln

Wir listen einige niitzliche Rechenregeln auf. Dabei wird vorausgesetzt, dass die auftre-
tenden Matrix-Produkte existieren.

1. Es sei A eine m x n-Matrix und I die k x k-Einheitsmatrix. Dann gilt

I,A = A,
Al, = A.
2. Assoziativgesetz: A(BC) = (AB)C
3. Distributivgesetze: ABB+C) = AB+ AC |

(A+B)C = AC+ BC

4. Regeln fiir das Transponieren und Adjungieren

(AB)Y = BTAT
(AB)* = B*A*

13.3 Spezielle Matrizen

In diesem Abschnitt sei A eine quadratische n x n - Matrix.

13.3.1 Symmetrische Matrizen
A heiit symmetrisch, falls AT = A gilt.

Beispiele:

A = 02 3 ist symmetrisch,
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B = 0

—1

A heiit schiefsymmetrisch, falls A* = —A gilt.
0o 2 3
Beispiel: A=1-2 01
-3 -1 0

ist nicht symmetrisch.

W NN
w

!

13.3.2 Hermitesche Matrizen
A heiit hermitesch, falls AT = A gilt.

1 247 4
Beispiel: A= 12—-7 2 3
4 -3¢ 0

Bei einer hermiteschen Matrix muss die Diagonale reell sein.

15

A heiit schiefhermitesch, falls At = —A gilt. In diesem Fall sind die Eintrdge in der

Diagonalen rein imaginér oder Null.
1 2+ 4
Beispiel: A= |-24i 0 2
—4 2t —1

13.3.3 Orthogonale, unitire und normale Matrizen

1. Eine n x n-Matrix A heiit orthogonal, falls ATA = I gilt, wobei I die n x n-

Einheitsmatrix bezeichnet.

Beispiel:

1 1

1 1 1 1
A:<7§_75> :>ATA:<7§?5
VAR ~ v

2. Eine n x n-Matrix A heifit unitir, falls ATA = I gilt.
Beispiel:

A= (o) = (5300~

3. Eine n x n-Matrix A heift normal, falls ATA = AAT gilt.

Beispiel:
B 1 2 v ar (1 =2
A_(_Ql):>A_A_(2 1)

Daraus erhilt man
1 =2 1 2 5 0
+4 _ _
va-( (L) -0Y)
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w= (GG D08

Somit ist A normal.
Es gelten folgende Implikationen:

A hermitesch = A normal ,

A unitdr = A normal ,

A reell und orthogonal = A normal ,
A reell und symmetrisch = A normal .

13.3.4 Invertierbare Matrizen

Die n x n-Matrix A heifit invertierbar, wenn es eine (ebenfalls n x n-) Matrix D gibt mit
DA =1 = AD

Man nennt dann D die zu A inverse Matriz und schreibt dafir A~' = D. (Achtung:
bitte nicht % schreiben; das macht fiir Matrizen keinen Sinn).

(22 L (1 -
=02 - -l

A = (1 1 ) ist nicht invertierbar.

Beispiele:

2 2

Wir werden im néchsten Paragraphen ein Verfahren zur Berechnung der inversen Matrix
kennen lernen (die sogenannte Gauf-Jordan-Elimination).

Es gelten folgende Rechenregeln:

(AB)™! = Bla™!

13.3.5 Der Rang einer Matrix
Es sei A eine m x n-Matrix. Diese besteht bekanntlich aus m Spalten und n Zeilen

Definition:

1. Die maximale Anzahl linear unabhéngiger Spalten von A heifit Spaltenrang von A.
2. Die maximale Anzahl linear unabhéngiger Zeilen von A heifit Zeilenrang von A.

3. Es gilt stets Zeilenrang = Spaltenrang. Deshalb setzt man rang(A) = Zeilen-

rang von A = Spaltenrang von A und nennt dies den Rang von A.
Beispiele:
1 0 2 101
rang |0 2 1] =3, rang|0 2 2] = 2
2 10 2 1 3
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Bei der zweiten Matrix erkennt man sofort, dass die dritte Spalte die Summe der ersten
beiden Spalten ist. Somit sind die drei Spalten linear abhéngig.

Definition: Eine quadratische n x n-Matrix A heifit reguldr, falls rang(A) = n gilt.
Ansonsten heifit die Matrix singuldr.

Anmerkungen:

1. Aus der Definition folgt sofort rangA < min{m,n} .
2. Aregulir < A invertierbar .

13.4 Matrizenumformungen
13.4.1 Elementare Zeilenumformungen

Es sei
ayip - Aip
A =
Am1 - OQmn

eine m x n-Matrix. Unter einer elementaren Zeilenumformung versteht man eine der
folgenden drei Operationen:

1. Vertauschen von zwei Zeilen,
2. Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar A # 0,
3. Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Beispiele:
0123 1111
1111 = 0123 (Z1 < Z2)
2 4 01 2 4 01
0123 0o 12 3
1111 = 1 11 1 (—1-23),
2 4 01 -2 -4 0 -1
0123 01 2
1111 = 11 1 1 (23 —2-22) .
2 4 01 0 2 -2 —

13.4.2 Die Zeilenstufenform einer Matrix

Jede m x n-Matrix kann durch elementare Zeilenumformungen auf eine Form gebracht
werden, bei der unterhalb der ”Diagonalen” Nullen stehen. Man nennt dies die Zeilen-
stufenform einer Matrix.

Die Zeilenstufenform wird spaltenweise erzeugt:

1. Spalte: Ist ay; # 0, so werden durch Addition eines jeweils geeigneten Vielfachen der
1. Zeile zu den anderen Zeilen die Eintrége in der 1. Spalte unterhalb der Dia-
gonalen zu Null gemacht. Ist a;; = 0, so wird vorher eine Zeilenvertauschung
vorgenomimen.
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2. Spalte: Betrachte die ”Restspalte” ab dem Diagonalelement und mache durch elemen-
tare Zeilenumformungen die Eintrdge unterhalb des Diogonalelements zu Null.

USwW.

Beispiel: Wir bringen die obige Matrix auf Zeilenstufenform:

012 3 1 111 11 1 1 11 1 1
1 111 = 0123 = 01 2 3 = 01 2 3
2 401 2 401 02 -2 -1 00 -6 -7

Die letzte Matrix ist die Zeilenstufenform.

Anmerkung: Die Zeilenstufenform einer Matrix ist nicht eindeutig. Wir hétten in obigem
Beispiel im ersten Schritt auch die 1. und 3. Zeile vertauschen koénnen.

13.4.3 Die Bestimmung des Ranges einer Matrix

Eine erste Anwendung der Zeilenstufenform ist die Berechnung des Ranges einer Matrix:

Satz: Die Anzahl der von Null verschiedenen Zeilen in der Zeilenstufenform von A liefert
den Rang von A.

Beispiel: Fiir die Matrix

1 011

21 11

A= 0 2 01

1 21 2

erhalt man die Zeilenstufenform

1 011 10 1 1 10 1 1 10 1 1
2111:>01—1—1:>01—1—1:>01—1—1
02 01 0 2 0 1 00 2 3 00 2 3
1 21 2 0 2 0 1 0 0 2 3 0 0 0 0

Damit besitzt diese Matrix den Rang 3.

Anmerkung: Es sei A € K"*". Genau dann ist die Matrix A reguldr, wenn in der Zeilen-
stufenform alle Diagonalelemente von Null verschieden sind.
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14 Anwendungen der Matrizenrechnung

14.1 Lo6sung linearer Gleichungssysteme

14.1.1 Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem hat die Form

a11°01 + 12T + - - - + A1y

211 + Q92T9 + - -+ + A9, Ty

Ap1Tq + Ap2X2 + -+ ApnTn

Dabei sind die a;; € K und b; € K gegeben. Gesucht sind 1, .

Beispiel: 2x1 4+ 319 — b3
41’1 + 8.2132 — 3.%’3
—61’1 -+ ) + 41‘3
Anmerkungen:

by
— by

10

19
11

o xn € K

1. Wir haben n Bestimmungsgleichungen fiir n unbekannte Gréfien. Dann besteht die
Chance auf eine eindeutige Losung. Es sind jedoch auch Situationen denkbar, bei
denen es keine Losung bzw. sehr viele Losungen gibt.

2. Bei manchen Anwendungen kommt man auf m # n Bestimmungsgleichungen fiir
n unbekannte Groflen. Im Fall m > n gibt es im Allgemeinen keine Losung. Wir
brauchen dann einen anderen Ansatz (Methode der kleinsten Fehlerquadrate, vgl.

Abschnitt 14.3 iiber Datenanpassung).

14.1.2 Darstellung mit Matrizen

Mit Hilfe von Matrizen und Vektoren lassen sich lineare Gleichungssysteme kompakt

darstellen: Es seien

aj; a2 Q1n
Qo1 Q22 Q2n, .
A = ] ] , T
ap1  Ap2 Ann
Dann lasst sich (2) in der Form
AZ = b

schreiben. Man nennt A auch die Koeffizienten-Matrix und b die rechte Seite des linearen

Gleichungssystems.

Im obigen Beispiel haben wir
2 3 =5 T

4 8 —3 i)
—6 1 4 T3

10
19
11
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14.1.3 Gauf3-Elimination

Das lineare Gleichungssystem (2) wird wie folgt gelost: Aus A und b bilden wir die
erweiterte Matrix

ayy @iz - Qi | by

= a1 Qg -+ Qo | bo

¢ = (ap) = |7 " "
Ap1 Ap2 - Ann bn

Diese erweiterte Matrix GG bringt man durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilen-
stufenform:

M1 T2 = Tip|C
0 792 -+ Ton|C2

(R,¢) =
0 - 0 7ronlca

Elemantare Zeilenumformungen dndern die Losungsmenge des Gleichungssystems (2)
nicht. Deshalb haben .

A = b und R = ¢
dieselben Losungen. Man nennt RZ = ¢ auch ein gestaffeltes lineares Gleichungssystem.
Ausgeschrieben ergibt sich

1T + Ty + 0+ Tia1Tpo1 0 TieTn = Q1
ooy + - A+ Tonu 1Tp-1 + T, = Ca
T"n—1n—1Tn—1 + Tn—1nTn = Cp—1

Tnndn = Cp

Aus dieser Darstellung ergeben sich Aussagen iiber die Losbarkeit:

1. Fall: 11 #0, -+, # 0: Dann gibt es genau eine Losung. Diese bekommt man durch
Riickwartsauflosen des gestaffelten Systems:

Cn
Tp = 5
rnn
o Cp—1 — 70nflmxn
Tp—1 = )
rnfl,nfl
P Co2 — 1233 — =+ — T'opndp
5 =
722 7
R CL —Ti2Z2 — - — T'ipTnp
]_ — .
11

2. Fall: r,, =0, ¢, # 0 (oder allgemeiner rang(A) < rang(A,b)): Das lineare Gleichungs-
system besitzt keine Losung.

3. Fall: r, = 0, ¢, = 0 (oder allgemeiner rang(A) = rang(A,b) < n): Das lineare
Gleichungssystem besitzt unendlich viele Losungen.
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Beispiel: Fiir das lineare Gleichungssystem (3) erhélt man

2 3 =510 2 3 =510 2 3 —=5| 10
4 8 —-3119 — 0 2 71 -1 — 0 2 7 -1
—6 1 4111 0 10 —111 41 0 0 —46| 46
Riickwartsauflosen liefert nun
T3 = _17
s S(-1+7) = 3,
o= 2(10-9-5) = —2.

Beispiele zu den anderen Fillen werden in den Ubungen behandelt.

14.2 Die Berechnung der inversen Matrix

Es sei
aixz Qa2 - Qip
a21 Q22 -+  Q2p
A =
Ap1 Ap2 - Ann

eine n x n-Matrix. Zur Berechnung der inversen Matrix A~! verwendet man die Gauss-
Jordan-Elimination:

Zuerst wird die n x 2n-Matrix

gebildet und diese dann auf Zeilenstufenform gebracht:

M1 =+ Tip|C1 - Cip
(RvC> =

0 Tan | Cnl **° Cpn

An dieser Form kann man ablesen, ob die Inverse A~! existiert: Genau dann existiert
A7l wenn ry; #£0, i =1,...,n gilt.

Falls die Inverse existiert, so wird im néchsten Schritt jede Zeile durch ihr Diagonalele-
ment dividiert:

1S9 -+ 81 | dy o0 oo dy
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Im letzten Schritt macht man in der linken Matrix (durch elementare Zeilenumformun-
gen, beginnend mit der n-ten Spalte) alle Eintrége oberhalb der Diagonalen zu Null:

1 0(b1n - b,

(I ) Ail) = . : :
0 110y -+ bun

In der rechten Matrix steht nun die gesuchte inverse Matrix A~!.

Beispiel:

A I
1 0 3/ 1 0 0
02 1, 0 1 0
13 0 0 0 1
1 0 3/ 1 0 0
0 2 1 1 0
0 3 -3|-1 0 1
1 0 3| 1 0 0
02 1, 0 1 0
00 —-2/-1 -2 1
1 0 3/ 1 0 0
o1 3/ 0 3 0
00 1] § 4
10 o0 5 -1 2
01 0= g
00 1] § 4 3

I A1

An dieser Stelle empfiehlt sich eine Probe.

14.3 Datenanpassung
14.3.1 Kurven durch experimentelle Daten

In den Naturwissenschaften besteht haufig der Wunsch, experimentelle Daten moglichst
gut durch eine mathematische Funktion G(t) zu beschreiben, welche noch von gewissen
Parametern (ay, ..., a,) abhingt. Dabei ist die Struktur der Funktion bekannt, z.B. eine
Gerade, ein quadratisches Problem, eine Exponentialfunktion (radioaktiver Zerfall in der
Chemie) oder eine logistische Kurve (in der Biologie).

Im Normalfall liegen m > n Messpaare (¢;,s;), i = 1,...,m vor. Man kann deshalb nicht
erwarten, dass die Kurve exakt durch die Messungen geht (d.h. G(t;) = s;, i = 1,...,m).
Sie soll jedoch die Messwerte moglichst gut approximieren.
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Beispiel: Bei einem Zerfallsexperiment, bei dem eine Funktion der Form
7(t) = a-exp(M)
angenommen wird, liefert eine Messreihe die folgenden Zahlenwerte:
t; 1 0.50 1.00 2.00 3.00 5.00 7.00
s; 1230 195 1.056 0.72 0.24 0.10
Die Parameter o« und A sind so zu bestimmen, dass die Funktion f(t) = «a-exp(At)

"moglichst gut” durch die Messpunkte geht.

Darstellung der Messergebnisse Messergebnisse und optimale Kurve

f(t)

Zur Bestimmung der optimalen Kurve gehen wir zu einem halblogarithmischen Koordi-
natensystem iiber (vgl. Abschnitt 6.2.4):

t; 0.50 1.00 2.00 3.00 5.00 7.00
S; 230 195 1.06 0.72 024 0.10
zi =In(s;) | 0.83 0.67 0.05 -0.33 -1.43 -2.30

Die Datenpaare (t;, z;) liegen ungefahr auf der Geraden ¢(t) = In(«) + At.

Darstellung der Messergebnisse
im halblog. Koordinatensystem

. "

optimale Gerade
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14.3.2 Ausgleich mit Polynomen
Gegeben seien (reelle) Messergebnisse
(tiysi), i=1,...,m.
Diese sollen moglichst gut durch ein Polynom
p(t) =ap+art+ -y g t"!
vom Grad n — 1 beschrieben werden.

Der Versuch, die a; so zu bestimmen, dass das Polynom exakt durch die Messungen geht,
fithrt auf das lineare Gleichungssystem

ap +anty Fagtt + - Fa, P = s

o+ it + oty + it = sy,

oder in Matrixschreibweise auf AZ = b mit

]_ tl t% t?_l (&%) S1

1oty t2 - 5t . a - 59
- . . . ) xr = ) b =

1ty t3, - ot 1 Sm

Wegen m > n ist dieses Gleichungssystem i.A. nicht 16sbar.
Deshalb bestimmt man die Parameter o; so, dass die Fehlerquadratsumme
(a0 +anti 4+ + ot — s)? (4)
i=1
moglichst klein wird (Methode der kleinsten Fehlerquadrate).

Dies wird als lineares Ausgleichsproblem bezeichnet.

14.3.3 Die Normalgleichungen

In der Mathematik zeigt man: Sind die ¢; paarweise verschieden, so besitzt das lineare
Ausgleichsproblem (4) genau eine Losung. Diese erfiillt die sogenannten Normalgleichun-
gen:

ATAz = ATh . (5)
Die Normalgleichungen ergeben ein lineares Gleichungssystem mit n Gleichungen fiir n
Unbekannte und konnen durch GauB-Elimination gelost werden.

Anmerkung: Im Falle p(t) = ap + a;t nennt man diese optimale Kurve auch die Regres-
stonsgerade. Hier ist
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Beispiel: Berechnen Sie die Ausgleichsgerade zu den Punkten (1,3), (2,4), (3,7).

Wir machen den Ansatz g(t) = «+ St fiir die gesuchte Gerade. Einsetzen der Punkte
in diese Geradengleichung liefert

at+pB = 3
a+28 = 4
a+38 =7
oder
, 11 ) 3
A7 = b mit A= [1 2], f:(g) und b = [4
1 3 7

Dieses Gleichungssystem besitzt keine Losung (ist iiberbestimmt). Geometrisch bedeutet
dies, dass die drei Punkte nicht auf einer Geraden liegen.

Deshalb stellen wir die Normalgleichungen auf:

11
r, (111 (3 6
A4 (123 12_614’
3
e (111 (14
AT (123)‘71_(32)

Es sind die Normalgleichungen ATAZ = ATb zu lésen, also

3 6 a\ (14
6 14 B)  \32
GauB3-Elimination liefert

3 614 3 6
6 14|32 0 2

Damit lautet die gesuchte Regressionsgerade g(t) = % + 2t.

14 2
4) = f=2unda=73.
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15 Determinanten

15.1 Allgemeine Definition der Determinante

Wir kennen bereits die Determinante einer 2 x 2-Matrix und einer 3 x 3-Matrix (vgl.
2.3.3). Nun wird die Determinante einer n x n-Matrix eingefiihrt.

15.1.1 Die Determinante einer n x n-Matrix

Die Determinante det A einer (quadratischen) n x n-Matrix (A € K"*")

@11 0 Qip 21
Qpy  * QAnn Zn
mit den Spalten s, ..., s, und den Zeilen 27, . . ., Z, ist eine Zahl, die durch die folgenden

vier Eigenschaften (Axiome) charakterisiert wird:

D1 det AT = det A

D2 Die Determinante einer Diagonalmatrix ist gleich dem Produkt der Diagonalele-
mente:

d1 0 n
det D = = dy-dy---d, = Hd,- .
0 d, i=1

D3 detA =0 <« Aist nicht regulér (A ist singulér),
< die Spalten von A sind linear abhéngig,

< die Zeilen von A sind linear abhéngig.

D4 det A ist als Funktion jeder (einzelnen) Zeile oder Spalte linear.

Dabei bedeutet linear in jeder einzelnen Spalte

det(...,A-5j,...) = Adet(...,5},...) ,
det(...,5;+7;,...) = det(...,5;,...) + det(...,7;,...)

(entsprechend fiir die Zeilen).

Anmerkungen:

1. Fiir die in Abschnitt 2.3.3 definierten Determinanten von 2 x 2 - bzw. 3 x 3 - Matrizen
sind diese Axiome erfiillt.

2. Beachten Sie, dass die Determinante nur fiir quadratische Matrizen definiert ist.

Beispiele:

= 245 = 40

—
S O N
S =~ O
o O O
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=0

W DN
S Ot W~
© 00

ebenso die Zeilen): §; = 235 — §3.

—
1

Die Spalten sind linear abhéngig

3. Es gilt

3 3 0

41 = (1] + 311

5 2 1

Damit erhalten wir

1 2 3 1 2 3 1 2 0
1 2 4] =11 2 1|+ 341 2 1
1 3 5 1 3 2 1 31

15.1.2 Elementare Zeilenumformungen
Welche Wirkung haben elementare Zeilenumformungen auf die Determinante?

1. Die Matrix A; entstehe aus A durch Vertauschen der i-ten mit der j-ten Zeile. Dann
gilt
det A, = —detA

2. Die Matrix A, entstehe aus A durch Multiplikation der i-ten Zeile mit einem Skalar
A # 0. Dann folgt
det Ay, = M-det A

3. Die Matrix Ajz entstehe aus A durch Addition des A-fachen der i-ten Zeile zur j-ten

Zeile. Dann gilt
det A3 = det A

15.2 Berechnung von Determinanten
15.2.1 Gauf3-Elimination

Ist A eine obere (oder untere) Dreiecksmatrix, so ist die Determinante das Produkt der
Diagonalelemente:

ay; a2 - Qi
. n
0 929 .
) ) ) ) = A11°Q22 " Apn = ||aii )
: T T : i=1
0 -+ 0 am
a; 0 - 0
. . n
Qo1 Q22 T : _ o
. ) = Q11°Q22 " " Qnpn = Qi
. . O i1
anl o .. .. ann
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Nach Abschnitt 13.4 ldsst sich jede n x n-Matrix durch elementare Zeilenumformun-
gen auf eine obere Dreiecksmatrix bringen. Damit konnen wir die Gauf-Elimination
verwenden, um Determinanten auszurechnen. Dabei ist jedoch die Anzahl der Zeilenver-
tauschungen zu beriicksichtigen.

Beispiel:
0111 1 2 21
1 2 21 0111 : :
A = 91 0 1 = 91 0 1 eine Zeilenvertauschung
301 2 301 2
12 2 1 1 2 1 12 21
N o 1 1 1 N 01 11 N o1 11| B
0 -3 —4 -1 00 —1 2 00 —1 2| ~
0 -6 =5 -1 00 15 00 07

Insgesamt haben wir eine Zeilenvertauschung verwendet. Damit ergibt sich

det A = —detB = —(=7) =7

15.2.2 Laplacescher Entwicklungssatz

Es sei A wieder eine n x n-Matrix. Dazu bezeichne A;; die (n — 1) x (n — 1)-Matrix,
welche aus A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht.

Beispiel:
(1) ; ; 1 2 21 011
A = = All = ]_ O 1 5 A23 - 2 1 1
2101 01 2 3 0 2
3 01 2

Satz: (Laplacescher Entwicklungssatz)
1. Fiir jedes j = 1,...,n gilt

det A = Z(-l)lJr] -al-j~det Aij

i=1
(Entwicklung nach der j-ten Spalte).
2. Fiir jedest=1,...,n gilt

det A = Z(_l)H‘J -aij-det Ai]’

j=1

(Entwicklung nach der i-ten Zeile).
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Anmerkungen:

1. Der Laplacesche Entwicklungssatz fithrt die Berechnung der Determinante einer
n X n-Matrix auf die Determinanten von (n — 1) x (n — 1)-Matrizen zuriick.

2. Empfehlenswert sind diese Formeln nur, wenn die Matrix A Zeilen oder Spalten mit
vielen Nullen enthalt.

Beispiel:
0410 + - + -
2 3 41 . -+ -+
A = 290 2 0 , Vorzeichen: Lo o4
1020 -+ — +
Wir entwicklen nach der letzten Spalte und erhalten
0410
0 41
2341 = +1-12 0 2 :_4.22 :_4(4—2):—8
20 20 10 2 1 2
1020

Ungeschickt wire hier die Entwicklung nach der 2. Zeile (deutlich groflerer Rechenauf-
wand):

N O N O B P B
2020:—2-020+3~220—4-200+1-202:
1020 0 20 120 1 00 1 0 2

15.3 Rechenregeln
Wir listen noch einige niitzliche Rechenregeln fiir Determinanten auf:

1. Essei A eine n x n-Matrix und A € K. Dann gilt
det(A\-A) = A"-det A
Im Fall n = 2 erhélt man beispielsweise

Ao AB

det(A-A) = det ()\7 \s

> = MNad — NBy = M(ad - By) = A-det A

2. Fiir zwei n x n-Matrizen A und B gilt

det(AB) = det A-det B

3. Ist A invertierbar, so gilt
1
det(A™1) = ;
AT = Fa

denn 1 = det] = det(AA™!) = det A-det(A™') .
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4. Besitzt A die Gestalt ('Dreiecks-Blockform’)

a1 Air | Q1741 Q1n
Ay

Ar1 Apy Arr41 te Ay
A= : ,

0 0 ar+1,r+1 ar+1,n

: : : Ay :

O O an,rJrl Ann

so gilt
det A = det A; - det A,
Beispiel:
1 2001 2 3
23 0 0|5 6 7
4 21 1|1 11 2 00
8 91 2|6 6 6 = 210
00 0O0|2 00 2 5 1
00 0O0|2 10
00 0O0|2 51
2 00
= ’; g‘“ ;' 21 0] = (-1)12 = =2
2 5 1
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16 Lineare Abbildungen

16.1 Allgemeine lineare Abbildungen
16.1.1 Definitionen und Beispiele

In diesem Paragraphen werden Abbildungen zwischen Vektorrdumen behandelt. Bekannt
sind die Vektorrdume R"™ und C" und Unterrdume davon (welches auch Vektorrdume
sind). Wir fithren nun eine neue Bezeichnung ein: K bedeutet die reellen Zahlen oder die
komplexen Zahlen. Damit beschreibt K" einen der beiden oben erwahnten Vektorraume.

Wir wissen bgreits, dass jede Basis eines Vektorraumes W gleich viele Elemente. Ist
B = {by,...,b} eine Basis von W, so heifit dim(W) = [ die Dimension von W (vgl.
Abschnitt 2.2.3).

Definition: Es seien U und V zwei Vektorrdume. Eine Abbildung
o U=V, T— o)
heifit eine lineare Abbildung (linearer Operator, lineare Transformation), falls gilt

—\

o(@+Y) = @) + @(y) firalleZ,yeU,

e(AT) = Ap(D) fiir alle A € K und fiir alle ¥ € U.

Anmerkungen:

1. Die beiden obigen Bedingungen sind dquivalent zu
go(af%—&j) = ap(@) + Bo(y) firalleZ,yeU, o, K.
2. Eine lineare Abbildung ¢ bildet das Nullelement von U auf das Nullelement von V'
ab: »(0)=0.
3. Eine lineare Abbildung ¢ : U — K heifit auch lineares Funktional.
4. Man nennt eine bijektive lineare Abbildung ¢ : U — V einen Isomorphismus.
5. Eine bijektive lineare Abbildung ¢ : U — U heifit auch reguldr.

Beispiele:
1. ¢ : R=>R, p(t) =3t.
2. p: C—C, pz) =iz

3' QO : R3_>R27 SO(‘/L‘17I27:U3) = (3w1+$2_$3>
Ty — T2

4. Essei A € K™ Dannist ¢ : K" — K™ ¢(Z) = AZ eine lineare Abblidung
(dabei fassen wir  als Spaltenvektor auf).
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Nicht linear sind
o : R=>R, pt)=3t+1 ,
R?* = R, h(z1,22) = exp(r; +29)

2 2 3
g R*=R?, g(xy,29,75) = (:1:1+:C2+x3)

X1 — X2

16.1.2 Eigenschaften linearer Abbildungen

1. Die Verkettung linearer Abbildungen ist wieder linear:

p: U=V, ¢: V=W lnear = Yop:U—W linear.
2. Ist ¢ : U — V bijektiv, so existiert die Umkehrabbildung o=t : V — U.

¢ linear = ¢! linear.

16.1.3 Bildraum und Nullraum

Es sei ¢ : U — V eine lineare Abbildung. Dann heift
R(p) = {v€V : esgibtein € U mit v = ¢(i)}
der Bildraum von ¢ (das Bild von ¢) und
N(p) = {TeU : p(a) =0}
der Nullraum (Kern) von .

R(p) ist ein linearer Teilraum von V, N(¢) ist ein linearer Teilraum von U. Deshalb
nennt man

rang(p) = dimR(p) den Rang von ¢ und
def(¢) := dimN(p) den Defekt von .

Satz: Es sei ¢ : U — V eine lineare Abbildung. Dann gilt
R(p) =V & ¢ surjektiv,
N(p) = {0} < ¢ injektiv.

Satz:(Rangformel)
Es sei ¢ : U — V eine lineare Abbildung. Dann gilt

dimU = rang(y) + def(¢) = dimR(p) + dimN(p) .
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Beispiel: Gegeben sei die lineare Abbildung

. T2 2 _ 20—y

Fiir den Kern errechnen wir

sy — 0 = M= wn{(y))

Fiir das Bild erkennt man, dass die 2. Komponente das (-3)-fache der 1. Komponenten

ist. Damit ergibt sich
1
20 - wf( )}

rang(¢) =1 und def(¢) =1 sowie 2 = dimR? = rang(p) + def(y)

oz, y) =0 <

Insgesamt erhalten wir

16.2 Lineare Abbildungen und Matrizen
16.2.1 Matrizen als lineare Abbildungen
Jede Matrix

aip -+ Qip
A = : : e K™
Umi - Gy
liefert eine lineare Abbildung
A=y K"K, A@) = pa(Z) = AZ

dabei wird & als Spaltenvektor aufgefasst.

: (6)

Die Bilder der (natiirlichen) Einheitsvektoren €; sind die Spalten von A:

aix - Qi s Qip 0 ai;
Ae;) = Ae; = 1l = : =: a,
a/ml .. a/m] DY amn 0 amj

Eigenschaften:

1. Ist A eine reguliire m x m-Matrix (d.h. rang(A) = m), so ist A eine reguliire lineare
Abbildung.

2. Es sei A € K™*" und B € K"*". Dann ist das Matrixprodukt AB definiert und
AB € K™, Weiter gilt
A KPS K™
B : K K" |,
AoB : K - K", (AoB)(z) = A(Bx) = (AB)x .

Wir erhalten also Ao B = ZE
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3. Es sei A eine reguldre m xm-Matrix. Nach 1. ist die A zugeordnete lineare Abbildung
A reguldr. Damit existiert die Umkehrabbildung A™!; diese wird durch die inverse

Matrix A~ dargestellt: (A)~! = A1,
4. Es seien @, . . ., @, die Spalten von A. Dann gilt fiir das Bild von A

R<A) = Span{al7 s ac_in} )

denn A7 = x1d) + - - - + &nd@, . Daraus folgt rang(A) = rang(A).

=)

Diese Matrix vermittelt die lineare Abbildung

o1 = AR5 R?, pa(7) = AZ) = AT = (_1 ?) (x1) _ (x1—|—2x2)

T —T1 + T2

Beispiel: Gegeben sei die Matrix

Damit ist die lineare Abbildung ¢4 = A ebenfalls umkehrbar und hat die Umkehrfunk-

tion
(:1:1) o %1’1 - %1'2
L2 %% + %1’2
Da die Matrix A regulér ist, folgt ferner

R(A) = R? und N(A) = {0}

Wl Wl
Wl win

i@ =A@ = ATF = (

16.2.2 Matrixdarstellung einer linearen Abbildung

Essei A = {udy, -+ ,u,} eine Basis von U und B = {#y,...,7,,} eine Basis von V.
Weiter sei ¢ : U — V eine lineare Abbildung. Alle auftretenden Vektoren werden als
Spaltenvektoren aufgefasst.

Fiir jedes Basiselement @; liegt (@;) in V, besitzt also eine eindeutige Darstellung als
Linearkombination der Basiselemente von B:

QO(ﬂ:]) = aljgl + -+ Clmj’l_fm .
¢(t;) hat beztiglich der Basis B die Koordinaten

alj
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Dies liefert uns eine m x n-Matrix

Man nennt A die Matrizdarstellung der linearen Abbildung o beziiglich der Basen A, B

und verwendet dafiir die Bezeichnung ¢ =y

Anmerkungen:

1. Die j-te Spalte von A ist der Koordinatenvektor des Bildes ¢(u;) beziiglich
der Basis B. Dabei sind die «; die Basiselemente von A.

2. Die Matrixdarstellung einer linearen Abbildung hdngt von den gewéhlten Basen ab.

3. Durch die Angabe der Bilder ¢(u;) fiir die Basiselemente von A wird die lineare
Abbildung eindeutig festgelegt.

Sei nun ¥ € U beliebig. Dann gilt ©¥ = x1u; + - - - + x,U,, somit hat & bzgl. der Basis A

die Koordinatendarstellung

1

L A _ o

r = . = T4 .
L

Das Bild § = ¢(%) hat bzgl. der Basis B von V' die Koordinaten

1
_ B , .
Yy = = YB -

Ym

Dabei gilt ¥ = A%, wobei A die Matrixdarstellung von ¢ ist; denn

o = o0 = o (o8] = Soereli) = Y = 4 )
j=1 j=1 J=1

Beispiel:
Vorgelegt sei die lineare Abbildung

2 K?® —>K2, 90(1’1,91727353) = <3x1+x2—2x3 )

T1+ T2 + X3

(i) Unter Verwendung der natiirlichen Basen

v = ([ G0 e {0 0)

erhalt man

0(&) = (1,0,0) = (f) — it +ily, (&) = G) . ples) = (_?)
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NN (3 1T =2
Y= 11 1

(ii) Wir wéhlen nun im Bildraum die Basis

s- @ - {(1). ()]

und somit

Dann folgt

und somit beziiglich dieser Basen die Matrixdarstellung

N.B 21 —
SD:

-1 0
Anmerkung: Zur Bestimmung der Koordinaten der Bilder ¢(é;) ist jeweils ein lineares
Gleichungssystem zu 16sen, zum Beispiel

p(e1) = (i’) = AlG) + AQ(_ll) . also

/\1—/\2 - 3 5
M+ =1

N N

16.3 Spezielle lineare Abbildungen
16.3.1 Projektionen

Projektionen sind lineare Abbildungen, die einen Vektorraum V' auf einen linearen Teil-
raum U abbilden. Wir beschranken uns auf orthogonale Projektionen

P:R*—=U

und beginnen mit der Projektion des R? (bzgl. der natiirlichen Basis) auf eine Ursprungs-
gerade U = span{v’} mit v = (z;) und ||¢]| = 1, was bereits aus (2.3.2) bekannt ist:

(%) i) (%)

U1 V1V1X1 + V1V229
= (0121 + v29) =

Uy VU1 X1 + VaV2Xo

_ V11 VU2 sl
VU1  UV2U2 X2
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Damit hat die (orthogonale) Projektion beziiglich der natiirlichen Basis N die Matrixdar-

stellung
NN (V101 0V v o
P:(ll 12):(1)(011)2):va
VU1 VU2 U2

Man nennt P auch die Projektionsmatrix.
Entsprechend ist

U1 vV - U1Up
P =d0" = | | (v,...,0,) =
Un UpU1 ... UpUpn
die Projektionsmatrix fir P : R" — U = span{¢} mit ||7|| = 1.

Anmerkung: Ist die Projektionsmatrix P bestimmt, so ergibt sich fiir jeden Vektor 2z’ die
Projektion durch Pz.

Beispiel: Wir betrachten die Projektion von R? auf die 1. Winkelhalbierende
R 1 (1 . — o
U = span{e’} mit €= 5|, ). Die Projektionsmatrix ist

1 1
L 1y 1 2 2
_ T 1 L _
P =c¢e’ = 75(1> ﬂ(l,l)— 11
2 2
Die orthogonale Projektion des Vektors 2’ = @) auf die 1. Winkelhalbierende ist damit
11 9 3
= 2 2 1
i) (G) - 56)
2 2
Sei U ein linearer Teilraum von R"™ und {é},...,é,} eine ONB von U. Die Projektion

P : R" — U ist gegeben durch die Projektionsmatrix
P =é&eéel + é&éel + -+ énel
Beachte: Diese Formel gilt nur, falls {é7,...,¢&,} eine ONB von U ist.

Spezialfall: Projektion des R3 auf eine Ursprungsebene E mit der Normalendarstellung
E : ar + Py + vz = 0. Der Normaleneinheitsvektor ist

s «
1

=) = |
a+2+2
n3 By Y

1—n? —nny —ning
Pp =1 — @it = | —mny 1—n2 —nong (8)
—nin3 —ngnz 1 —n?

beschrieben.
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16.3.2 Spiegelungen

Zunéachst veranschaulichen wir Spiegelungen graphisch:

\ P (Projektion)

\
\
\
\

- § (Spiegelung)

Der gespiegelte Punkt s liegt auf der verldngerten Strecke Zp, wobei p’ die Projektion
von 7 auf den Unterraum U ist.

Spiegelungen sind ebenfalls lineare Abbildungen und kénnen deshalb wieder durch eine
Matrix (beziiglich der natiirlichen Basis) dargestellt werden.

n
Eine Spiegelung des R? an der Ebene E mit dem Normaleneinheitsvektor 7 = (ng)

ng
besitzt die Spiegelungsmatrixz

1— ZTL% —2n1n2 —2711713
Sp =1 —2ia” = | —2nmny 1 —2n2 —2nons
—2ning —2nonsy 1 — 2n§

Beispiel: Es sei E die (z,y)-Ebene. Diese besitzt den Normaleneinheitsvektor

0
€ = (0) . Damit wird die Spiegelung an E durch die Matrix

1
100 0 1
Sg=1010| —20](,0,1) =10
001 1 0

16.3.3 Drehungen

o = O
|

_— o O
N———

beschrieben.

Drehungen im R?

Eine Abbildung, welche jeden Punkt z € R? um einen Winkel « dreht (entgegen Uhrzei-
gersinn), ist ebenfalls eine lineare Abbildung und wird Drehung oder Rotation genannt.
Wie lautet die Matrixdarstellung D,, einer Drehung beziiglich der natiirlichen Basis?
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In den Spalten von D, stehen die Koordinaten der gedrehten Einheitsvektoren.

Drehung um den Winkel o

Aus dieser Skizze erkennt man:
. [cos(a) ([ —sin(w)
Doy = <sin(a)) r Daty = ( cos(a))
Damit lautet die Matrixdarstellung (beziiglich der natiirlichen Basis)

D, — (Cos(a) —Sin(a)) ‘ 9)

sin(a)  cos(a)
D, wird als Dreh- oder Rotationsmatrixz bezeichnet.

Drehungen im R?® um eine Hauptachse

Im R3? behandeln wir nur die Drehungen um eine Hauptachse. Die Drehung um den
Winkel o um die x-Achse (als Drehachse) wird beschrieben durch die Matrix

1 0 0
Dio = |0 cos(a) —sin(a)
0 sin(a) cos(a)

Entsprechend besitzen die Drehungen um die y-Achse bzw. z-Achse die Matrixdarstel-
lungen

cos(a) 0 sin(a) cos(a) —sin(a) 0
Dyy = 0 1 0 bzw. D3, = | sin(a) cos(a) 0
—sin(a) 0 cos(a) 0 0 1
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17 Eigenwerte und Eigenvektoren

17.1 Definition und Beispiele
17.1.1 Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix

Es sei A € K™ eine quadratische Matrix. Ein A € C heifit Figenwert von A, wenn es
einen Figenvektor £ € C™ \ {0} gibt mit

AT = AT . (10)

Anmerkungen:

1. Eigenwerte und Eigenvektoren sind nur fiir quadratische Matrizen definiert.
2. Der Nullvektor ist nie ein Eigenvektor.

3. Eine reelle Matrix kann komplexe Eigenwerte und Eigenvektoren haben .

Beispiele:
11

1. Zu A = ( 41
Eigenvektor, denn

(D (DY
<

) ist A\ = —1 ein Eigenwert und ¥ = (_;) ein zugehoriger

Aber auch A\ = 3 ist ein Eigenwert und ¥ = ) ein zugehoriger Eigenvektor, wie

die folgende Rechnung zeigt:

R [CRORIE RS

_(1) (1)) ist A\ = ¢ ein Eigenwert und ¥ = (1) ein

zugehoriger Eigenvektor, denn
- 01 1y i (1) .
= (o) () - () - () 5

17.1.2 Eigenschaften und Rechenregeln

2. Fiir die Matrix A = (

o~
N\
~. =
~_

I

>~

81

Es sei A € K™*™, Dann gelten:
1. A=0ist EW von A < A nicht regulir < rang(A) <n .
2. Eine Diagonalmatrix
aiy 0
A —
0 Qnn,

hat die Eigenwerte \; = a;; (i = 1,...,n). Zu \; ist é; (natiirlicher Einheitsvektor)
ein Eigenvektor.
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3. A hat hochstens n Eigenwerte.
4. Figenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig.

5. Die Menge aller Eigenvektoren zum EW A\ bildet zusammen mit dem Nullvektor
einen linearen Teilraum von C". Diesen nennt man den Eigenraum von A zum EW
A und bezeichnet ihn mit eig(A, \).

Der Eigenraum ist der Losungsraum eines linearen Gleichungssystems:
eig(A,\) = Losungsmenge von (A — X)) = 0

11

Beispiel: (vgl. oben) Die Matrix A = (4 1

)\2:3.

(A=MDF = 0 = (i ;) (2) _ (8) ~ eig(4,—1) = span{(_;>} ,
(A= 2D)F = 0 = (_Z _;) (2) - (8) s cig(4,3) — span{e)} .

) hat die Eigenwerte A\ = —1 und

6. Esseien A regulir und \q,. .., A\, die Eigenwerte von A. Dann hat A~! die Eigenwerte
1 1
Ny

Diese Aussage ergibt sich wie folgt: Sei A ein EW von A und 7 ein zugehoriger EV.
Nach 1. ist A # 0. Somit erhalten wir

AT = M & 7 = A\ = M7 & -7 = A7

> =

17.2 Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren
17.2.1 Das charakteristische Polynom

Es seien A € K**" und [ die n x n-Einheitsmatrix. Dann heif3t
p(t) = pa(t) := det(A—tI)

das charakteristische Polynom von A. p4(t) ist ein Polynom vom Grad n.

Beispiel: Es sei

0 -1 1
A= |-3 -2 3
-2 -2 3

Dann ist das charakteristische Polynom gegeben durch
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—t -1 1
palt) = | =3 22—t 3 | =+ +t-1=—-(t+1)(Et-1)>.
-2 -2 3t

17.2.2 Nullstellen des charakteristischen Polynoms

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind die Eigenwerte von A:
A € C Nullstelle von p4(t) < A Eigenwert von A

Im obigen Beispiel sind A\; = —1 und Ay = 1 die Nullstellen von p4(¢) und somit auch
die Eigenwerte von A (weitere EW gibt es nicht).

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra zerfillt das charakteristische Polynom pa(t)
iber C in Linearfaktoren:

pa(t) = (1)"(E=M)" - (E= NP mit \ € Cund ji 4+ 4 jx = n

Dann sind Ay, ..., Ay die verschiedenen Eigenwerte von A. Man nennt die natiirliche Zahl
j; die algebraische Vielfachheit des FEigenwertes A;.

Problem fiir die Praxis: Berechnung der Nullstellen von pa(t) fiir n > 5 (es gibt keine
Formel).

17.2.3 Berechnung der Eigenrdume

Nachdem ein Eigenwert A € C gefunden wurde, bekommt man den zugehorigen Eigen-
raum eig(A, \) durch Losen des homogenen linearen Gleichungssystems

(A— )T = 0

Dazu wird in der Regel die Gauf-Elimination verwendet.

Die Grofie dim(eig(A, X)) heifit die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A.

Dabei gilt
geometrische Vielfachheit < algebraische Vielfachheit
Beispiele:
1. Die obige Matrix
0 -1 1
A=1[-3 -2 3
-2 -2 3

hat die Eigenwerte \;y = —1 und A\, = 1.
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Fiir den Eigenraum zu \; ergibt sich

1 -1 1 T1 0
(A=\DZ = | -3 -1 3 o | = [0
GauB-Elimination liefert
1 -1 1]0
-3 -1 3]0
-2 =2 410
1 -1 1]0
0 —4 610
0 —4 610
1 -1 1]0
0 —4 610
0 0010
Wihle x3 beliebig, z.B. x3 = 2. Dann ergibt sich x5 = 3 und x; = 1, also
1
eig(A, —1) = span (3
2

Entsprechend erhélt man fiir Ay = 1

|

—_

|

—_
S O I W
O O OO O O

Wahle x5 und z3 beliebig, dann ist 1 = —x + x3. Somit folgt

-1 1
eig(A,1) = span 11,10
0 1

Dieser Eigenwert hat die geometrische Vielfachheit 2.

Fazit:

Eigenwert | geom. Vielfachheit | algebr. Vielfachheit
N = 1 1 1
Ao =1 2 2
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2. Fir die Matrix

B:

O =N
=N O
O O

erhiilt man das charakteristische Polynom pg(t) = (2 — ¢)?. Damit ist A = 2 der
einzige Eigenwert von B mit der algebraischen Vielfachheit 3. Fiir den zugehorigen
Eigenraum ergibt sich

~—

00 0\ [z 0
B-AE=[100]|[a] =10
010/ \a 0

Daraus folgt sofort 7 = x5 = 0 und x3 beliebig, also

0
eig(B,2) = spanq | 0
1

Die geometrische Vielfachheit ist hier 1 und damit verschieden von der algebraischen
Vielfachheit.

17.3 Ahnliche Matrizen
17.3.1 Ahnlichkeitstransformationen

Zwei Matrizen A, B € K™*™ heiflen dhnlich, wenn es eine invertierbare Matrix 7" € K"*"
Man nennt dann T 'AT eine Ahnlichkeitstransformation von A.

Beispiel: Es seien

()G
rar= (0 ) EDE -6 D) =e

Somit sind A und B #hnlich.

17.3.2 Eigenwerte dhnlicher Matrizen

Satz: Seien A und B &hnlich (d.h. B = T-'AT). Dann haben A und B dieselben
Eigenwerte.

|
= s
\_/

Dann gilt

NI— N
N S

Genauer gilt: Ist A ein EW von A und 7 ein zugehoriger EV, so ist A auch ein EW von
B und ¢ = T7 ein zugehériger EV, denn

By = (TT'AT)y = T'ATT'% = T'AZ = T '(\8) = \XT7'% = \jf
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17.4 Diagonalisierbare Matrizen
17.4.1 Diagonalisierbarkeit einer Matrix

Eine Matrix A € K"*" heifit diagonalisierbar oder diagonaldhnlich, wenn A &hnlich zu
einer Diagonalmatrix ist, d.h.

d11 0
T'AT = D = mit einer invertierbaren Matrix T . (11)

Satz:

1. Die Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, falls es eine Basis aus Eigenvektoren
gibt.

2. A ist genau dann diagonalisierbar, wenn die geometrische und die algebraische Viel-
fachheit fiir jeden Eigenwert iibereinstimmen.

Sind die Eigenwerte und Eigenvektoren schon bestimmt, so ldsst sich die Ahnlichkeit-
stransformation (11) einfach angeben: Die Diagonalmatrix D enthélt in der Diagonalen
die Eigenwerte entsprechend ihrer Vielfachheit, in den Spalten von T stehen die zu-
gehorigen Eigenvektoren (dabei ist auf die richtige Reihenfolge zu achten).

Beispiele:
1. Fiir die Matrix
0 —1 1
A=|-3 -2 3
-2 -2 3

kennen wir bereits die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenrdume. Da fiir jeden
Eigenwert die geometrische und die algebraische Vielfachheit iibereinstimmen, ist
die Matrix A diagonalisierbar. Wir erhalten

10 0 -1 11
D= 1|01 0}, T = 1 0 3
00 -1 01 2

Beachten Sie, dass die Eigenvektoren in der richtigen Reihenfolge stehen miissen!
Matrixinversion liefert

3 _1 3
2 2 2
T7!V=1[-1 -1 2
11 _1
2 2 2
Damit ergibt sich
TYAT = D

Diese Darstellung ist nicht eindeutig. So konnte man auch in der Diagonalmatrix
D den Eigenwert —1 an die erste Stelle schreiben. Dann muss jedoch auch der
zugehorige Eigenvektor in der ersten Spalte von 1" auftreten.
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2. Die Matrix
2
B = 1

=N O

0
0
0 2

hat als einzigen Eigenwert A = 2 mit der algebraischen Vielfachheit 3. Die geome-
trische Vielfachheit ist jedoch nur 1 (vgl. oben). Die Matrix B ist deshalb nicht
diagonalisierbar.

17.4.2 Eigenwerte spezieller Matrizen

An dieser Stelle erwéihnen wir Aussagen iiber die Eigenwerte von speziellen Matrizen.

1. A € K™ hermitesch = A ist diagonalisierbar und alle EW sind reell.
Insbesondere gilt dies auch fiir reelle symmetrische Matrizen.

2. A € K" unitér (d.h. AAT = I) = alle EW haben den Betrag 1.
Insbesondere gilt dies auch fiir reelle orthogonale Matrizen.

3. Fiir eine normale Matrix A (d.h. AAT = ATA) gilt
— A ist diagonalisierbar,
— Es gibt eine ONB aus Eigenvektoren,
— T ist eine unitdre Matrix, d.h. in (11) gilt T*AT = TTAT = D.

17.4.3 Spektraldarstellung normaler Matrizen

Zu einer normalen Matrix A € K™*" bezeichne Ay, ..., \,, die paarweise verschiedenen
Eigenwerte. Weiter seien

E; = eig(A,)\;) die Eigenrdume, versehen mit einer ONB B;, und
P; C"™ — E; die (orthogonalen) Projektionsmatrizen.

Satz: Dann gilt
A= NP+ 4 AP = Y NP (12)
j=1
Dies nennt man die Spektraldarstellung von A.
Beispiel: Die Matrix

A:

N O oo
O = O
ot O N

ist symmetrisch und damit normal. Fiir das charakteristische Polynom gilt

8—t 0 2
pa(t) = 0 4—t 0 = A4-[B—-t)5—-1t)—4 = 4—-1)*9 -1
2 0 5—t
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Damit besitzt A die Eigenwerte A\; = 4 und Ay = 9. Fiir die zugehorigen Eigenrdume
ermittelt man

. 1 0 . 1 1 0
eig(A,4) = span{(OQ) , ((1))} mit der ONB B; = {\/5 (02> , ((1))} = {e1,é} .
2 1 2
eig(A,9) = span{((l))} mit der ONB By = {\/5 ((1))} = {e3} .

A wird durch die unitére (hier orthogonale) Matrix

1 1 0 2
U=—|0 V50
V5 -2 0 1
diagonalisiert:
1 1 0 =2 8 0 2 10 2 4 00
UTAU:EO\/EO 04 0 0 V5 0| =1[040|=0D
2 0 1 2 05 -2 0 1 009
Projektionsmatrizen auf die Eigenrdume:
Py 2 C? — eig(A,4) :
1 1 0 1 1 0 -2
P1:€1€1T—|—€2€2T:g 0,0 -2+ (1 (0>1>0):g 05 0 ,
-2 0 -2 0 4
Py : C? — eig(A,9) :
1 2 1 4 0 2
P2:€3€§:50(2,0,1)25000
1 2 01
Damit erhélt man die Spektraldarstellung
A = 4P + 9P,
4 1 0 -2 9 4 0 2 8 0 2
=z 05 0f + R 000] =1(0420 (13)
-2 0 4 2 01 2 05

17.5 Spektraldarstellung fiir Matrixfunktionen

17.5.1 Matrixfunktionen

Es sei A € K™™" eine Matrix und ¢(t) = ag + ayt + - -+ + axt* ein Polynom. Dann ist
q(A) = aol + a1 A + -+ apA*

erklart.
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Beispiel:

Zu A = (1 i) und q(t) = 3+2t—t* st

=33 1) +2( D)=
-GG H-CH-GY

17.5.2 Spektraldarstellung fiir Matrixfunktionen

Sei A normal mit der Spektraldarstellung

m

A= NP

i=1

Satz: Ist ¢(t) ein Polynom, so hat die Matrix g(A) die Spektraldarstellung

a(A) = Y aWP

Jj=1

Diese Aussage lédsst sich noch verallgemeinern: Fiir eine stetige Funktion f(¢) wird durch
fA) =3 TP (14)
j=1

eine normale Matrix definiert. Diese Matrix hat die Spektraldarstellung (14).

Beispiel: Gegeben sei wieder die Matrix

8 0 2
A=1040
2 0 5
mit der Spektraldarstellung aus (13):
A — 4P1 + 9P2
4 1 0 =2 9 4 0 2 8§ 0 2
= % 05 0] + R 000 =1040
-2 0 4 2 01 2 0 5
Wir withlen f(t) = v/f und bestimmen /A gemif (14):
B = VA = \/ZP1 + \/§P2
1 0 -2 3 4 0 2 14 0 2
= - 05 0| + 5 000 ==10 10 0
-2 0 4 2 01 2 0 11

An dieser Stelle ist eine Probe angebracht:

L (1400 2 14 0 2 8 0 2
322%0100 0 10 0| =10 4 0
2 0 11 2 0 11 20 5
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17.5.3 Die Matrix-Exponentialfunktion

Es sei A eine n x n - Matrix. Dann definiert man

exp(A) = et = T (15)
k=0
oder allgemeiner
= thA*
exp(At) = et = X (fir t € K) (16)
k=0

und nennt dies die Matriz- Exponentialfunktion.

Beispiel: Fiir die Matrix A = (8 (1)) errechnet man

. (0 1\/0 1\ [0 0 (0 0 .
OO (00w e () maerse

Damit ergibt sich fiir die Matrix-Exponentialfunktion

== ()2 () - 61

Beachten Sie, dass im Allgemeinen

gilt, was aus dem obigen Beispiel sofort ersichtlich wird:
11 1 e e? el
A _ _
¢ _<o 1)#(1 1)_(60 eo)
Eigenschaften

1. Fiir die Nullmatrix 0 gilt e = I .

2. B = e4eB gilt nur fiir Matrizen A und B mit AB = BA.
3. (e"‘)_1 — e, denn [ =¥ =4 =t

A pAlt+s) — oAl GAs

5. Die Matrix-Exponentialfunktion e? ist nach ¢ differenzierbar und es gilt
( eAt)’ — AeAt

)\1 0 €>\1 0
. Fiir eine Diagonalmatrix D = gilt e~ =

=)
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t

17.5.4 Bestimmung von e*! mittels Spektraldarstellung

Die Berechnung der Matrix-Exponentialfunktion iber die Formeln (15) bzw. (16) ist in
der Regel kompliziert. Deshalb verwendet man bei normalen Matrizen die Spektraldar-
stellung.

m

Fiir eine normale n x n - Matrix mit der Spektraldarstellung A = Y \; P; gilt

Jj=1

m
A _ by
et = EeJPj,
=1

m
eAt — § 6)\jt .P]
=1

21

1 2) . Fiur das

Beispiel: Gegeben sei die normale (symmetrische) Matrix A = (

charakteristische Polynom gilt

matt) = | 270 ,1,| = emne-n-1 = @-ae-.

Damit hat A die Eigenwerte \; = 3 und \y = 1. Die zugehoérigen Eigenrdume sind
. _ oy 1 (1
Eig(A,3) = span{é;} = span {\/5 (1)} )
. _ 1 _ 1 (1
Eig(A,1) = span{ey} = span {\/5 (_1>}

Mit den Projektionsmatrizen
P = el = <
P, = &éf = (_
ergibt sich die Spektraldarstellung

11 L _1
A=3P +1P =32 2) 4 2 72
11 _1 1
2 2 2 2

Schliellich erhalten wir damit

1
A = P+ Py = ¢ (f
2

NI N
SN——
+
e

—
/N
|
N D=
|
N N



Differentialgleichungssysteme 51

18 Differentialgleichungssysteme

18.1 Allgemeine Form
18.1.1 Systeme 1. Ordnung

Ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung hat die Form

1"1 = fl(t>$1>' .- 7xn)
(17)

j/'n - fn(taxh"'axn)

mit (in der Regel stetig differenzierbaren) Funktionen f; : R"™ — R.

Eine Lésung besteht aus n differenzierbaren Funktionen
yi - I >R, t—>y(t) (i=1,...,n),

deren Ableitungen die obige rechte Seite erfiillen (dabei ist I ein Intervall).

Setzt man
T fl(t,l’l,...,l’n)

T falt,zr, . xy)

so ergibt sich das Dgl-System (17) in der Vektorschreibweise:

hat (d.h. in der rechten Seite tritt ¢ nicht explizit auf). Sonst nennt man es nichtautonom.

Beispiel:

jl'l = I +4I2

Zkg = T+ X9
ist ein autonomes Dgl-System. Eine Losung lautet

ri(t) = 2% — 27!

To(t) = ¥ et
was wir durch Nachrechnen bestétigen:

11 (1) 6e3 + 27t = (2e3 —2e7!) + A(eM +e7h) = wmi(t) +4as(t)
o(t) = 33t —e = (2% —2e7!) + (e +e7t) = x1(t) + zo(t)
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18.1.2 Anfangsbedingungen

Das Dgl-System (17) besitzt viele Losungen. Um daraus genau eine Losung auszusondern,
braucht man n Anfgangsbedingungen

T (to) = o

za(to) =

Wir nennen das Dgl-System (17) zusammen mit dieser Anfangsbedingung eine Anfangs-
wertaufgabe (AWA).

Satz (Existenz- und Eindeutigkeitssatz):

Sind die Funktionen fi(t,x1,...,2,), ..., fu(t,x1,...,2,) stetig differenzierbar, so be-
sitzt die Anfangswertaufgabe genau eine Losung.

18.1.3 Systeme hoherer Ordnung

Ein allgemeines Differentialgleichungssystem 2. Ordnung hat die Form

iél = fl(t,l‘l,...,$n,i1,...,i7n)

Zi'n = fn(t7$1, C.e ,[En,ft17. .. ,In)
oder in der Vektorenschreibweise
T = F(t,7,7)

Solche Systeme kommen vor allem in der Physik vor, da in Kraftgesetzen normalerweise
die Beschleunigung auftritt und diese mathematisch der 2. Ableitung entspricht.

Fiir eine eindeutige Losung braucht man 2n Bedingungen. Dafiir gibt es zwei Moglich-
keiten:

1. Es sind Anfangswerte

r1(ty) = o, d1(te) = B

xn(tﬂ) = Oy, xn(tO) = /671
gegeben (Anfangswertaufgabe).

2. Fiir ty) < t; sind Randwerte

r1(t)) = a1, x(t) = b

gegeben (Randwertaufgabe). Hier interessiert die Losung im Intervall [to, t1].
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18.1.4 Berechnung von Lésungen

In der Regel gelingt es nicht, fiir die Losungen eines Dgl-Systems einen analytischen
Ausdruck anzugeben. Deshalb ist man hier auf die ndherungsweise Losung (Numerik)
unter Verwendung eines Computers angewiesen. Dies ist in der Mathematik eine aktuelles
Forschungsgebiet.

Fiir die wichtige Klasse der linearen Dgl-Systeme lésst sich ein analytischer Ausdruck
fiir die Losungen angeben. Dieser verwendet Eigenwerte und Eigenvektoren.

Auf diese Methode gehen wir im folgenden Abschnitt ein.

18.2 Lineare Dgl-Systeme 1. Ordnung
18.2.1 Homogene und inhomogene Systeme

Ein lineares Dgl-System (mit konstanten Koeffizieten) hat die Gestalt

T = anri+ -+ ar, + b

j:n = @nmT1+ -+ appTy + bn

oder in Matrix-Vektorform

7= AT+ b (19)
mit
1 aii .. A1p bl
z = L A= b=
Tp Ap1 -+ Gpp bn

Es heifit homogen, falls b =0 gilt, und inhomogen sonst.

Beispiel: Wir betrachten eine chemische Reaktion, bei der eine radioaktive Substanz in
zwei Stufen zerfillt:

S L S, 228 (k) >0, ky > 0).
Es sei x;(t) die Konzentration der Substanz S; zum Zeitpunkt ¢. Dann ergibt sich

Il(t> = —k’ll‘l(t)
$2<t) = kll'1<t> — k'gxg(t)
Qfg(t) = kQ.ﬁEg (t)

Ublicherweise ldsst man die Abhéingigkeit von ¢ weg und schreibt dafiir

T = —kixy
To = kixy — kaxo

.I"g = ]{721’2
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Mit den Setzungen

T . jfl —]{71 0 0
f = T2 y f = jfg y A = k’l —kfg 0
T3 Zt’g 0 k’z 0
erhalten wir
r = AT

(lineares homogenes Dgl-System).

18.2.2 Losungen des inhomogenen Systems

Man findet leicht eine spezielle Losung (partikulire Losung) von (19). Es sei 2’ eine Losung

des linearen Gleichungssystems
A = —b

Dann ist ¢(t) := 2 eine Losung des inhomogenen linearen Dgl-Systems (19); denn wir
erhalten sofort . . .
yit) = 0 = AZ+0b = Ay(t) + b

y(t) wird als stationdre Lisung bezeichnet.

Fiir die allgemeine Losung des inhomogenen linearen Dgl-Systems gilt

allgemeine Losung des allgemeine Losung des partikulére

inhomogenen Systems homogenen Systems Losung

Damit kénnen wir uns nun auf die Losungen des homogenen Dgl-Systems konzentrieren.

18.2.3 Losungen des homogenen Systems
Vorgelegt sei das homogene lineare Dgl-System
I = A7 (AeR™™) | (20)

Sind ¢(t) und 2(t) zwei Losungen, so ist

w(t) = pyt) + vz(it) (v eR)
ebenfalls eine Losung von (20), was man durch Nachrechnen sofort einsieht:

W(t) = pyt) + vt = pAGH) + v A
= A(pgt) + vA®) = Ad()

Somit erhalten wir folgenden

Satz: Die Losungsmenge des homogenenen linearen Dgl-Systems 7 = AZ bildet einen
n-dimensionalen linearen Raum (von Funktionen).

Definition: Eine Basis dieses Raumes wird als Fundamentalsystem bezeichnet.
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Sei nun A ein Eigenwert von A und ¢ ein zugehoriger Eigenvektor. Dann ist

eine Losung des homogenen linearen Dgl-Systems; denn es gilt
Jit) = XeMv = MAT = A(MNT) = At
Anmerkung: Ist A = v + i komplex, so steht hier die komplexe Exponentialfunktion:

M = Ot — et (cos(5 t) +isin(d t))

Beispiel: Fiir die Eigenwerte und die zugehétrigen Eigenvektoren von

erhalten wir

Damit sind

Losungen von #¥ = AZ.

Diese beiden Losungen sind linear unabhéngig und bilden damit ein Fundamentalsystem.

Die Matrix
o3t ol
W = W(t) = <e3t t)

heifit Fundamentalmatriz.

Die allgemeine Losung von £ = A7 hat die Form

Z(t) = a1 y(t) + 2 2(t) (c1,c2 € R beliebig).

18.2.4 Diagonalisierbare Koeffizientenmatrix

Es sei A eine diagonalisierbare n x n-Matrix mit den Eigenwerten Aq,...,\, und den
zugehorigen (linear unabhéngigen) Eigenvektoren 1, . . ., U,. Dann liefern die Funktionen
Fl (t) = 6)\1t 171
() = e,

ein Fundamentalsystem.
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Damit hat die allgemeine Losung des homogenen linearen Dgl-Systems £ = A die
Form

5(25) = Fl(t) + -+ Cnfn<t> mit Cly,...Cp eR. (21)

Die Vorgabe von Anfangswerten

T (to) = o
zo(to) =
liefert in (21) ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung von ¢4, . .., ¢,, welches eine

eindeutige Losung besitzt.

Beispiel (vgl. oben): Die Matrix

)

ist diogonalisierbar und besitzt das Fundamentalsystem

A = (ZZZ> und 7 (t) = (it)

Damit lautet die allgemeine Losung

0 o3t . ot e+ oyl
Z(t) = ¢ c =
L g3t 2\ —et credt — cyet

Die Anfangsbedinungen

z1(0) =
liefern das lineare Gleichungssystem
T+ Cc = 1
Ci — C = 2
Als Losung errechnen wir ¢; = % und ¢y = —% )

Damit ist

die eindeutige Losung der Anfangswertaufgabe

.I"l = 2$1+£B2 y .1'1(0) =1
.’tg = $1+2$2 s l’g(O) = 2
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18.2.5 Verwendung der Matrix e
Fiir die Matrix-Exponentialfunktion gilt (vgl. Abschnitt 17.5.3)

(eAt)’ — AeAt

Somit ist
C1
Z(t) = eME&  fiir jeden beliebigen Vektor ¢ =
Cn
cine Losung des homogenen linearen Dgl-Systems Z = A7 .
Satz: Die Matrix e“? ist eine Fundamentalmatrix.
Die eindeutige Losung der Anfangswertaufgabe
a1
=A%, Z0) =a = | : (22)
Qp

ist gegeben durch
Z2(t) = eMa

Fazit: Die Losung von (22) lisst sich einfach bestimmen, falls e schon berechnet wurde
(z.B. iiber die Spektraldarstellung, vgl. Abschnitt 17.5.4).

Beispiel: (vergleiche Abschnitt 17.5.4)
4 - (2 1) LA _ 1ed 4 1t 1e3t — Lot .
1 2 %BSt_%et %e3t+%et
Damit erhalt man fiir

i’l = 2$1+$2 s 5171(0) =1
jfg = ZE1+2ZE2 s IQ(O) = 2

die Losung
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19 Wegintegrale (Kurvenintegrale)

19.1 Wegintegrale 1. Art
19.1.1 Das skalare Bogenelement

Es sei C ein differenzierbare Kurve in der Ebene mit der Parametrisierung

r oo fa,b] = R? r(t) = (z(t),y(t)) und der Ableitung 7/(t) = (2'(t),%/(t))

Dann gilt
dx ’ . /
5 = (t) und somit dxr = z'(t)dt
dy _ : _
o =Y (t) undsomit dy = y'(t)dt

Wir setzen nun
Skalares Bogenelement

y ds = \/Wdy2
und errechnen
ds = \/m
= V(@ (t)dt)2+ (y'(t) dt)?
SN oEsTo

= @l at

ds wird als skalares Bogenelement bezeichnet.

Entsprechend wird das skalare Bogenelement fiir Kurven im R" definiert: Zu einer diffe-
renzierbaren Kurve C' mit der Parametrisierung

ro:oa, b)) = R r(t) = (21(t), ..., z,(t))

und der Ableitung

d / / /
Er(t) = 1'(t) = (21(t),.. .. 2,(t))

setzt man

ds = |r'(®)-dt = V(24 (£)? + -+ (a,(1)? dt . (23)

19.1.2 Die Bogenlinge einer Kurve

Die Linge der Kurve C' mit der Parametrisierung

ro:oa, b)) = R r(t) = (x1(t), ..., z,(t))



Wegintegrale 59

ist gegeben durch

b b
I(c) = / ds = / ()] dt = / V@GO T @ord . (24)
C a a

Der Graph einer Funktion
filat] = R, 6= f(2)

liefert ebenfalls eine Kurve C' (in der Ebene), und zwar diejenige mit der Parametrisierung
rola b = R () = (¢ f(1)

Fiir diesen Sonderfall ergibt sich die Kurvenlédnge

lmszzjﬁﬂﬂﬁﬁ

C

Beispiele
1. Der Kreis um den Ursprung mit Radius r besitzt die Parametrisierung (vgl. Polar-
koordinaten)

C: K(p) = (21(p),22(p)) = (r-cos(p), r-sin(p)), 0<¢<2m

Um Konfusionen zu vermeiden, bezeichnen wir hier die Kurve mit K(y). Somit
ergibt sich fiir den Umfang (= Lénge von ()

2

27
1(C) = /ds = /\/r231n2(90)+7"20052(90) dp = /rdgp = 2nr .
C 0

0

2. Wir berechnen die Bogenldnge des Graphen der Funktion
2
FoLa SR, f) = 2VE-TP.

Hier gilt f/(t) = v/t — 1; somit folgt fiir die Kurvenliange
3
/ 2 dt = / Vidt = 3t
1

Anmerkungen:

3

- %(3\@—1) = 2V3-2.

1

1. In den meisten Féllen kommen wir auf Integrale, die sich nicht exakt (analytisch)
berechnen lassen. Hier ist man dann auf numerische Verfahren unter Einsatz eines
Computers angewiesen.
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2. Nicht jede Kurve besitzt eine endliche Lénge, wie das folgende Beispiel zeigt:
Die Kurve C' sei der Graph der Funktion

0 fiirt=0

fﬁ [0,1]_>R7f(t>: {t'COS(%) firt >0

Aus dem obigen Schaubild erkennen wir fiir die Lénge dieser Kurve:

() > i

= 0.

il

3. Eine Kurve mit endlicher Linge nennt man eine rektifizierbare Kurve.

19.1.3 Wegintegrale 1. Art

Gegeben sei eine Funktion f : D C R? — R und eine (differenzierbare) Kurve C', welche
ganz in D liegt. Uns interessiert die Mantelfidche M, welche die Funktion f iiber der
Kurve C' erzeugt.

Wegintegral 1. Art

Die Kurve C' habe die Parametrisierung r : [a,b] — R?, r(t) = (z(t),y(t)) . Es sei ds
wieder das skalare Bogenelement (vgl. (23)). Dann ist die gesuchte Mantelflache gegeben
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durch

M = / flr.y)ds = / Ft), y(®)) ()] de

C

= /f(ﬂ?(lf),y(f))-\/(96’(15))2 +(y'(1)* dt .

61

Definition: Das obige Integral heifit Wegintegral (Kurvenintegral, Linienintegral) 1. Art.

Es handelt sich um eine Integration der Funktion f(z,y) nach dem skalaren Bogenele-

ment von C.
Beispiel: Es sei C' die Kurve mit

r o [-7m, 0] = R?, 7(t) = (cos(t), 1 + sin(t))
(Halbkreis) und f(x,y) = 2 — y. Dann gilt

MO = @ ©)? + @67 = yfsin2t) + cos2(t) = 1

und somit fiir die Mantelflache

0 0 0

M = C/(Q—y)ds _ /(2—(1+sin(t)))dt _ /dt—/sin(t)dt _ r42m54.

—T —T —T

19.1.4 Verallgemeinerung auf n Dimensionen
Ist C eine differenzierbare Kurve im R™ mit der Parametrisierung
r o a, b)) = R™ ) r(t) = (x1(¢), ..., 2,(t))

so lautet das Wegintegral 1. Art

b

/f(xh---,wn)ds = /f(xl(t)7'"7xn(t))'\/(x/1(t))2+"'+(l';z(t))Q dt
C

19.2 Wegintegrale 2. Art
19.2.1 Das vektorielle Bogenelement einer Kurve

Es sei C wieder eine differenzierbare Kurve mit der Parametrisierung
r : |a,b] = R" r(t) = (z1(¢),...,z,(t)). Dann nennt man

dr = (dxy,...,dzx,) = (2y(t),..., 2, (t)) dt = r'(t)dt
das wvektorielle Bogenelement auf C'.

Beispiel: Die Kurve mit 7(t) = (¢,t?) besitzt das vektorielle Bogenelement

dr = (1,2)dt = (dt, 2t dt)
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19.2.2 Wegintegrale 2. Art
Zu einem stetigen Vektorfeld

F(zy,...xn) = (filzr, . y2n), oy folTr, oo xp))
heifit das Integral

/F(r) dr = /F(xl,...,xn) (a1, ..., da)

C

C

== /fl(l’l,...,l’n)dl’l+"'+fn(.7}1,...,l’n)dxn
C
b

= / [fi(z1(t), .. sz, (0)2 () + - + fu(z(t),. .., 2. (t)) 2 ()] dt

a

ein allgemeines Wegintegral (Kurvenintegral) 2. Art.

Ist C' eine geschlossene Kurve, so verwendet man auch das Symbol

fom |

C C

Beispiele: Gegeben sei das Vektorfeld

F: R R, F(z,y) = (filz,y), f(z,y) = (2zy — y, 42" — y) .

1. Wir betrachten die Kurve C; mit der Parametrisierung
r [0,1] = R?, r(t) = (z(t),y(t) = (,17)

Dann gilt fiir das Kurvenintegral 2. Art

/ Frydr = / Fla,y) (dz, dy)

Cl Cl

= /(Qxy —y)dr + (42 —y)dy
Ch
1

= /[(2$(t)y(t) —y())-2'(t) + (do(t)* —y(t)-y/(1)] dt

- /[(zt.ﬂ — 1)1 + (4% —t7)-2t] dt

0
1

11 5
- /[8t3—t2] dt = [21&4—?}0 = 3.

0
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2. Fiir die Kurve (5 mit der Parametrisierung
Fo[0,1] = R? #(t) = (¢,1)
(Verbindungsgerade der Punkte (0,0) und (1, 1)) erhalten wir

/ PR dF = / Flz,y) (dz, dy)

C: 2 C2

= /(2xy —y)dr + (42* —y) dy
[(2z(t)y(t) —y(t)-2'(t) + (4x(t)® —y(1))-y'(t)] dt
[(2t-t —t)-1 + (48> —t)-1] dt

(662 —2t) dt = [2° 2], = 1.

I
O\H O\H O\H 2

Anmerkung: Beide Kurven besitzen den Anfangspunkt (0,0) und den Endpunkt (1,1),
beschreiben aber verschiedene Wege. Die Kurvenintegrale liefern fiir das gegebene Vek-
torfeld unterschiedliche Werte. Im Allgemeinen héngen Kurvenintegrale fiir ein Vektor-

feld von dem Weg ab!

Anwendung aus der Physik:

Es sei F(x,y,z) ein Kraftfeld. Ein Massenpunkt wird léngs einer Kurve C' bewegt. Die
geleistete Arbeit A ist dann gegeben durch

A= /F(r)dr _ /F(x,y,z)-(dm,dy,dz)

c C

19.2.3 Rechenregeln fiir Kurvenintegrale

Es seien F' und G zwei Vektorfelder (der gleichen Grofie), A € R und C eine differenzier-
bare Kurve. Dann gelten

/ (F(r) + G(r)) dr = / F(r)dr + / Gl dr

C C

/)\-F(r)dr _ A-/F(r)d:

c c
Es sei C' = C} 4+ Cy (mit Endpunkt von €} = Anfangspunkt von C5) und —C' die Kurve,
welche C' in umgekehrter Richtung durchlauft. Dann gelten

/F(r) dr = /F(r) dr + /F(r) ar

C (o5 Ca
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19.2.4 Wegunabhingigkeit

Im obigen Beispiel haben wir gesehen, dass fiir ein beliebiges Vektorfeld das Kurven-
integral vom Weg abhéngt, den die Kurve zwischen Anfangpunkt A und Endpunkt B
beschreibt. Es bleibt die Frage: Gibt es spezielle Vektorfelder, bei denen das Kurvenin-
tegral nicht vom Weg abhéngt?

Definition: Ein Vektorfeld
F:DCR"—=R", F(z1,...,2,) = (filz1, ..., xn), .oy fulTr, .o x0))
heifit konservativ oder ein Gradientenfeld, falls es eine Funktion
H : DCR"— R mit gradH (z1,...,2,) = F(xq1,...,2,)

gibt. Die Funktion H wird dann als Potential oder als Stammfunktion von F' bezeichnet
(dies entspricht der Stammfunktion bei der eindimensionalen Integration).

Besitzt das Vektorfeld F stetige partielle Ableitungen, so ist F' genau dann konservativ,

wenn gilt

f; of;

a;; = 8£ firallei,j=1,...,n. (26)
Ein Vektorfeld mit diesen Eigenschaften heifit rotationsfrei. Man nennt (26) auch die
Integrabilitdtsbedingungen.

Es sei nun D C R"™ ein "verniinftiger” Definitionsbereich (ohne ”Locher”) oder in der
Sprache der Mathematik ein einfach zusammenhdingendes Gebiet.

Satz: Ist F' ein konservatives Vektorfeld und sind C;, C5 zwei differenzierbare Kurven
mit dem Anfangspunkt A und dem Endpunkt B, so gilt

/F(r) dr = /F(r) dr .

Cl CQ

Fiir konservative Vektorfelder sind die Kurvenintegrale wegunabhéngig! Gleichbedeutend

damit ist
]{F(T) dr =0

c
Das Integral eines konservativen Vektorfeldes iiber eine geschlossene Kurve ist Null.

Beispiel: Gegeben seien die Kurve C' mit der Parametrisierung
r o [0,27] = R?, r(t) = (cos(t),sin(t))
und das Vektorfeld

F(.Z‘,y) = (fl(x,y),fz(x,y)) = (x2—|—y,y2+x)
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Die Kurve (' ist geschlossen und wegen

afl(x>y) afZ(xay)

2\ J7 1 = L= g/

dy ox

ist dieses Vektorfeld konservativ (rotationsfrei). Mit dem obigen Satz folgt (ohne grofle
Rechnung)

/F(r)dr _ /(:c2+y)da: + @t+)dy = 0

C C

Anmerkung: Ist das Vektorfeld F' konservativ (es gibt also ein Potential H), so wird beim
Wegintegral 2. Art das totale Differential

dH = f1($1,...,xn)d$1 + -+ fn(l’h...,l’n)dl’n

aufintegriert.

19.2.5 Bestimmung einer Potentialfunktion

Es sei F(z,y) = (fi(z,y), f2(z,y)) ein konservatives Vektorfeld. Zur Bestimmung einer
Potentialfunktion (Stammfunktion) H(z,y) macht man den Ansatz

H(z,y) = /fl(fv,y) dr + ci(y)
= /fa(rc,y) dy + cao(x)

und versucht daraus, die Funktionen ¢;(x) und cs(y) zu bestimmen.

Beispiel: Die Funktion F(z,y) = (fi(z,9), fo(z,y)) = (2® + y,x + y*) ist konservativ
(vgl. oben). Deshalb machen wir den Ansatz

H(z,y) = /f1(937y)d93 = /(x2+y)dw = 52® +ay+a(y)

N /fg(x,y)dy = /<ﬂf+y2)dy = 3’ +ay + o)

Daraus ergibt sich
3

1
aly) = 3Y
Schliefllich erhalten wir als Potential
_ 1.3 13
H(z,y) = 32° +ay+ 3y

Auch hier empfiehlt sich eine Probe!
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19.2.6 Berechnung von Wegintegralen mit Hilfe des Potentials

Es sei F' ein konservatives Vektorfeld (iiber einem einfach zusammenhéngenden Gebiet
D C R") und C eine Kurve mit der Parametrisierung r : [a, b] — R™.

Ist H eine Stammfunktion (ein Potential) zu F', so gilt
[ Fwydr = 16®) - He@)
C

Bei einem konservativen Vektorfeld hdangt das Wegintegral nur vom Anfangs- und End-
punkt der Kurve ab.

Beispiel: (vgl. oben) Das konservative Vektorfeld

F({L‘,y) = (fl(l',y),fQ(x,y)) = (12 +y,@ +y2)

besitzt das Potential . '
H(z,y) = z2° +ay+ 359°

Es sei C' die Kurve mit der Parametrisierung
r[0,1] = R?, r(t) = (¢, %) .

C' hat den Anfangspunkt A = r(a) = (0,0) und den Endpunkt B = r(b) = (1,1). Damit
erhalten wir

/F(r)dr = H(r(1))— H(r(0)) = H(1,1) — H(0,0)

c
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20 Bereichsintegrale

20.1 Zweidimensionale Bereichsintegrale

Zweidimensionale Bereichsintegrale berechnen das Volumen V| das eine Funktion f(z,y)
iiber dem Definitionsbereich B C R? erzeugt. Hierfiir schreiben wir

V= [[tewir = [[ 1) dedy

Dabei ist dF' = dz-dy das Flichenelement.

Da B C R? eine komplizierte Form haben kann, wollen wir zunéchst solche Definitions-
bereiche einfiithren, welche sich durch reelle Funktionen begrenzen lassen. Diese heiflen
dann Normalbereiche.

20.1.1 Normalbereiche in der Ebene

Ein Normalbereich B in der (z, y)-Ebene besitzt eine der beiden folgenden Darstellungen:

Typ 1:
B = {(x,y)€R2 ca<z<bund pi(z) <y < po(x)} . (27)

Dabei sind 1, s : [a,b] — R zwei stetig differenzierbare Funktionen mit ¢1(x) < ¢o(x)
fir alle z € [a, b].
Typ 2:

B = {(z,y) eR* : c<y<dund (y) <z <y} . (28)

Hier sind ¢y, 19 : [¢,d] — R zwei stetig differenzierbare Funktionen mit 11 (y) < ¥9(y)
fir alle y € [¢,d].
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Normalbereich vom Typ 1 Normalbereich vom Typ 2

d L Ui(y) ()

Anmerkung: Beliebige Bereiche versucht man so zu zerlegen, dass sie sich als (iiberlap-
pungsfreie) Vereinigung von Normalbereichen darstellen lassen.

Beispiele:
1. Das Rechteck
R = {(m,y)ERQ ca<z<bundc<y<d}
ist ein Normalbereich.
(i) Typ L: ¢1(z) =c, pao(x) =d,
(ii) Typ 2: ¥1(y) = a, a(y) = b.

2. Der Kreis
K={(z,y) eR* : (x—z0)* + (y — y0)*> <1’}

ist ein Normalbereich.

Kreis als Normalbereich vom Typ 1 Kreis als Normalbereich vom Typ 2
pa(x) 1
4T en(y) a(y)
Yo + - - Yo -+
p1(z) ¢ T ‘
a %o b 7o
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(i) Darstellung als Normalbereich vom Typ 1:
o1 Jro—mao+71] = R, pi(x) = yo— /12— (x —1x0)? (unterer Halbkreis),
@2 ¢ [ro =120 +7] = R, po(z) = yo+ /12— (v —x0)> (oberer Halbkreis).

(ii) Darstellung als Normalbereich vom Typ 2:
U1 yo—ry+r] =R, vi(y) = 29— r?—(y—1yo)* (linker Halbkreis),
Yo Yo —1yo+r] = R, a(y) = zo+ /12— (y—yo)? (rechter Halbkreis).
3. Essei pi(z) =22, po(x) = /7.

B ={(z,y) eR* : 0< <1, pi(z) <y < pafa) } .

20.1.2 Integrale fiir Normalbereiche

Essei B C R*und f : B — R stetig. Weiter bezeichne dF = dx dy das Flichenelement.
Ist B ein Normalbereich vom Typ 1, so gilt

[ s@war = [[ 1w dedy - /b T}(az,y)dy v (29)
B B a  \wpi(z)

Entsprechend erhalten wir fiir einen Normalbereich vom Typ 2

d

//f(x,y)dF = //f(x,y)dxdy =/ 7y}(x,y)dx dy (30)
B B ¥1(y)

C

Man nennt [[ f(z,y)dx dy das Bereichsintegral von f iiber B.
B
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Anmerkungen:

1. Bereichsintegrale werden auf Doppelintegrale zuriickgefiihrt, wobei das ”innere In-
tegral” zuerst ausgewertet wird: Fiir Bereiche vom Typ 1 sei

p2(z)
P(z) = /f(:v,y)dy
e1(z)
Dann hat man
b w2(z) b
[[1wwaray = [| [ swway|de = [o@ad.
B a  \yi(z) a

2. Ist f(z,y) =1 fiir alle (x,y) € B, so liefert das Bereichsintegral den Flicheninhalt
von B:

mmzﬂwwzj ?@ymzﬁmwwmwx
B a \pi(z) a
bzw.
d [ 2(y) d
F(B) = //dwdy =/ /1dw dy = /(wz(y)—wl(y))dy-
B c Y1(y) c
Beispiele:

1. Es sei B das Rechteck B = {(z,y) € R* : a <z <b, ¢ <y <d} und
f(x,y) = exp(x + y). Dann ergibt sich

b d

//exp(x+y)dxdy = / /exp(w+y)dy dx

a c
b

= / [exp(m + d) — exp<l‘ + C)] dz

a
b

= [exp(m +d) —exp(z + ¢) .
= exp(b+d) —exp(b+c) —exp(a+d)+exp(a+c) .
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2. Es sei f(x,y) = 22%y und B der obere Halbkreis um den Ursprung mit Radius 2:
B = {(x,y)€R2 L 2<r<2, Ogygx/él—a:?}

Dann ergibt sich

2 4—x2
// 2%y dedy = / / 22%y dy | dx
B —2 0

_ /2 ([m2y2};/m) dx

3. Wir berechnen den Flacheninhalt des Bereichs
B = {(x,y)GRQ 0<zx<1, x2§y§\/5}

(vgl. oben) und bekommen

F(B) = // dedy =

20.1.3 Rechenregeln und Eigenschaften

Fiir Bereichsintegrale gelten folgende Regeln:

L. // [f(z,y) + 9(z,y)] dedy = //f(w,y)dxder//g(x,y)d:vdy

2. ///\~f(a:,y)dxdy = )\//f(x,y)dxdy (A € R).



72 E. Luik: Mathematik fiir Chemie und Life Science I
3. Ist B eine Nullmenge (d.h. ein Bereich mit Flacheninhalt 0), so folgt

[ swwdedy = 0

4. Ist B = By U By und By N By eine Nullmenge, so gilt

[ tewaviy = [[ semazay + [ fg)aay

B1UB>y B1

//f(x,y)dmdy >0

6. Ist m < f(x,y) < M fiir alle (z,y) € B und bezeichnet F(B) den Flidcheninhalt
von B, so gilt

5. Fiir f(z,y) > 0 auf B folgt

mF(B) < [[ fay)dzdy < MoF(B)

7. Es sei B das Rechteck B = {(z,y) € R? : a <2 <b, ¢ <y <d} und f eine
Funktion der Form f(z,y) = fi(z)- f2(y). Dann erhélt man

b b d

[ sevaray = | /d f@ iy | o = [ f@)de [ p)dy

a a C

20.2 Dreidimensionale Bereichsintegrale

20.2.1 Riaumliche Normalbereiche

Im dreidimensionalen Raum hat ein raumlicher Normalbereich die Form

B = {(xvya Z) € Rg - a S x S b7 801(17> S Y S 902(x)7 wl(x7y> S z S ¢2(%?J)} (31)
mit stetig differenzierbaren Funktionen ¢1(x) < ¢o(x) und 9 (x,y) < o(x,y).

Wir nennen
By = {(z,9) eR? : a <z <b, 1(z) <y < o)}

den Grundbereich (dies ist ein zweidimensionaler Normalbereich).

Die Funktion z = v (z,y) liefert die untere Begrenzungsfliche (Boden), die Funktion
z = 1hy(x,y) die obere Begrenzungsflache (Deckel).

Es gibt 5 weitere Formen fiir rdumliche Normalbereiche, z. B.

B = {(z,y,2) e R® : a <y <b, o1(y) <z <a(y), Uiy, 2) < <oy, 2)}
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Beispiele:
1. Ein Quader

Q = {(x,y,2) €R® : a1 <x<by, ap <y < by, a3 <z < s}

ist ein Normalbereich (hier sind ¢1(z) = ag, 2(x) = by, U1(x,y) = a3z und
1/}2(I,y) = b3>
2. Die Kugel

K={(z,y,2) eR® : (z—30)>+ (y — )’ + (2 — 2)* < R*}

besitzt eine Darstellung der Form (31) :

I‘O—R < x < 1’0+R
yo—VRI—(x—1)% < y < yo+ VR — (v — )2
- VR —(r—20)2—(y—w)? < 2z < z+VR2—(r—20)2— (y—w)?

Es gibt 5 weitere Darstellungen der Kugel als Normalbereich.

20.2.2 Raéaumliche Bereichsintegrale

Es sei B C R3 ein rdumlicher Normalbereich der Form (31) und f : B — R stetig. Dann
wird das Bereichsintegral von f iiber B symbolisch geschrieben als

[ s = [[f sz asiva

Dabei bezeichnet dV = dx dy dz das Volumenelement. Wir berechnen dieses Bereichsin-
tegral mit der Formel

b p2(x) [ P2(zyy)

///f(w,y,z)dxdydz :/ / / flz,y,2)dz | dy | dx

a p1(z) \¥1(z,y)

Beachten Sie die Integrationsreihenfolge im rechten Integral.

Anmerkungen:

1. Eine entsprechende Formel ergibt sich auch fiir die 5 weiteren Darstellungsmoglich-
keiten rdumlicher Normalbereiche.

2. Fir f(z,y,2) = 1 (konstante Funktion) liefert das obige Integral das Volumen des
Bereichs B.

3. Die Rechenregeln aus Abschnitt 20.1.3 gelten sinngeméf auch fiir rdumliche Be-
reichsintegrale.
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20.2.3 Anwendungen: Masse und Schwerpunkt von Koérpern

Réumliche Bereichsintegrale treten auf bei der Berechnung von Masse und Schwerpunkt
von Kérpern.

Es sei B ein Korper mit der Dichte o(z,y, 2).

Masse

Die Masse m dieses Korpers ist gegeben durch

m = ///g(:c,y,z)dv = ///Q(:c,y,z)da:dydz

Massenschwerpunkt
Die Koordinaten des Massenschwerpunktes S = (x5, ys, 25) erhélt man durch die Integrale

- %///:U-Q(x,y,z)d‘/ |
Ys = %///y-g(w,y,Z)dV :
2 = %///z-g(x,y,z)dv

Auch die Berechnung von Tragheitsmomenten fithrt auf Bereichsintegrale, worauf wir
hier jedoch nicht eingehen.

20.3 Substitutionsregel

Die Berechnung von Bereichsintegralen kann sich durch eine geeignete Koordinatentrans-
formation wesentlich vereinfachen.

Es sei B ein ebener Integrationsbereich in der (x, y)-Ebene und B, ein ”schéner Bereich”
(z.B. Rechteck, Normalbereich) in der (u,v)-Ebene. Weiter sei

v ¢ Buw = B, y(u,v) = (2(u,v),y(u,v))

ein stetig differenzierbares Vektorfeld, welches die Punkte von B,, (fast iiberall) einein-
deutig auf die Punkte von B abbildet.

20.3.1 Die Funktionaldeterminante

Wir kennen bereits die Funktionalmatrix von ~:
Ox(u,w)  Ox(u,w)

ou ov
D —
Y(w,0) dy(uw)  dyluw)
ou ov

Definition: Die Grofle
Ox(u,w)  Ox(u,v)
. ou Ov _ Oz(uw) Oy(uw)  dz(uw) Oy(uw)
det (DIY(U, U)> - dy(u,w)  Oy(u,v) - ou v v ou
ou v
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heifit Funktionaldeterminante von ~(u,v).

Zwischen den Fléchenelementen in der (z,y)-Ebene und in der (u,v)-Ebene besteht der
Zusammenhang

dx dy = ‘det (ny(u, v))

dudv

d.h. der Betrag der Funktionaldeterminante misst die Flachenverzerrung.

20.3.2 Substitutionsregel fiir ebene Bereichsintegrale
Es sei f : B — R eine stetige Funktion. Fiir das Bereichsintegral gilt

//fxy drdy = // z(u, v) uv)‘det(Dv(uv))‘dudv

Buyy
Dieser Ansatz bringt uns nur dann einen Vorteil, wenn das rechte Integral einfacher
auszuwerten ist als das linke Integral.
20.3.3 Substitutionsregel fiir Polarkoordinaten
Als wichtigster Fall fiir v gilt die Koordinatentransformation mittels Polarkoordinaten.
In der (x,y)-Ebene sei B ein Bereich, welcher mittels Polarkoordinaten
x = x(r,p) = r-cos(p)
y = ylre) = rsin(p)
in den Normalbereich
By = {(rp) eR* : o1 <o <o, ri(p) <7 <1a(p)}
transformiert wird. Hier ist v(r, ) = (r-cos(p), r-sin(p)). Fiir die Funktionaldetermi-

nante errechnet man

= r-cos’(p) + r-sin®(p) = r.

cos(p) —r-sin(y) '
sin(p)  7-cos(p)

Sei nun f(x,y) eine auf B stetige Funktion. Dann lautet hier die Substitutionsregel

/f(x,y)dxdy = / f(r-cos(p),r-sin(p)) - r drdp

Bry
p2 [ r2(p)

= / / flr-cos(p),r-sin(yp)) - rdr | dp
p1 \ri(y)

Beispiel: Es sei die Gesamtladung () einer ebenen, kreisformigen Platte B vom Radius
R mit der Ladungsdichte o(z,y) = 2* + y? zu bestimmen.

Die Gesamtladung ist gegeben durch das Integral

//O(x,y)dxdy = //(x2+y2)dxdy



76 E. Luik: Mathematik fiir Chemie und Life Science I

Unter Verwendung von Polarkoordinaten erhalten wir

27 R 2
Q://(m2+y2)dxdy:/ /r2~7“dr d(pz/%dgpz %R4
B 0 \0 0

Anmerkung: Es gibt auch eine Substitutionsregel fiir 3-dimensionale Bereichsintegrale
oder allgemein sogar fiir n-dimensionale Bereichsintegrale. Dazu braucht man wieder die
Determinante der Funktionalmatrix.

20.3.4 Koordinatentransformationen

Wir geben zwei gidngige Koordinatentransformationen im Zusammenhang mit der obigen
Substitutionsregel an:

Polarkoordinaten

Ein von Null verschiedener Vektor (x,y) (in kartesischen Koordinaten) wird eindeutig
beschrieben durch seine Lange r und den Winkel ¢, 0 < ¢ < 27 (vgl. Abschnitt 6.3.5).

Eine Kreis (oder ein Kreisstiick) mit Mittelpunkt (xg, o) und Radius r in kartesischen
Koordinaten wird zu einer Rechteckfldche in Polarkoordinaten:

x = r-cos(p) + xo

= r-sin(y) + Yo

kartesische Koordinaten Polarkoordinaten

Y ¥

Yo -
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Ellipsenkoordinaten

Hier wird der Punkt mit den kartesischen Koordinaten (x,y) als Punkt auf einer Ellipse
mit den Halbachsen at und bt betrachtet (wobei a und b gegeben sind). Die Ellipsenglei-
chung lautet

(. —x0)* | (y— o)
a? * b2

Man bestimmt nun ¢ > 0 und ¢ mit 0 < ¢ < 27 bzw. —7 < ¢ < 7 so, dass gilt

= ¢,

r = a-t-cos(p) +xzo
y = bt-sin(p) +yo

Dann nennt man (¢, ) die Ellipsenkoordinaten von (z,y).

)
)

Eine Ellipsen-Fléche mit Mittelpunkt (zg,yo) in kartesischen Koordinaten wird zu einer
Rechteckfliche in Ellipsenkoordinaten.

kart. Koord. _
Beispiele: art. hoor (a,0) | (=a,0) (;),

Ellipsenkoord. | (1,0) | (1,7) | (

[SIERN~

kartesische Koordinaten Ellipsenkoordinaten
y 2
2
b
Yo - - -
‘ a
o Zz 1 t

Die im linken Schaubild dargestellte Viertel-Ellipse hat die Ellipsenkoordinaten
xr = a-t-cos(p)+xg
y = b-t-sin(p) +yo

mit 0 <t <1lund 0 < < 7.

Anmerkung: Es gibt Formeln fiir die Umrechnung von Ellipsen- in Polarkoordinaten.
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