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Wiederholung: Integration in 1d

Das Integral

/ab f(x)dx

Uber dem Intervall [a, b] beschreibt fir f > 0
den Flacheninhalt “unter® dem Graph von f

Untersumme mit 10 Teilintervallen

—
> f
| (X)

—T

Definition tGber Riemann-Summen mit N
Teilintervallen und N — oo (dx — 0)
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Bereichsintegrale

Heute: Integrale Gber eine Menge B C R" (n = 2, 3)

V = /f(x,y)dF = /f(x,y)dxdy.

B B

e FUrf >0istV das Volumen “unter dem
Graphen

dF = dx-dy ist das Flachenelement
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Normalbereiche in der Ebene

Typ 1: Typ 2:
B = {(x,y)eR?* :a<x<b B = {(x,y)eR? :c<y<d
und @ (x)< y < po(x)} und 11 (y)< x < o(y)}
mit stetig diff’baren Funktionen mit stetig diff’baren Funktionen
@1, @2 [a b] = R mit p1(x) < pa(x). Y1, Y2 o e, d] = Rmit ¢1(y) < Pa(y).
y y
d Wy Ya(y)
©o(x)
clL
\ 1(X)
a b X X
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Beispiele

e Integrale Uber Normalbereiche werden sich relativ einfach berechnen lassen

Beispiele:

1. Das Rechteck
R={(xy)eR*: a<x<bundc<y<d}

ist ein Normalbereich.
(i) Typ 1: p1(x) =c, po(x) =d,
(i) Typ 2: ¢¥1(y) = a, ¥a(y) = b.
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Beispiel 2

Kreis K = {(x,y) € R* : (x —x0)* + (v — y0)* < r’}

(i) Darstellung als Normalbereich vom Typ 1:

01 [o—rxo+r]—=R, @i(x) = yo—Vr2—(x—x)2 (unterer Halbkreis),
Wt [xo—rxo+r] =R, @a(x) = yo+/r2—(x—x)2 (obererHalbkreis).

©2(x)
Yol ) B = {(x,y)€R? :xg—r<x < xg+r
und ¢ (x)< y < po(x)}

®1(x)

a )}(O b
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Beispiel 2 (Teil 2)

(ii) Darstellung als Normalbereich vom Typ 2:

o=yl = R Piy) = xo—r2—(y—w)? (linker Halbkreis),
>t o—ryo+rl =R, Y(y) = xo+r2— (v —w)? (rechter Halbkreis).

di i (y Ya(y)
Yo + = {(x,V)ER? 1y —r< y< yvytr
und ¥ ()< x < »(y)}
C L
X0

Vorlesung 10: Bereichsintegrale
7125 06.07.2020 Mathe Il fir Chemie, Life Science und Nanoscience (Kap 20)



Beispiel 3

Es sei p1(x) = x*, wa(x) = V/x.
B={(xy)eR:0<x<1, ;i(x)<y<p(x)} .

y

1 VR
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Integration Gber Normalbereiche

Ist B ein Normalbereich vom Typ 1, so kann das Bereichsintegral Gber B Uber 2
eindimensionale Integrationen berechnet werden

b w2(x)
/f(x,y)dF = /f(x,y)dxdy = / /f(x,y)dy dx
B B a ®1(x)

Entsprechend erhalten wir fir einen Normalbereich vom Typ 2

d Ya(y)
/f(x,y)dF = /f(x,y)dxdy = / /f(x,y)dx dy
B B ¢ Y1(y)
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Beispiel 1

Wir integrieren 7 (x, y) = exp(x + y) Uber das Rechteck
B={(x,y)€R? : a<x<b c<y<d}

Es gilt
b / d
/exp(x+y) dxdy = / /exp(x+y) dy | dx
B a c
b

= / [exp(x + d) — exp(x + ¢)] dx
lexp(x + d) — exp(x + ¢)]
= exp(b+d) —exp(b+c)—exp(a+ d)+exp(a+c).

b
a
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Beispiel 2

Wir integrieren f(x, y) = 2x°y Uber den oberen Halbkreis um den Ursprung mit Radius 2:
B =

{(X,y)e]R2 - 2 < x <2, O§y§\/4—x2}

Es erqibt sich
2 4—x2
/2X2ydxdy = / / 2x%y dy | dx
B —2 0
2
= [ (b)) ax
—2
2
= /(4x2—x4) dx = £8
—2
11/25 06.07.2020
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Berechnung des Flacheninhalts

Das Bereichsintegral zu f = 1 liefert den Flacheninhalt von B:

F(B) = /1dxdy = /b 7X)1 dy | dx = /b(cpz(X)—wl(X))dX

B a

bzw. d Ya(y) d
FB) = [raxay = [| [ 1ax|ay = [@0) - w0

B c Y1(y) ¢
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Beispiel Flacheninhalt y

Wir berechnen den Flacheninhalt des
Bereichs

B = {(x,y)ER2 0<x<1,x*<y<+x

1 X
1 [ Vx
F(B)z/ldxdy:/ /dy dx
B 0\

1

Z/(\/}—xz)dx
0

_f23 18]t o211

= |3X X, = 373 7= 3
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Rechenregeln und Eigenschaften

1. Linearitat bzgl des Integranden

/ [F(x,y) + g(x, y)] dxdy = / F(x,y) dxdy + / g(x,y) dx dy.
B B B

/A-f(x,y)dxdy = A-/f(x,y)dxdy (A € R).
B B

2. lIst B eine Nullmenge (d.h. ein Bereich mit Flacheninhalt 0), so folgt

/f(x,y) dxdy = 0.
B
3. Zerlegung in Teilgebiete: Ist B = By U B, und B; N B, eine Nullmenge, so gilt

/ f(x,y)dxdy = /f(X,y)dxdy -+ /f(x,y)dxdy.

BiUB> By B>
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Rechenregeln und Eigenschaften (2)

4. Istm < f(x,y) < Mfiralle (x,y) € Bund
bezeichnet F(B) den Flacheninhalt von B,
so gilt

m-F(B) < /f(x,y)dxdy < M-F(B).
B

5. Essei Bdas Rechteck B={(x,y) €R? : a<x<b, c<y<d}undf eine Funktion
der Form 7(x, y) = fi(x)-(y). Dann zerféllt das Integral in 2 Teile
b d b d

[remaxdy = [ [aamdy | o = [Aeodx [ aay

B a C a c
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20.2: Dreidimensionale Bereichsintegrale

Ein raumlicher Normalbereich in 3d hat die Form

B={(xy2)eR®:a<x<bh ¢i(x)<y<w(x), ¥i(xy)<z<(x,y)}
mit stetig differenzierbaren Funktionen ¢1(x) < @o(x) und ¥1(x, y) < (X, y).

e Die Rollen der Variablen konnen wieder vertauscht sein, es gibt insgesamt 6 Formen
far raumliche Normalbereiche, z. B. auch

B ={(xy2)eR’:a<y<b oi(y)<z<py), iy z) <x <y, 2)}
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Beispiele

1. QuaderQ:{(X,y,Z)ER3:31§X§b1, a <y<by, a3§2§b3}

2. Die Kugel
K={(xy.2) eR’ : (x=x)°+ (¥ = %)* + (z — 20)* < R*}

besitzt die Darstellung
z— 20| < VR2— (x — x0)% — (¥ — %),

ly — vol < VR2— (x — x)2
X — x| <R

Es ergibt sich der Normalbereich
X0 — R < < Xp+ R
Yo — VR = (x — x0)? Yo+ V/R? = (x = x0)?
2 — \/RZ— (x=x0)>—(y—w)* < z < Zo+\/R2—(X—Xo)2—(y—)/o)2
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Raumliche Bereichsintegrale

Auf einem raumlichen Normalbereich B zerfallt das Bereichsintegral in 3 eindimensionale
Integrationen

b w2(x) [ Paxy)

/f(x,y,z)dV = /f(x,y,z)dxdydz :/ / / f(x,y,z)dz | dy | dx

B B a p1(x) \¥i(x.y)

e Dabei bezeichnet dV = dx dy dz das Volumenelement

e Fur f =1 liefert das Bereichsintegral das Volumen von B
e Die obigen Rechenregeln gelten auch fur raumliche Bereichsintegrale
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Anwendung: Masse und Schwerpunkt von Korpern

Es sei B ein Korper mit der Dichte o(x, vy, z).
e Die Masse m dieses Kdrpers ist gegeben durch

m = /Q(X,y,z) dv = /Q(X,y,z) dxdydz.

B B

e Die Koordinaten des Massenschwerpunkies S = (x, ys, z:) erhalt man durch die
Integrale

1
Xs = —/X-Q(x,y,z) dVv
m
B
1
ys = — [ v-o(x,y,z)dV
m

B
1
Zs = —/Z-Q(x,y,z) dV
m
B

Vorlesung 10: Bereichsintegrale
19/25 06.07.2020 Mathe Il fir Chemie, Life Science und Nanoscience (Kap 20)



20.3: Substitutionsregel

Nicht jede Menge B C R"” kann als Normalbereich dargestellt werden

o Bereichsintegrale [ f dF kdonnen auf einen (einfachen) Normalbereich, z.B. ein
B
Rechteck, tranformiert werden

e Wiederholung Substitutionsformel in 1d: Sei

¢ :lo, Bl = [a b] mitp(a)=a, o(B)=0>b
eine differenzierbare Funktion. Dann gilt
b

g
/ g(x) dx = / g((1))-¢/ (1) dt

da (01
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Funktionaldeterminante

Sei v eine stetig diff’bare und bijektive Abbildungen von einem Normalbereich B,, auf B

v : B,—=B, ~uv)=(x(uv)y(uv))

e Jacobi (Funktional-)Matrix

ox(u,v)  Ox(u,v)
o ou ov
Dy(u,v) = (ay(u,v) ay<u,v>>

ou ov

e Funktionaldeterminante von «y(u, v)

ox(u,v) 0ox(u,v)

0 0 ox(u, oy(u, ox(u,v) Oy(u,
det (DY(u,V)) = | o0y oyuny | = i 2ot — 252

ou ov
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Substitutionsregel

Zwischen den Flachenelementen besteht der Zusammenhang
dxdy = |det(Dvy(u,v))|-dudv,

d.h. der Betrag der Funktionaldeterminante misst die Flachenverzerrung.

Substitutionsregel: Fir das Bereichsintegral gilt

/f(x,y) dxdy = /f(x(u, v), y(u, v))-!det(ny(u, v))| dudv.
B Buy
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Beispiel Kreis/Kreisstlick

Eine Kreis (oder ein Kreisstiick) mit Mittelpunkt (xg, yo) und Radius r in kartesischen
Koordinaten wird zu einer Rechieckflache in Polarkoordinaten:

x = r-cos(p) + xo,
y = r-sin(p) + Y.
kartesische Koordinaten Polarkoordinaten
y 12
6}
Yo
o
;(O X é r

Vorlesung 10: Bereichsintegrale
23/25 06.07.2020 Mathe Il fir Chemie, Life Science und Nanoscience (Kap 20)



Beispiel Kreis/Kreisstlck (2)

Mit der Transformation v(r, ) = (xy + r-cos(p), vo + r-sin(w)) bilden wir ein Kreisstlck
K auf das Rechteck

Ko = {(rn@) €R? : 01 <0<, n<r<n}
ab.
e Funktionaldeterminante

det (Dy(u, v)) = cos() —r-sin(yp)

sin(p) rcos(p)| = oS (@) + rsini(e) =1

e Substitutionsregel

©2 r

/f(x,y) dxdy = /f(fy(r,cp))-rdrdw:/ /f(fy(r,cp))-rdr de.

K Kr(p ©1 n

Vorlesung 10: Bereichsintegrale
24 /25 06.07.2020 Mathe Il fir Chemie, Life Science und Nanoscience (Kap 20)



Anwendung: Ladung einer Platte

Es sei die Gesamtladung @ einer ebenen, kreisférmigen Platte B vom Radius R mit der
Ladungsdichte o(x, y) = x” + y? zu bestimmen.

Die Gesamtladung ist gegeben durch das Integral

/a(x,y) dxdy = /(X2+y2) dxdy.

B B

e Mit der obigen Transformation erhalten wir

2 R
QR = /(x2+y2) dxdy = / /rz(cosz(w)+sin2(go))-r dr | dy
B 0 \0
2T R 27rR4
3 T 4
/ /rdr do / 2 do >
0 \0 0
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