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Wiederholung: Integration in 1d

Untersumme mit 10 Teilintervallen

T

T

1 Approximation mit Riemann-Summen mit N
Teilintervallen

—
]
— b N
/ f(x)dx = g f(x;)dx;
a i=0
und N — oo (dx — 0)
a b
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Beispiel: Berechnung der Lange einer Kurve

e Auch hier kbnnen wir die Lange einer Kurve C
durch die Lange der Teilsticke ds;, i =1,..., N
approximieren

e Je feiner wir unterteilen (N — o), desto naher
kommen wir der Lange

N
lim (2 ds,> = /(C)

e Wir definieren das Kurvenintegral

/ds = lim (ﬁ: ds,-) .

C
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Skalares Bogenelement (Lange ds))

Es sei C ein (differenzierbare) Kurve in der Ebene mit der Parametrisierung
r:[a bl = R? r(t) = (x(t),y(t)) undderAbleitung r'(t) = (X'(t),y'(t))

Skalares Bogenelement

FUr die Lange eines infinitesimal kleinen
Elements ds gilt (& = x'(t))

ds = \/dx?+ dy?
=/ (X(t) dt)2 + (y'(1) dt)?

— VX0 + (07 dt
— ()] dt.

ds wird als skalares Bogenelement bezeichnet.
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Lange einer Kurve

Allgemein gilt: Die Lange der Kurve C im R" mit der Parametrisierung
r : [a,b] = R", r(t) = (x(t),..., Xy(t))

ist gegeben durch
b

b
(€)= [ds = [Ir@lde = [\Joqr+ -+ o) e
C a

a
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Beispiel 1: Umfang eines Kreises

Der Kreis um den Ursprung mit Radius R besitzt die Parametrisierung (vgl.
Polarkoordinaten)

C :r(p) = (x(p), x(p)) = (Rcos(p), Rsin(p)), 0<@<2w

Somit ergibt sich fur den Umfang (= Lange von C)

27

I(C) = /ds = /||r(<,0)|| dt = /\/RQSinz(cp)+R2c052(<p) dy
C 0

0

2

= /Rdcp = 2R,
0
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Beispiel 2: Bogenlange des Graphen einer Funktion
Der Graph einer Funktion

f:la, bl =R, t— f(t)

liefert eine Kurve C mit der Parametrisierung //\f

r o [a bl = R? r(t) = (t, f(1)).

FUr die Kurvenlange ergibt sich

b
I(C) = /ds = /\/1+(f’(t))2 dt.

C

Beispiel: 1 : [1 3] = R, f(t) = 2v/(t —1)3. Esgilt f'(t) = v/t — 1 und damit

3

_ %(3\@—1) = 2v3-2

1

I(C) = /\/1+(m)2dt = /ﬁdt = 24
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Kurvenintegrale (Wegintegrale) 1. Art

Wir berechnen die Mantelflache M, die eine reellwertige Funktion f : R” — R Uber einer
Kurve C mit Parametrisierung r : [a, b] — R?, r(t) = (x(t), y(t)) .erzeugt

Die Mantelflache ist gegeben durch das
Kurvenintegral 1. Art

M = /f(x,y)ds

C
b

_ / F(x(), y(£))- /(1)) dt

Wegintegral 1. Art

b
= /f(X(t),y(’t))-\/(><’(15))2+(y’(lf))2 dt.
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Beispiel Kurvenintegral 1.Art

Es sei C der Halbkreis
r: [-m 0] = R?, r(t) = (cos(t), 1+ sin(t))
und 7(x,y) =2 — y.

Dann gilt

IFl = V()2 + ('(8)? = \/5in2(t)+cos2(t) = 1

und fur die Mantelflache

/(2 )) /(2—(1—|—S|n(t))) /Odt—/osin(t)dt

= m+2~5.14.
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19.2: Kurvenintegrale 2.Art

Beispiel: Ein Kérper wird entlang einer Kurve C durch ein Kraftfeld F bewegt

e |Ist C eine Gerade (dr konstant) und die Kraft F konstant, so wird folgende Arbeit
geleistet (Physikunterricht) o
W=F-dr

e Im allgemeinen Fall ist eine Approximation an die Gesamtarbeit gegeben durch
N

Wit ~ Z Fi-dr,

;

10821 Machena=wir die UntertellungMatﬂﬂeﬂdélr@hiiemwce(NNeﬁés@@} so ergibt sich¢
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Kurvenintegrale 2.Art

Allgemein: Es sei

o C eine (differenzierbare) Kurve mit Parametrisierung
r o la, b] = R", r(t) =(x(t),..., Xn(t)).

o F(xt,....xn) = (A(X1, ... Xn), ..., fo(x1, ..., X)) ein stetiges Vektorfeld

FUr das vekiorielle Bogenelement dr gilt
dr = (dx, ..., dx,) = (x¢(t),..., x\(t)) dt = r'(t) dt

Das Kurvenintegral 2.Art 1&sst sich berechnen als

/ﬁ(r) dF — /ﬂ(X]. 1111 XI’]) dX]_ + _|_ fn(X]_ ..... XI’)) an
C
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Beispiel 1

Gegeben sei das Vektorfeld
F:R*= R, Flx,y)=(Alxy) hlxy)) = (2xy -y, 4 — y).
und die Kurve C; mit der Parametrisierung
r: [0,1] = R?, r(t) = (x(t), y(t)) = (t,t°).

Es gilt fir das Kurvenintegral 2. Art

/ F(r)ydr = / (2xy —y) dx + (4X2 —y)dy
Cl Cl
_ /O 2x(t)y () — y(£))x (1) + (@x(£)2 - y(£))-/(1)] dt

1
= / (2t-t° — t7)-1 + (4% — t°)-2t] dt
0

Lo S
= / 8t> — t°] dt = {21‘4—%} = .
0 0 3
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Beispiel 2

Wir integrieren nun dasselbe Vektorfeld F tber die Verbindungsgerade 7 der Punkte (0, 0)
und (1, 1) (mit selben Anfangs- und Endpunkten)

F:[0,1] = R?, 7(t) = (¢t t)
Es erqibt sich

/ F(r)dr = (2xy —y)dx + (4X2—y) dy
C2 C2

1
_ /O [x()y(t) — y(£)-X(t) + (4x()? — y(£))-y'(1)] dt
= /1 [((2t-t—1t)-1 4 (417 —t)-1] dt
0

1
— /O (6t° —2t) dt = [2t3—t2]é = 1;«&%.

Das Kurvenintegral hangt im Allg. also vom Weg zwischen Anfangs- und Endpunkt ab.
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Rechenregeln fir Kurvenintegrale

e Es seien F und G zwei Vektorfelder (der gleichen GroBe), A € R und C eine
differenzierbare Kurve. Dann qilt (Lineariiat)

/C(F(r)—i—G(r)) dr = /CF(r) dr + /CG(r) dr,

/CA-F(r)dr = A-/CF(r)dr.

e Essei C = (C; + ¢, (mit Endpunkt von C; = Anfangspunkt von C,) und —C die Kurve,
welche C in umgekehrter Richtung durchlauft. Dann gelten

/CF(r)dr = /ClF(r)dr + /C2F(r)dr,
/_CF(r)dr = — /CF(r)dr.
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Potential (Stammfunktion) eines Vektorfeldes

Definition: Ein Vektorfeld

H:DCR"—=R mitVH(x, ..., Xn) = F(xq, ..., Xp)

gibt. Die Funktion H wird dann als Potential oder als Stammfunktion von F bezeichnet.

Mann kann zeigen: Ein stetig differenzierbares Vektorfeld F ist genau dann konservativ,

. — ' |u|a||e ,’_1,...711.
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Berechnung Uber Potentiale

Besitzt £ ein Potential H (Ober einem einfach zusammenhangenden Gebiet D C R"), so

gilt ‘
/ F(r)dr = H(r(b)) — H(r(a)).
C
mit einer Parametrisierung r von C (vgl. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

Folgerungen:

e Bei einem konservativen Vekiorfeld hangt das Wegintegral nur vom Anfangs- und
Endpunkt der Kurve ab. Fur 2 Wege C;, C, mit gleichem Anfangs- und Endpunkt gilt

/ F(r)dr = / F(r)dr (Wegunabhangigkeit).
C1 C2
e Fur eine geschlossene Kurve C (Anfangs- = Endpunkt) gilt

%CF(r) dr = 0.
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Beispiel: Geschlossene Kurve

Gegeben seien die (geschlossene) Kreiskurve C mit der Parametrisierung
r o [0,2m] = R?, r(t) = (cos(t),sin(t))
und das Vekiorfeld
F(x,y) = (Alx.y). h(xy) = (< +y, ¥y +x)

ofi(x,y) _ - ohHh(x,y)
oy Ox

e Damit folgt sofort, dass

/F(r)dr = /(x2+y)dx + (x+y?)dy = 0.
C C

e Wegen ist dieses Vektorfeld konservativ.
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Bestimmung einer Potentialfunktion

Es sei F(x,y) = (fi(x,y), h(x,y)) ein konservatives Vekiorfeld.,
e FUr die Potentialfunktion (Stammfunktion) H(x, y) muss gelten

H(x,y) = /fl(x,y) dx + c(y)
— [ dy + ko

e Durch Gleichsetzen der beiden Zeilen versucht man nun die Funktionen ¢ (y) und
¢ (x) zu bestimmen.
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Beispiel: Bestimmung einer Potentialfunktion

Die Funktion F(x,y) = (fi(x,y), a(x, y)) = (x*> + v, x + y?) ist konservativ (siehe oben).
e Ansatz:

H(x,y) = /fl(x,y) dx + c(y) = /(X2+y) dx+a(y) = 3x°+xy+a(y)

= [atenayrat) = [ty tat) = o+ ek

e Gleichsetzen ergibt

a(ly) = %y3 und o (x) = %x3.

e Wir erhalten des Potential
H(x,y) = %x3 + Xy + %y?’.
e SchlieB3lich empfiehlt sich eine Probe!
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Beispiel Berechnen von Kurvenintegralen mit Potentialen

/CF(r) dr

fir das obige konservative Vektorfeld F(x, y) = (fi(x, y), b(x, ¥)) = (x* + y, x + y?) mit

: 1
Potential H(x,y) = §X3 + xy + §y3.

e Die Kurve C sei gegeben durch die Parametrisierung
r:[0,1] = R?, r(t) = (t, t?).

Wir berechnen das Kurvenintegral

e Wir erhalten
/F(r) dr = H(r(1)) — H(r(0)) = H(1,1) — H(0,0)
C

—1+1+1 0—5
-3 3 3
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Klausuren

Klausurtermine
e Haupttermin: Do, 30.07.2020, 14:30 - 16.30 Uhr, Sporthalle
e Nachtermin: Di, 06.10.2020, 08:30 - 10:30 Uhr, R 512, R 712
Anmeldung Uber Zeus (bei Problemen an Frau Barjasic)
Klausurinfos auf llias (werden standig aktualisiert)

Inhalt: Stoff der Vorlesungen und Ubungen

Vorbereitung: Altklausuren, Ubungszettel, wichtige Begriffe und Zusammenhange

Einzige Hilfsmittel: Beidseitig handbeschriebenes DIN A4-Blatt und (zusatzlich)
Spickzettel aus der Mathe |
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