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13.3.4 Invertierbare Matrizen

Die n × n-Matrix A heißt invertierbar, wenn es eine (ebenfalls n × n-) Matrix D gibt mit

DA = I = AD.

Man nennt dann D die zu A inverse Matrix und schreibt dafür A−1 = D.

Beispiele:

A =

(
2 2

1 2

)
⇒ A−1 =

(
1 −1
−12 1

)
.

A =

(
1 1

2 2

)
ist nicht invertierbar.

2 / 8 27.04.2020 Mathe II für Chemie, Life Science und Nanoscience Vorlesung 3: Matrizen (Teil 2)



Invertierbare Matrizen

• Nicht jede Matrix ist invertierbar

• Man überlege sich, warum die folgenden Rechenregeln gelten(
A−1

)−1
= A (d.h. es gilt AA−1 = I),

(AB)−1 = B−1A−1 (d.h. es gilt (B−1A−1)(AB) = I).

• Wie sieht die Inverse einer Diagonalmatrix aus?
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Rang einer m × n-Matrix A

Definition:
1. Die maximale Anzahl linear unabhängiger Spalten von A heißt Spaltenrang von A.
2. Die maximale Anzahl linear unabhängiger Zeilen von A heißt Zeilenrang von A.
3. Es gilt stets Zeilenrang = Spaltenrang. Man setzt rang(A) = Zeilenrang von A =
Spaltenrang von A und nennt dies den Rang von A.

Beispiele:

rang

1 0 20 2 1

2 1 0

 = 3, rang

1 0 10 2 2

2 1 3

 = 2, rang

1 1 12 2 2

3 3 3

 = 1.
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Rang einer m × n-Matrix

Definition: Eine quadratische n × n-Matrix A heißt regulär, falls rang(A) = n gilt.
Ansonsten heißt die Matrix singulär.

Es gilt

• rang A ≤ min{m, n} . (Es gibt nur m Zeilen- und n Spaltenvektoren)

• A regulär ⇔ A invertierbar.
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13.4 Matrizenumformungen

Eine elementare Zeilenumformung ist eine der folgenden drei Operationen:
1. Vertauschen von zwei Zeilen,
2. Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar λ 6= 0,
3. Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Beispiele:

1.

0 1 2 31 1 1 1

2 4 0 1

 =⇒

1 1 1 10 1 2 3

2 4 0 1

 (Z1↔ Z2) ,

2.

0 1 2 31 1 1 1

2 4 0 1

 =⇒

 0 1 2 3

1 1 1 1

−2 −4 0 −1

 (−1·Z3) ,

3.

0 1 2 31 1 1 1

2 4 0 1

 =⇒

0 1 2 3

1 1 1 1

0 2 −2 −1

 (Z3− 2·Z2) .
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Zeilenstufenform einer Matrix

• Jede m × n-Matrix kann durch elementare Zeilenumformungen auf eine Form
gebracht werden, bei der unterhalb der ”Diagonalen” Nullen stehen (→
Zeilenstufenform einer Matrix)

• Spaltenweise Erzeugung der Zeilenstufenform k = 1, ..., m:
• Ist akk 6= 0: Die Einträge unterhalb der Diagonale werden durch Addition eines

geeigneten Vielfachen der k-ten Zeile zu Null gemacht.
• Ist akk = 0, so wird vorher eine Zeilenvertauschung vorgenommen.

Beispiel:0 1 2 31 1 1 1

2 4 0 1

 ⇒

1 1 1 10 1 2 3

2 4 0 1

 ⇒

1 1 1 1

0 1 2 3

0 2 −2 −1

 ⇒

1 1 1 1

0 1 2 3

0 0 −6 −7

 .

• Aufgabe: Vertauschen Sie erst Zeile 1 und 3 und vergleichen Sie die Zeilenstufenform
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Bestimmung des Ranges einer Matrix

Der Rang einer Matrix ist invariant gegenüber elementaren Zeilenumformungen

• Aus der Zeilenstufenform der Matrix kann der Rang der Matrix abgelesen werden

Beispiel

A =


1 0 1 1

2 1 1 1

0 2 0 1

1 2 1 2

 ⇒

1 0 1 1

0 1 −1 −1
0 2 0 1

0 2 0 1

 ⇒

1 0 1 1

0 1 −1 −1
0 0 2 3

0 0 2 3

 ⇒

1 0 1 1

0 1 −1 −1
0 0 2 3

0 0 0 0

 .
• Die rechte Matrix hat den Rang 3 ⇒ rang(A) = 3

• A ∈ Kn×n ist regulär (A hat Vollrang), wenn in der Zeilenstufenform alle
Diagonalelemente ungleich Null sind.
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