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Lineares Gleichungssystem

Allgemeines lineares Gleichungssystem der Gré3e m x n:

Gesucht sind xq, . . ., x, € K, so dass
diiXi + di12X2 + 4 dinXn = bl
axi X1+ axXo 4+ -+ aopXy = bo
dm1X1 + dmaX2 + -+ dmnXn = bm

mit ajj € K und b, € K.

Falle:
e n=m(Kap 14.1, n Bedingungen fir n Variablen
— unter bestimmten Voraussetzungen eindeutige Losbarkeit)

o m > n: Uberbestimmtes Gleichungssystem (Kap 14.3), im allgemeinen keine
Lésbarkeit im strengen Sinne

e m < n: Unterbestimmies Gleichungssystem. Wenn es Lésungen gibt, dann sind es
unendlich viele
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Darstellung mit Matrizen

LGS

Wir setzen

Dann lasst sich (1) darstellen als

dai1Xy + appXxo + - -+ aipXy
dn1X1 + dooXo + 4 donXn

dm1X1 + dm2Xo + dmnXn

di1 412

do1 4o
A = . .

dmi dm2
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GauB-Elimination (n x n-LGS)

Startpunkt: Erweiterte Matrix

aiy app - ain| b

- a1 ax -+ a| b

G = (AB) = | " 1
dnl dp2 - dpn bn

Wiederholung: Elementare Zeilenumformungen

1. Vertauschen von zwei Zeilen,
2. Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar X\ # 0,
3. Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Wichtig: Elementare Zeilenumformungen verandern die Lésungsmenge des obigen
Systems nicht!
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GauB-Elimination (2)

Die erweiterte Matrix G bringt man durch elementare Zeilenumformungen auf
Zeilenstufenform:

i1 re -+ Np|CG

. 0 rnp -+ np| o
(R.C) = )

0 O rulch

Dann gilt
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Gauf3-Elimination (Vollrang)

Ausgeschrieben ergibt sich

rixy + noXo + -+ + Nap—1Xp—1 + nNpXp = G

IoXo + -+ + Ihp_1Xp—1 +  hpXp = &
Fn—1n—1Xn—1 + Frn—1.nXn = Cp-1

FnnXn = (p

1. Fall: Die Matrix A hat Vollrang
o Esqiltr; #0flr j =1,..., n(siehe letzte Vorlesung)
o Es gibt genau eine Losung. Berechnung durch Rickwartseinsetzen:

X — Cn X Co — I23X3 — == — Xy
o e 2 —
Fnn 2
_ Cn—1 = I'n—1,nXn G = hoXxp = = NinXp
Xn—1 = , X1 = :
Fn—1,n—1 i
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GauB-Elimination (Singulare Matrix)

rixy + naXo + -+ + Nap-1Xp—1 + NpXp = G

nXo + -+ 4+ Np_1Xp—1 +  pXp = &
rn—1,n—1Xn—1 + Frn—1.nXn = Cp—1

FnnXn = (p

2. Fall: Die Matrix A ist singular (r,, = 0)
2a: Esqilt ¢, #0
e Das lineare Gleichungssystem besitzt keine Losung

o Gleiches gilt, wenn mehrere Zeilen z; Null ( = s+ 1, ..., n) sind (rang(A)=s<n-1) und
mindestens ein ¢; # 0. Dann kann es auch keine Losung geben.

Vorlesung 4: Lineare
7/15 11.05.2020 Mathe Il fir Chemie, Life Science und Nanoscience Gleichungssysteme (Kap 14)



GauB-Elimination (Singulare Matrix)
nixy + roxe + -+ 4+ Np1Xp-1 0 MpXp
IopXo + -+ + hap1Xp-1 +  hpXp

rn—l,n—lxn—l + rn—l,an
FnnXn

2b: Rang(A) = s < nund fur alle Nullzeilen z; (j = s+ 1, ..., n) gilt
e Das LGS besitzt unendlich viele Lésungen

o Wirsetzen x;, = )\, fur j = s+ 1, ..., n. Dann lassen sich alle anderen Komponenten

darstellen in der Form
X1 =010 + 01 541 i1 + ... F a1 0N

Xp = Qg + 0 541 si1 + ... + o),

Xs = Q5o 1 oCs,s—|—1>\s+l + ..t as,n>\n
mit Zahlen «;; und beliebigen .., ...), € K.
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Losungsmenge bei singularen Matrizen

Wir fassen die Koeffizienten o;; in Vektoren v; zusammen. Dann ist die Losungsmenge X
gegeben als
X:={XeR"|X="Vh+ Aei1Ves1+ ... + AV, Mit Asrq, .0, € K}
= Vp +span (Vey1, ..., V)

e Zur Erinnerung: X, := span(vs.1, ..., V,) ist ein Unterraum der Dimension n — s des R”

e Eine Menge der Form X = j; + X; nennt man affinen Teilraum des R" der Dimension
n—s=s.

e X setzt sich zusammen aus der Losungsmenge X, des zugehdrigen homogenen
Systems (rechte Seite b = 0) und einer (beliebigen) Lésung v, des inhomogenen
Systems
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Beispiel
e Matrix mit Vollrang: siehe Skriptum
e Singulare Matrix

2 3 =5 10 2 3 —=5|10 2 3 —=5| 10
4 8 =3 19 — 0 2 7]-1 — 02 7|-1
—6 1 50|-35 0 10 35|-5 00 0 O

Wir setzen x; = )\;. RUckwartseinsetzen ergibt

1
Xo = 5(—1 — 7)\3) = —0.5— 35)\3

1 1
x1 = 5(10 = 3% +5X3) = 5(10 + L5+ 10.5%; +5X3) = 5.75 + 7.75)

Die LOsungsmenge ist

575 (.75
X=AKxeR"x=|-05]+X|-35], 2R
0 1
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Zusammenfassung LGS

Zusammengefasst qilt

e Ein n x n-LGS ist genau dann eindeutig l6sbar, wenn A Vollrang hat (d.h.
regular/invertierbar ist)

e Danngiltx=A'h

e Ist Asingular, so gibt es entweder
e Keine LOosung (Fall 2a)
e Unendliche viele Losungen (Fall 2b):
Die Losungsmenge X ist ein affiner Raum mit Dimension n—rang(A), die sich aus

einer LOosung vy des inhomogenen Systems plus der Losungsmenge X, des
homogenen Systems zusammensetzt
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Berechnung der inversen Matrix

Die GaufB3-Elimination kann auch zur Berechnung der inversen Maitrix verwendet werden
(Gaul3-Jordan-Algorithmus):

e Wirsuchen A~ ! € K" so dass
AATL = |
o Jede Spalte s; von A~ ' muss also
AS = &
mit dem Einheitsvektor &; erfullen.
e Wir kbnnen die Berechnung aller s; simultan durchfihren
(Alé1é&...€e)
Dies entspricht der n x 2n-Matrix
ai; - a1l 0
(A1) = -
dpl " dpn 0 1
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GaulB-Jordan-Algorithmus

ai; -+ a1l 0
(A1) = :
dpl " dpn 0 1

1. Wir bringen diese auf Zeilenstufenform

i -+ Nnp|CG1 -+ Cip
(R|C) = : :
O Frnn{Cn1 - Cpn

e Die Inverse existiert genau dann, wenn r,, # 0
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Gaul3-Jordan-Algorithmus (Teil 2)

2. Division durch die Diagonalelemente
1 Sip - Sin dll dln

(SID) =

0 1 |dy - - d,

3. Elimination der Eintrage oberhalb der Diagonalen durch elementare
Zeilenumformungen (beginnend mit der letzten Spalte)

1 O b]_]_ c e b]_n

(11A™Y) = : :

0 1|bpy -+ bpn

o In der rechten Matrix steht nun die gesuchte inverse Matrix A",
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Beispiel Gaul3-Jordan-Algorithmus

1) 2.)-3.)
A /
103/ 1 0 o0
10 3/ 1 00 011 0 I o
02 1, 0 10 001l 2 12
13 0 0 01 9 3 79
100/ £ —1 2
10 3 1 00 3 T 3
02 1/ 0 10 010 R
03 -3 -1 01 001 5 3 -3
10 3/ 1 00 / A1
02 1, 0 10
00 —-2/-1-31

SchlieBlich empfiehlt sich eine Probe.
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