Vorlesung 5: Determinanten (Kap 15)

Dr. Stefan Frei, 18.05.2020

Universitat b

Konstanz

|___A.LI




Determinante einer 2 x 2-Matrix

Allgemein: Jeder quadratischen Matrix A € K™ wird als Determinante eine Zahl aus
K (R oder C) zugewiesen.

Wiederholung aus der Mathe |: Determinante einer 2 x 2-Matrix

- = di1 di2
det(ay, a) = det —
(31, 32) (321 322)

di1 di2
dp1 do

= di11d22 — di12d21

Bedeutung: Flacheninhalt des von den Spaltenvektoren aufgespannten
Parallelogramms

2 Vektoren a1, a> sind genau dann linear abhangig, wenn det(a, a) = 0.
Genau dann ist die Matrix A auch singular.
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Determinante einer 3 x 3-Matrix

di1 di2 di3
det(§1,§2,§3) = det | a1 ax a»s
di1 d32 d33
doo  do3 do1 do3 do1 do»
= ay; - det — app - det + ay3 - det
d3o ds33 ds1 d33 ds1 dsz2

= a11d22d33 + 128234831 + 313a21d32 — d11d23a32 — d12d21d33 — 413422431

Berechnung und Bedeutung

e Regel von Sarrus

e Flacheninhalt des von den Spaltenvektoren aufgespannten Spats

e Orientierung der Spaltenvektoren (Links-/Rechtssystem)

e 3 Vektoren a1, 3>, 33 sind genau dann linear abhangig, wenn det(ai, a», a3) = 0

e Genau dann ist die Matrix A auch singular
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Determinante einer n x n-Matrix

Heute: Determinante einer allgemeinen 1 x n-Matrix

Bedeutung im allgemeinen Fall:

Regularitat und Invertierbarkeit von Matrizen
Lésbarkeit von linearen Gleichungssystemen
Lineare Abhangigkeit von Vektoren
Berechnung von Eigenwerten (Kap. 17)
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Definition Gber die Laplace-Entwicklung

Wir definieren die Determinante einer n x n-Matrix rekursiv Uber die Determinanten von
(n—1) x (n— 1) Matrizen:

e Zunachst sei dei Determinante einer 1 x 1-Matrix
det(A) = det (811) = dii

o Weiters bezeichne A;; die (n — 1) x (n — 1)-Matrix, welche aus A durch Streichen der
i-ten Zeile und der j-ten Spalte entstenht.

Beispiel:
?é%} 2 21 011
A = %AH: 1 01 A23: 211
2101 012 302
3012
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Laplace-Entwicklung

dnl *** dnn

2. Entwicklung nach der /-ten Zeile: Firjedes i =1, .. ., n gilt
n

detA = ) (—1)""-a;-det A;
j=1
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Beispiel 2 x 2-Matrizen

A — (311 312)
d21 a2
Entwicklung nach der ersten Zeile

2

det A = Z(—l)lﬂ-au-detAU = ai] det(All) — di» det(A12)
=1
Hier ist
A1l = ax, Ax = an

Es ergibt sich die bekannte Formel

det(A) = di1doo — dipdo1.
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Beispiel 3 x 3-Matrizen

dil di2 ai3
A= |ax an ax
d31 d32 ds3
Entwicklung nach der ersten Zeile

3
detA = Z(—1)1+j'31j'det(A1j) = andet(Ar) — aipdet(Arn) + aiz det(Ais)
j=1
Hier ist
dp2 dp3 dp1 d23 dp1 d
A = , A = , Az =
H (332 333) . (331 333) . (331 332)

Es ergibt sich

doo do3 do1 do3 do1 doo
det(A) = a;; det — aio + ajz det
d3p ds33 d31 ds33 ds1 ds32
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Beispiel einer 4 x 4-Matrix

Der Laplacesche Entwicklungssaiz bietet sich zur Berechnungen von Determinanten
von gréB3eren Matrizen nur an, wenn diese Zeilen oder Spalten mit vielen Nullen enthalten.

Beispiel:
0410 + —
2 341 . 11— +
A = 5092 0 Vorzeichen: 4 _
1020 - +

_|_

_|_

+

+

n
Wir entwicklen nach der letzten Spalie (det A = Z(—l)’+4~a,~4~det Aiz) und erhalten

=1

0410
2341 _H_ggé _ 422
2020/ N 12
1020

| = —4(4-2) = -8
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Beispiel einer 4 x 4-Matrix (2)

Ungeschickt ware hier die Entwicklung nach der 2. Zeile (deutlich gréBerer
Rechenaufwand):

ggi? 410 010 040 041
2020:—2-020+3-220—4-200+1-202:
1020 020 120 100 102
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Definition mit Hilfe von Axiomen

Die Determinante einer n x n-Matrix A

dilp - din 4
A = : : = (5,..., sy = |
dpnl *°° dnn Zn
mit den Spalten 51, . . ., S, und den Zeilen Z;, . . ., Z, ist eine Zahl, die durch die folgenden

vier Eigenschaften (Axiome) charakterisiert wird:

D1 detA’ = detA.

D2 Die Determinante einer Diagonalmatrix ist gleich dem Produkt der Diagonalelemente:
dy 0 n
detD =| . | =dd--dp =]]d
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Definition mit Hilfe von Axiomen

D3 detA =0 <« Aistnicht regular (A ist singular),
(& die Spalten/Zeilen von A sind linear abhangig)

D4 det Aist als Funktion jeder (einzelnen) Zeile oder Spalie linear.
Dabei bedeutet linear in jeder einzelnen Spalte

det(..., A-§,...) = A-det(...,5,...)
det(...,5+V,...) = det(...,5,...)+ det(...,V,...)

(entsprechend fur die Zeilen).

o Beide Definitionen (Axiome und Laplace-Entwicklung) fihren zum selben Ergebnis
o D1-D4 sind daher Eigenschaften (Rechenregeln) der oben definieren Determinante
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Beispiele

1. Diagonalmairix (D2)

2.4.5 = 40

o OoN

o h~O

Si=X=
I

2. Regularitat (D3)

WN -
o 01
O ~ o1
I
(@)

— —
.

Die Spalten sind linear abhangig (ebenso die Zeilen): 55 =35 + 5
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Beispiele (2)

3. Linearitat (D4)

123
1 2 4
1 35
Es qilt
2 2 0
21 = 2] +|0
3 2 1
Damit erhalten wir
123 123 103 | 3
124 =1124| +]10 4 —O—1|14'——1.
1 35 1 25 115
T

Vorlesung 5: Determinanten (Kap
14/ 21 18.05.2020 Mathe Il fir Chemie, Life Science und Nanoscience 15



Berechnung mit Hilfe von Gau3-Elimination

D2 (Diagonalmatrizen) kann man verallgemeinern: Auch bei oberen und unteren
Dreiecksmatrizen ist die Determinante das Produkt der Diagonalelemente

Diese Form kdnnen wir durch Gaul3-Elimination erreichen.

dil di2
0 ano

din

= di11-4d22° " dnn

d11+d22 ***dnn

n
H Aiis
i=1

n
[
i=1
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Elementare Zeilenumformungen

Wie beeinflussen elementare Zeilenumformungen die Determinante? Aus (D4) kann man
folgern, dass

1. Die Matrix A; entstehe aus A durch Vertauschen der /-ten mit der j-ten Zeile. Dann gilt
det A; = —det A.

2. Die Matrix A, entstehe aus A durch Multiplikation der i-ten Zeile mit einem Skalar
A # 0. Dann folgt
det A, = X-detA.

3. Die Matrix As entstehe aus A durch Addition des X-fachen der j-ten Zeile zur j-ten
Zeile. Dann gilt
det A3 = det A.

(Vorsicht: Wird auch die j-te Zeile mit einem Skalar A\, multipliziert, gilt wie in 2.
det A3 = X,-det A)
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Beispiel

e Die GauB3-Elimination kann (nur) mit den Umformungen 1 und 3 durchgefuhrt werden
e Esist dann nur die Anzahl der Zeilenvertauschungen zu zahlen

Beispiel: 0111 2101
2101 0111
A = 1591 — 19501 eine Zeilenvertauschung
3012 3012
2 101 210 1 210 1
SR U S ) 0111 011 1| _ g
3 1 1 1
0 223 003 — 0031 -1
0-2113 00 2 000 7

Insgesamt haben wir eine Zeilenvertauschung verwendet. Damit ergibt sich
detA = (—1)'detB = —7.
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Weitere Rechenregein

1. Es sei Aeine n x n-Matrix und A € K. Dann gilt
det(A-A) = A\"-det A.

Im Fall » = 2 erhalt man beispielsweise

det(A\-A) = det A Na11am—Napan = AN(a11am—aina) = MNdet A.
Aarx1 Aax
Beispiel (n = 3):
5 0 0 100 100
5 0 10| =531 02| =-125-]1 2 0| =—125-(1-2-2) = —500.
5 10 20 1 2 4 1 4 2
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Matrixmultiplikation

2. FUr zwei n x n-Matrizen A und B qilt
det(AB) = det A-detB.

Beispiel
7 2 1 2 10
|31|_‘01W‘31' 1-1=1
3. Ist A invertierbar, so gilt
1
det(A™1) = .
UAT) = Gera

Das folgt direkt aus 2., denn
1 = det/ = det(AA™!) = detA-det(A™ D).
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Dreiecksblockform

4. Besitzt A die Gestalt ('Dreiecks-Blockform’)

so gilt

(311 dir| d1,r+1 din \
AL : :
ar1 drr | drr+1 drn
0 0 |art1,r+1 dr+1,n
: : : Ao :
K 0 0 dn,r+1 dnn )
det A = det A; - det As.
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Beispiel zur Dreiecksblockform

Beispiel: Determinante einer 7 x 7-Matrix

12001 2 3
2300567
4 211|111 ;ggg 2 00
det(A) = (8 912666| = |20 210
0O0O0O0|200 8 9l1 2 2 51
0000210
0000251
200
:'; gHié‘21o — (~1)12 = -2
2 51
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