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Wiederholung Vektorraume

Wir betrachten Abbildungen zwischen 2 Vektorraumen U und V

e Vektorraume in dieser VL: K" mit K = C, R und Unterraume davon
(Ursprungsgeraden, Ursprungsebenen, span{vi, ..., V,})

» Basis eines Vektorraums: B = {b;, ..., b,} mit linear unabhangigen Vektoren
b,’, | = 1, ..., N

e Dimension eines Vektorraums: Anzahl der Basiselemente (ist unabhhangig von der
Wahl der Basis)
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Definition einer linearen Abbildung

Es seien U und V zwei Vekiorraume. Eine Abbildung
v U=V, X=X
hei3t eine lineare Abbildung (linearer Operator), falls gilt
p(X+Y) = o(X) + o(y) flirallex,yeU,
w(AX) = Ap(X) fur alle A € K und far alle X € U.

Anmerkungen:
1. Die beiden obigen Bedingungen sind aquivalent zu

—

p(ax+By) = ap(X)+Be(y) furallex,yeU, a,8€K.
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Anmerkungen

2. Eine lineare Abbildung ¢ bildet das Nullelement von U auf das Nullelement von
V ab:

©(0) =0

3. Eine lineare Abbildung ¢ : U — K (K = R, C) heif3t auch lineares Funktional.

4. Eine bijektive lineare Abbildung ¢ : U — U heif3t regular.
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Beispiele linearer Abbildungen

1. ¢ - R—=R, ¢(t) =3t.
Es gilt namlich
p(as +Bt) = 3(as+ Bt) = a- (3s) + 0 - (3t) = ap(s) + Le(t)

2. ¢ C—C, p(z) =iz

3X1 + Xop — X3>

. 3 2 =
3_ (p . R —>R y (p(leX21X3) - ( X1 — Xo

4. Essei Ac K" Dannist ¢ : K" — K", ¢(X) = AX eine lineare Abbildung.
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Gegenbeispiele

Nicht linear sind
1. p: R—=R, o(t)=3t+1,da
o(At) = 3Xt+1 # X3t+1) = Ap(t)

2. h:R> =R, h(x1,x) = exp(x; + x), da
Mh(xy, x0) = Aexp(xy + x0) # exp(Axy + Axo) = h(Axy, Axo)

3. g: R3—= R?mit

X2—|-X2—|—X3
g(x1, x0, x3) = (1X1—2X2 ’
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Eigenschaften linearer Abbildungen

1. Die Verkettung linearer Abbildungen ist wieder linear:

p: U=V, Y :V—oWlnear = Yop : U—-W linear.
2. lsty : U— V bijektiv, so existiert die Umkehrabbildung ¢~ : V — U.

@ linear = ¢ ! linear.
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Bildraum und Nullraum

Es sei ¢ : U — V eine lineare Abbildung. Wir definieren
e Bildraum von ¢ (das Bild von ¢)

R(p) = {VeV : esgibteinde Umitv = (i)}

e Nullraum (Kern) von ¢ -
N(p) = {aeU : p(u) =0}

R(@) und N (p) sind lineare Teilraume von U und V.
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Rangformel

Die Dimensionen dieser Teilraume heif3en
e Rang von o:
rang(y) :=dimR(yp)
o Defekivon ¢
def(p) :=dimN(p))

Satz:(Rangformel)
Es sei ¢ : U — V eine lineare Abbildung. Dann gilt

dimU = rang(p) + def(p) = dmR(p) + dmN(p) .
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Beispiel Kern und Bild

Gegeben sei die lineare Abbildung
p : R2 = R?, o(x,y) = (_2x—y ) .

e Kern

B 2X —y
pxy)=0 < o 13

0 1
o = Nl = span{(2>}
e Bild : Die 2. Komponente ist das (-3)-fache der 1. Komponenten ist. Damit ergibt sich

CRE(®)
e Rangformel

rang(p) =1 und def(p) =1 und 2 = dimR? = rang(p) + def(yp)
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Injektivitat und Surjektivitat

Es sei ¢ : U — V eine lineare Abbildung. Dann gilt
R(p) = V < ¢ surjektiv,
N(p) = {0} < ¢ injektiv.

Im Spezialfall dim(U) = dim(V) = n gilt

@ surjektiv & dim(R(¢)) = dim(V)
< dim(WN(p) = 0
< @ Injektiv.
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16.2: Lineare Abbildungen und Matrizen

o Jede Matrix A € K™ definiert eine lineare Abbildung
wa K" — K™, (pA(>_<’) = AX.

o Umgekehrt lasst sich jede lineare Abbildung ¢ : U — V in der Form

(X)) = AX
mit A € K™*" darstellen.
o Beispiel:
3x; + X0 — 2% .
) 3 2 _ 1 2 3 _
v K=K, o(x, x,x3) = < X1+ %0+ X3 > = AX
mit

31 -2
A:(11 1)

e Die Einheitsvektoren & werden auf die Spaltenvektoren a; von A abgebildet.
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Lineare Abbildungen und Matrizen

Es gilt

rang(¢,) = rang(A) und ¢, zu A € K™ " ist genau dann regular (bijektiv), wenn A
regular ist
Ein lineares Gleichungssystem der Dimension n x n

$a(X) = AX = b (1)
ist genau dann eindeutig Iésbgr, wenn A reqularist, d.h. ¢, : K" — K" bijektiv. Dann
korrespondiert zu jedem Bild b genau ein Vektor X, so dass (1) qilt.

Ist A (bzw. ¢4) regular, dann existiert die Umkehrabbildung ¢,* (so dass
$4* o pa(X) = X) und diese korrespondiert zur inversen Matrix A~

du' = Pa
Die Matrizenmultiplikation A - B entspricht der Konkatenation
Oag = dao dg (in Matrizenschreibweise (AB)X = A(BX))

13/28
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Beispiel

Die Matrix _ 12
A= (1 3)

vermittelt die lineare Abbildung

1 2 X X1 + 2x:
L2 2 - - 1 1 2
wa : RT =R, pa(X) = AX = (_1 1) (Xz) = (_Xl X2>

1 _2
o Die Matrix Aist invertierbar mit A-! = (? :f)
3 3
e Damitist o4 ebenfalls umkehrbar und hat die Umkehrfunktion
1 2 1 2
)6 - )
B VA YRS A
e Da die Matrix A regular ist, folgt

R(¢a) = R* und N (¢a) = {0}
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Lineare Abbildungen und Basen

Manchmal ist es sinnvoll andere Basen fir U und/oder V' zu wahlen

Beispiel: U, ist eine Urspungsgerade im R?

= e®ly=2d = () =a (D). acs]

o Die Basis von U, besteht hier nur aus dem Vektor &; := (1,2). Die Werte g(é1), g(&)
einer Abbildung g : Uy, — V sind fur die Standardbasis &, & evtl. gar nicht definiert

e Die Matrixdarstellung wird in solchen Fallen bzgl. der Koordinaten der Basis i, ..., U,
(im Beispiel: nur ;) formuliert

o Im Beispiel g : U; — R? ist das eine 1 x 2-Matrix Ay, bzgl. der Koordinate o

o) = 9(a) = () = (32)

——
:A/l
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Lineare Abbildung mit allgemeinen Basen

Seid ={in, ..., u,} eine Basis von Uund V = {v,, ..., V,,} eine Basis von V
Jedes X € U lasst sich darstellen als

n o4}
X = Z a;d, dh x =1 :
i=1 Qp
e Jedes y € V lasst sich darstellen als
m G1
y=> B, dh H=]|:
=1 6m

Zu jeder linearen Abbildung gehort nun eine Matrix A, die von den Basen U,V
abhangt

Diese bildet auf die Koordinaten von ¢(X) bzgl. VV ab, d.h.
y =¢(X) entspricht yy, = AypXy
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Anmerkungen

1. Die J-te Spalte von Ay ist der Koordinatenvektor des Bildes ¢( ;) bezlglich der
Basis V. Dabei sind die 4; die Basiselemente von .

2. Die Matrixdarstellung Ayy einer linearen Abbildung hangt von den gewahlten Ba-
senU,V ab.

3. Durch die Angabe der Bilder ¢(&;) fur die Basiselemente von U/ wird die lineare
Abbildung eindeutig festgelegt. Far alle anderen Vektoren u € U gilt namlich

n n
o(i) = ¢ (; oz,-u,-> L= ; a (1)
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Beispiel (von oben)

3X1 + Xo — 2X3 )

: R® — R?, X0 X3) =
v ()D(Xl 2 X3) ( X1+ Xo + X3

Mit den Basen

e {0-0) {0)-() ¢

des R? bzw. R3 hat A die Darstellung
31 =2
AN3N2 T (1 1 1 )

e Der j-te Basisvektor von N3 wird auf den Spaltenvekior a, abgebildet
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Beispiel (2)

Wir wahlen fur U und V die Basen

o= {) ({.0) +-ea-(0-0)

und berechnen die zu ¢ gehbrende Matrix A, bzgl. dieser Basen.

Die Bilder der Basisvektoren aus U sind

o= (-0 (95 ()
- (93017 + ()

—2
— _ _ 1
90( U3) — ( 1 - 92
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Beispiel (3)

e Die Spaltenvektoren von Ay, sind die Koordinaten von ¢( i) bzgl. V

Auy = (_i ;Z _;Z>

e Durch Matrix-Vektormultiplikation mit A,/ wird jetzt ein Vektor %, (in der Darstellung
bzgl. i) auf den Vektor ji, (in der Darstellung bzgl. V) abgebildet, d.h.

= Auy | o2
B> o

e Anmerkung: Im Skriptum wird A,y berechnet
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16.3 Spezielle lineare Abbildungen: Orthogonale Projektionen

Projektionen sind lineare Abbildungen, die einen Vektorraum V' auf einen linearen
Teilraum U abbilden

Orthogonale Projektion

Beispiele (siehe auch Mathe )
o Projektion des R? auf eine Ur-
spungsgerade

X
U = span{v}, v;(@) 7] = 1 N

o Projektion des R® auf eine Ursprungsebene
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Projektion auf eine Ursprungsgerade

Aus der Mathe | ist bekannt

<>,<>><Zz>

Vi V1Vv1X1 + V1 Vo Xo
= (V1X1 + V2X2)

Vo V1 X1 -+ Vo Vo Xo
Vivi V1w X1
- vy VW) Xo )

Damit hat die orthogonale Projektion bezliglich der natiirlichen Basis N die

Matrixdarstellung
Vivi ViV % S
p Név < V1 12) _ (1) (w\@):: va.
oVl Wwp

Man nennt P auch die Projektionsmaitrix.
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Beispiel

Projektion von R* auf die 1.Winkelhalbierende U = span{&} mit &= —(3).

)

Beispiel: Die orthogonale Projektion des Vektors Z = (%) auf die 1. Winkelhalbierende ist

damit ,
2= (01) ()= Ga)

Die Projektionsmatrix ist

1 1
_ === _ 1 1 _ 2

NI NI—

NI N
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Aligemeine orthogonale Projektionen

Allgemein gilt fir die Projektion P : R" — U = span{éi, ..., €5} mit einer beliebigen ONB
€1, .... Em

P=2¢&ée + && + -+ é&,é
Spezialfall: Projektion des R3 auf eine Ursprungsebene £ mit der Normalendarstellung
E:mx+ my+nmz =0, |7l =0
FUr die Projektionsmatrix erhalt man

1—n? —mny —ning
Pe = | — An" = | —mnm 1—n3 —nons
—mns —mnz 1—n3
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Spiegelungen

Spiegelung an einer Gerade im R? z
oder einer Ebene im R3 Y !

\ D
P (Projektion)
\\
\

Der gespiegelte Punkt s liegt auf der ver- \
langerten Strecke zp, wobei p die Pro- L& (spiegelung)

jektion von Z auf den Unterraum U ist.

Eine Spiegelung des R an der Ebene E mit dem Normaleneinheitsvektor i = (ny, no, n3)
besitzt die Spiegelungsmatrix
1—2n2 —=2nny —2n1n3
Se =1 —2fA" = [ —2mny 1—2n3 —2nns
—2171173 —2172I73 1 —2I’)§
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Beispiel Spiegelung

Beispiel: Es sei E die (x, y)-Ebene. Diese besitzt den Normaleneinheitsvektor

|

0
€ = (0). Damit wird die Spiegelung an E durch die Matrix

1
100 0

SE:<0 o)z(o)(om):(
001 1

O = O
S O =
o = O
— O O

beschrieben.
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Drehungen (Rotationen) im R?

Drehung um einen Winkel o entgeagen des Uhrzeigersinns

Drehung der Einheitsvektoren

D. & — (cos(a)

sin(a)

e (22)

Damit lautet die (Dreh- oder Rotationsmatrix) (bezuglich der natlrlichen Basis)

D, — (cos(a) —sin(a))

sin(a)  cos(a)
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Drehungen im R* um eine Hauptachse

e Drehung um den Winkel o um die x-Achse (als Drehachse) wird beschrieben durch

1 0 0
Dio = [0 cos(a) —sin(a)
0 sin(a) cos(a)

e Entsprechend besitzen die Drehungen um die y-Achse bzw. z-Achse die
Matrixdarstellungen

cos(a) 0 sin(a) cos(a) —sin(a) 0
D>y = 0 1 0 bzw. D3, = | sin(a) cos(ax) O
—sin(a) 0 cos(a) 0 0 1
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