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Wiederholung

Ein \ € C heiBt Eigenwert von A € K"™*", wenn es einen Eigenvektor X € C"\ {0} gibt mit

AX = MX. bzw. &quivalent (A — X)X =0

Solch ein X gibt es genau dann, wenn die Matrix A — X/ keinen Vollrang hat, d.h.
p(A) :=det(A—X)=0

Algebraische Vielfachheit des Eigenwerts A;: Vielfachheit der Nullstelle des
charakteristischen Polynoms

Geometrische Vielfachheit: Dimension des Eigenraums eig(A, \))

Es gilt
geometrische Vielfachheit < algebraische Vielfachheit .
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Wiederholung (2)

e Die algebraischen Vielfachheiten summieren sich zu n (Fundamentalsatz der Algebra)

e Summieren sich auch die geometrischen Vielfachheiten zu n, so kann man eine Basis
aus Eigenvekioren bilden

Fragen
o Wann entsprechen die geometrischen Vielfachheiten den algebraischen?
o Wann haben Matrizen dieselben Eigenwerte?
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Ahnlichkeit von Matrizen

Zwei Matrizen A, B € K™ heil3en ahnlich, wenn es eine invertierbare Matrix T € K"*"
gibt mit B = T AT
Man nennt dann 7-1AT eine Ahnlichkeitstransformation von A.

Beispiel: Es seien
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Dann qilt
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Somit sind A und B ahnlich.
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Eigenwerte ahnlicher Matrizen

Satz: Seien A und B dhnlich (d.h. B = T'AT). Dann haben A und B dieselben
Eigenwerte.

Beweis:
e Sei A ein EW von A und X ein zugehdriger EV

o Dannqgilt fir y = 771X
By = (TT'AT)y = T 'ATT !x
T AR
= TIOX) =XT ¥ = \).

o )istalso auch ein EWvon B =T 'AT und y = T !X ein zugehoriger EV.
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Zusammenhang zum Basiswechsel bei linearen Abbildungen

Wir betrachten eine Ahnlichkeitstransformation mit der Matrix 7 von oben
1 1 - - e 1\ - 1
T = (2 _2> = (bl,bz) mit b; = <2> , by = (_2) .
Sei

e ¢ eine lineare Abbildung
e Adie zugehérige Matrix bzgl. der Standardbasis A = (&, &)
B die zugehdrige Matrix bzgl. der Basis 3 = (by, b)

D.h. es qilt
y = ¢(X) = AX, (1)
VB = $(X)s = BXs (2)
Auf3erdem ist
by =TE&, b, =Té&, und damit Xs=TX, Vg=Ty
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Basiswechsel (2)

Die Relation y3 = Bxz (2) lasst sich also schreiben als
Ty=BTX < y=7T 'BTxX
Gleichzeitig gilt nach (1) v = AX, d.h.
A=T71BT

Daraus folgt

e Die Matrizen A und B, die dieselbe linearen Abbildung ¢ bzgl. verschiedener Basen
darstellen, sind also ahnlich zu einander, d.h. sie haben dieselben Eigenwerte

o Eine Ahnlichkeitstransformation entspricht einem Basiswechsel im Bild- und
Urbildraum

41 die Darstellung einer lin. Abb. ¢ zur Standardbasis

Im obigen Bspist A = (1 L
und B = <g _2) die Darstellung zur Basis B.
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Diagonalisierbare Matrizen

Eine Matrix A € K™ heif3t diagonalisierbar, wenn A ahnlich zu einer Diagonalmatrix ist,

d.h.
d11 0

T1AT = D = mit einer invertierbaren Matrix T .
0 dnn

Satz:

e Die Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, falls die geometrische und die
algebraische Vielfachheit far jeden Eigenwert Ubereinstimmen

e Das ist aquivalent dazu, dass es eine Basis aus Eigenvekioren gibt (siehe Folie 3)
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Diagonalisierung (Hauptachsentransformation)

Die Ahnlichkeitstransformation T und die Diagonalmatrix D enthalten die Eigenvektoren
Vi, ..., V, und die Eigenwerte A\, ..., A,

A 0
D = T =(V, T,
0 Ao

Die Reihenfolge der Eigenwerte ist dabei beliebig. Es missen nur die Eigenvektoren in T
entsprechend angeordnet werden.
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Beispiel 1

0 —11
Die Matrix A = [ —3 —2 3| hat den einfachen Eigenwert A; = —1 und den doppelien
—2 =2 3
Eigenwert A, = 1 sowie die Eigenraume
1 —1 1
eig(A,—1) = span< (3] ;. eig(A, 1) = span 1].10
2 0 1

A ist diagonalisierbar, da algebraische und geometrische Vielfachheiten Gbereinstimmen
(bzw. dim(eig(A, —1)) + dim(eig(A, 1)) = 3)

Wir erhalten
10 0 -111 -2 -1 2
TYAT =D mitD=|01 0 T=| 103 Til=1-1-1 2
00 —1 012 3 -3

Vorlesung 8: Eigenwerte und
10/ 21 22.06.2020 Mathe Il fir Chemie, Life Science und Nanoscience Eigenvektoren (Kap 17, Teil 2)



Beispiel 1

0 —11
Die Matrix A = [ —3 —2 3| hat den einfachen Eigenwert A; = —1 und den doppelien
—2 =2 3
Eigenwert A, = 1 sowie die Eigenraume
1 —1 1
eig(A,—1) = span< (3] ;. eig(A, 1) = span 1].10
2 0 1

A ist diagonalisierbar, da algebraische und geometrische Vielfachheiten Gbereinstimmen
(bzw. dim(eig(A, —1)) + dim(eig(A, 1)) = 3)

Andere Anordnung:

-1 00 11 -1 A

T AT = D mit D= 010 T=1(30 1|, T7T1'=[-1 -1 2
3 1 3

001 21 0 -3 -1 3
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Beispiel 2

Die Matrix
200
B=1120
012
hat A = 2 als dreifachen Eigenwert (siehe oben). Der Eigenraum
0
eig(B,2) = span¢ |0
1

hat nur die Dimension 1 < 3. Damit ist B nicht diagonalisierbar.
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Beispiel diagonalisierbarer Matrizen

Normale Matrizen A € K™" (d.h. AA™ = AT A) sind diagonalisierbar. In diesem Fall gibt
es eine ONB aus Eigenvektoren und eine unitare Matrix T (d.h. T~! = T*), so dass

T AT =TTAT =D

Darunter fallen insbesondere
e Hermitesche Matrizen (insbes. reelle symmetrische Matrizen): Dabei sind alle EW
reell.

o Unitare Matrizen (insbes. reelle orthogonale Matrizen): Hier haben alle EW den
Betrag 1 (konnen aber komplex sein).
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Spektraldarstellung normaler Matrizen

Zu einer normalen Matrix A € K™ bezeichne Xy, .. ., A die paarweise verschiedenen
Eigenwerte. Weiter seien

E; = eig(A, },;) die Eigenraume, versehen mit einer ONB B;, und
P, : C"— E; die (orthogonalen) Projektionsmatrizen in E;.

Satz: Dann lasst sich A zerlegen in die Projektio-
nen P

m
A= XNP+ -+ AP = ) NP

J=1

Dies nennt man die Spekiraldarstellung von A.

www.wikipedia.de, Autor: Quartl (CC BY-SA 3.0)
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Beispiel

Diagonalisierung und Spektraldarstellung der symmetrischen Matrix A =

N O 00
o b~ O
o1 O N

e Charakteristisches Polynom
33—t O 2
pa(t) = 0 4—-t O = 4-D[B-t)(5—1t)—4] = (4—1)?(9—-1)
2 0O bH—-t
e Damit besitzt A den doppelten Eigenwert A1 = 4 und den einfachen A\, = 9.
e Zugehorige Eigenraume (nachrechnen!)

1 0 1 1 0
eig(A,4) = span 0 1].(1 mitderONB By = ¢— | 0 |, |1 = {é, &}.
(2) ) s ) ) - e
2 1 2
eig(A,9) = span{(O)} mit der ONB B, = {—5 (O)} = {é&}.
1 1
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Beispiel (Diagonalisierung)

A wird durch die unitare (hier orthogonale) Matrix

) 1 0 2
T=—]0 vV50
\/5—201
diagonalisiert:
110—2 80 2 1 0 2 400
TTAT:EO\/EO 040 0 V50| =1040] =D
2 0 1 205/ \-2 0 1 0009
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Beispiel (Spektraldarstellung)

Die Projekiionsmatrizen auf die Eigenraume sind dann
o P : C3—eig(A4) :
1 0

1 1
P, = &¢& + &8 = : 0](1,0, —2)+ [1](0, 1,0) = z
_2 O _

N OB
o 01O
M~ ODN

o P, : C3—eig(A09) :

ol =
N O PN
o O o

.,
0] (2 0, 1) =
1

— O N
v

e Damit erhalt man die Spekiraldarstellung
4 10 -2

A=4P +9P,==-| 05 0] +
S\—20 4

N O 0
o ~O
1O N

4
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2
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7
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Anwendung auf Matrixfunktionen

Wir wollen fir eine normale Matrix A € K™ die Matrix-Exponentialfunktion exp(A)
berechnen, z.B. zur LOsung von Differentialgleichungssystemen

Definition Exponentialfunktion far Matrizen

k
exp(A) = Z A—I

k=0

Wie berechnet man A*?

e Orthogonale Projektionen {Ax, ..., Pn} zu P
einer ONB {é}, ..., €,} haben die Eigenschaft

P,‘2:P/1 'D/'Pj:onxn ’#J

o Wir zerlegen A in seine Spektraldarstellung

www.wikipedia.de, Autor: Quartl (CC BY-SA 3.0)
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Matrix-Exponentialfunktion

Es qgilt mit der Spekiraldarstellung von A
A= AP+ o+ AmPr)? = AP 4+ A2 P,

und analog
A= NP+ AnP) = NP+ AP,
Es ergibt sich
=\ Ak MNP+ NP SN
exp(A) =) g = D = ) bt +Z
k=0 k=0 ' kzo

=eMP + ...+ eMP, = Z e’ P,
k=1

Analog berechnet man exp(At) = > e™'p,
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Beispiel
, : : : 21
Wir betrachten die symmetrische Matrix A = (1 2) :

e Charakteristisches Polynom
2—t 1
1 2—t

e Damit hat A die Eigenwerte Ay =3 und X\, = 1.

pa(t) = = 2-0)C2-t)-1 = (t=-3)(t-1).

e Die zugehérigen Eigenraume sind (nachrechnen!)

Eig(A,3) = span{é&} = span {\%(

Eig(A 1) = span{é&} = span {\% (_1
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Beispiel (2)

Mit den Projektionsmatrizen

11
P=egég =[22], P, =8¢
2 2
ergibt sich die Spekiraldarstellung
11
A =3P+ 1P =312 7] +
2 2
Damit gilt
11 1
exp(A) = e’P, +e'P =€ |2 2] + el 2
2 2 -2
1.3t 1.t 1.3t 1
et +35e 5e7 — 5
exp(At) = e'P + P = |2, 1.2, 1
2e —sel e+

D O

NI N+

~

~

NI N

1 1
2 T2
_ 1 1
2 2
_ 1
2
1
2
1,3 1, 1,3 1
_ [367+ 56 57— 3¢
— |13 1, 13,1
€ 2626+2e
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Rechnen mit der Matrix-Exponentialfunktion

o Far die Nullmatrix 0™ gilt e = /.

o B = eAeB gilt nur fir Matrizen A und B mit AB = BA.

o Die Matrix-Exponentialfunktion et ist nach t differenzierbar und es gilt

(eM) = Ae™.

e Fur eine Diagonalmatrix

A
>\1 0 el 0
. i D
D = . gilt e~ =
O >\n O >\n
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