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Differentialgleichungssysteme 1. Ordnung

Ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung hat die Form

Xl = fl(t,Xl ..... Xn)
(1)
x, = fp(t,xq, ..., Xn)
mit Funktionen f; : R — R,
e In Vektorschreibweise:
| X1 fi(t, xi, ..., Xp)
X = F(t,X), wobei X = | : ], F(t.X) =
Xp fo(t, X, ..., Xn)

o Eine Losung auf einem Intervall / besteht aus n differenzierbaren Funktionen
x|l —=>R, t—=>x(t) (i=1,..., n,
deren Ableitungen das System (1) erftllen.
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Autonomes Differentialgleichungssystem

Das Dgl-System heif3t autonom, falls es die Form

X = F(X)
hat (F ist unabhangig von t)
Beispiel (Autonomes Dgl-System):
Xl = X1 —|-4X2
XQ = X1+ X

e Eine Losung lautet
x(t) = 2% — 2e7t
x(t) = e + et
o Probe:
xi(t) = 6 +2et = (2" —2e7") 4 4(e¥ - e77)

Xl(t) + 4X2(t),
o(t) = 3 —et = (2% —2e7") + (e +e7)

x1(t) + xo(t).
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Anfangsbedingungen

Das Dgl-System (1) besitzt viele Lésungen. Um eine Lésung eindeutig zu bestimmen,
braucht man n Anfangsbedingungen

x1(t) = o1

Xn(tO) = Qp
Wir nennen das Dgl-System (1) zusammen mit dieser Anfangsbedingung eine
Anfangswertaufgabe (AWA).

Satz (Existenz- und Eindeutigkeitssatz):

Sind die Funktionen fi(t, xq, ..., Xn), ..., f(t, X, ..., x,) stetig differenzierbar, so
besitzt die Anfangswertaufgabe genau eine Losung.
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Systeme 2.0rdnung

Ein allgemeines Differentialgleichungssystem 2. Ordnung hat die Form

Xl — fi(t,X]_ ..... Xn,X]_ ..... Xn)

xn — fn(t,X]_ ..... Xn, X]_ ..... Xn)

oder in Vektorschreibweise

» Anwendungen in der Physik (Beschleunigung X= Kraft F)
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Anfangs- und Randwertaufgaben

FOr eine eindeutige Losung braucht man 2n Bedingungen.

Moglichkeiten:
e Anfangswertaufgabe: Gegeben sind Anfangswerte
x1(to) = a1, x(t) = B

Xn(tO) = Qp, Xn(tO) - ,Bn
o Randwertaufgabe: Gegeben sind Randwerte am Rand des Intervalls [t, t1]
x1(to) = a1, xi(t) = B

Xn(tO) : ap, Xn(tn) : ,Bn
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Rlckflihrung auf ein System erster Ordnung

Gegeben sei das lineare Dgl-System 2. Ordnung
Xp = ap Xy + aipxo + brixy + bioxo
Xo = ap1X1 + axnXo + ba1xy + booXo

Wir fuhren neue Variablen ein

Damit I&sst sich (2) aquivalent als lineares System 1. Ordnung schreiben:

X1
X2
th

Lo

= U
= antr + anth + biixy + bioxo
= ax1U1 + axnlh + byixy + baoxo
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18.2 Lineare Dgl-Systeme 1.0rdnung

FUr allgemeine Dgl-Systeme erster Ordnung kann man in der Regel keine analytische
LOosung angeben

Naherungsweise Berechnung am Rechner (Numerische Mathematik)
Spezialfall: Lineare autonome Systeme 1.0rdnung mit konstanten Koeffizienten

Xl = a Xy + -+ apXxp + bl
Xp = amX1+ -+ apmXn + bn,
in Matrix-Vektorform:
_ _ X1 dii din _ b
X = AX + b, X = A = : b =
Xn dnl dnn bn

Homogenes System: b = 0, sonst inhomogen
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Beispiel chemische Reaktion

Eine radioaktive Substanz zerfalle in zwei Stufen mit Anteil k; pro Zeiteinheit

St s, s, (k>0 k>0)

e Sei x;(t) die Konzentration der Substanz S; zum Zeitpunkt t. Dann ergibt sich
Xl(t) = —lel(t)
Xz(t) lel(t) — kQXQ(t)
X3(t) = kQXQ(t)

e Es ergibt sich das autonome, lineare, homogene Dgl-System

) X1 _ Xl - kl 0 0
X = A)_(, X = X2 , X = XQ , A = kl —k2 0
X3 X3 0 k2 0
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Losung des inhomogenen Systems

Eine spezielle partikulare Losung von
X(t) = AX(t)+ b
ist durch die konstante Lésung y(t) = x des folgenden LGS gegeben
AX = —b.

Probe: _
V(t) =0 = AX+ b = Ay(t) + b

o Diese konstante Lésung y/(t) wird auch als stationare Losung bezeichnet.

FOr die allgemeine Losung des inhomogenen linearen Dgl-Systems qilt (vgl. Kap. 14)

allgemeine Lésung des allgemeine Lésung des partikulare

iInhomogenen Systems - homogenen Systems + Lésung
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Losung des homogenen Systems

Wir betrachten das homogene System
X(t) = AX(t) (A eR™M

Sei X ein Eigenwert von A und Vv ein zugehdériger Eigenvektor. Dann ist

At

e v

At

ertv,

eine Losung des homogenen linearen Dgl-Systems.

Probe: Es qilt |
Vit) = xertv = rAV = A(MV) = Av(t).
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Losungsraum

Sind y(t) und Z(t) zwei Losungen, so ist
VV(t) = Cly(t) + Cgf(t) (C1,C2 € ]R)
ebenfalls eine Lésung des homogenen Systems X = AX.

Beweis:
w(t) = ay(t) + oZ(t) = aAy(t) + o AZ(t)
= A(ay(t) + oZ(t) = Aw(t).

Satz: Die Lésungsmenge des homogenenen linearen Dgl-Systems ¥ = AX bildet
einen n-dimensionalen linearen Raum (von Funktionen). Eine Basis dieses Raumes

wird als Fundamentalsystem bezeichnet.
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Beispiel

Wir betrachten die inhomogene lineare Differentialgleichung

L (21 . (2
coaes a- (2 5-()

o Partikulare Lésung von AX = —b
(1
=L o

e Eigenwerte und Eigenvektoren zur Losung des homogenen Systems

>\1:3,71:(1); >\2:1,72:(_:I-1)

e 2 Lbésungen des homogenen Systems sind gegeben durch

w0 = (1) = (5) wa 2w - (1Y) = (%)
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Beispiel (2)

e Die beiden L6sungen homogenen Systems
. e3t . et
70 = (&) wd 20 = (%)
sind linear unabhangig und bilden damit ein Fundamentalsystem.
o Allgemeine LOosung des homogenen Systems

)_((t) = C1)7(t) + sz(t) (C]_,C2 ERbelleblg)

o Allgemeine Losung des inhomogenen Systems

)?(t) = <_é) + C1)7(t) + Cgf(t) (C1,C2 ERbelleblg)
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Diagonalisierbare Koeffizientenmatrix

Wiederholung: A diagonalisierbar < Es gibt eine Basis aus Eigenvekioren

Dann kdnnen wir mit obigen Schritten den kompletten n-dimensionalen Losungsraum
berechnen (Sonst ist das komplizierter!)

Das Fundamentalsystem zu den Eigenwerten X+, ..., A\, und Eigenvektoren v, ..., v,
lautet

Fi(t) = e>‘1t \71
F(t) = eMi,

Die allgemeine Lésung des homogenen linearen Dgl-Systems ist dann
Z(t) = an(t) + -+ crip(t) mitcy,...c, eR.

Die Konstanten ¢y, ..., ¢, sind durch Vorgabe von Anfangswerten eindeutig bestimmt

15/20

Vorlesung 9: Systeme von
29.06.2020 Mathe Il fir Chemie, Life Science und Nanoscience Differentialgleichungen (Kap 18)



Beispiel

Wir betrachten die homogene lineare Anfangswertaufgabe

X = AX, A = G ;) X(O):G)

Aist diagonalisierbar. Es ergibt sich das Fundamentalsystem

i) = (S) wd B0 = (%)

Damit lautet die allgemeine Losung

1) = c et Lo e\  [(ael+ gel
1 e3t 2 et ) e3t _ o et
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Beispiel (2)

Die Anfangsbedingungen liefern das lineare Gleichungssystem

aqa+ o =1
i — O

|
N

Als Losung erhalten wir ¢; = 2 und ¢, = 1.

Damit ist die Losung der AWA

w0 = (300) -

NI NW
D O
NI— N
® O

17/20 29.06.2020 Mathe Il fiir Chemie, Life Science und Nanoscience

Vorlesung 9: Systeme von
Differentialgleichungen (Kap 18)



Verwendung der Matrix-Exponentialfunktion

FUr die Matrix-Exponentialfunktion gilt (vgl. Kap. 17)
(eM) = A,
Somit ist

At

Z(t) = e ¢ farjeden beliebigen Vektor ¢

eine Lésung des homogenen linearen Dgl-Systems X = AX.

Vorteil: Die eindeutige Losung der Anfangswertaufgabe

aq
X = AX, X(0) = ad =
Xp
lasst sich direkt angeben (ohne Lésung eines LGS) als
Z(t) = eMa.
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Beispiel von oben

Wir betrachten wieder die homogene lineare Anfangswertaufgabe

X = AX,

e Spektraldarstellung von A

A3P1+1P2:3<

o Damit folgt

exp(At) =

() 0 ()

NI N~
NI N—=
\/
l/_\
NI N~
NI~ N+~
v

e Man erhalt die Losung der AWA

Z(t) = eMa = <

1.3t 4 1.t
5€ —|—26

1.3t 1

1,3t 1t 3 3t 1 4t
1.t 1.3t 1.t 2] 3 3t 1 .t
€ e 3€ -|—26 5€ +Ze

1
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Erweiterungen

e Nichtdiagonalisierbare Matrizen A

o Zeitabhangige Koeffizienten A(t), b(t)

e Nichtautonome und nichtlineare Differentialgleichungen
e Dgl-Systeme héherer Ordnung (Randwertaufgaben)

o Partielle Differentialgleichungen

Denken Sie an die Evaluation (bis 05.07.2020):
https://evasys.uni-konstanz.de/evasys/online.php?pswd=VNCRY

Vorlesung 9: Systeme von
20/20 29.06.2020 Mathe Il fir Chemie, Life Science und Nanoscience Differentialgleichungen (Kap 18)


https://evasys.uni-konstanz.de/evasys/online.php?pswd=VNCRY

